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Résumé — Pour I’optimisation fiabiliste de structures, le nombre d’appels au modele de calcul est
un facteur hautement limitant. Dans ce contexte, cette étude propose une méthodologie de calcul des
réponses structurales a faible cofit en utilisant des métamodeles stochastiques a deux niveaux, en aval
de méthodes de sélection de modeles. Appliquées a I’optimisation de forme de treillis dans un contexte
multiobjectif sous incertitudes, ces méthodes réduisent drastiquement le nombre de simulations tout en
garantissant le niveau de précision.

Mots clés — Optimisation multicritere, Développement en chaos polynomial creux, Moindres Carrés
Mobiles, Méthode de sélection de modele LARS (Least Angle Regression Stagewise).

Introduction

Depuis plusieurs décennies I’optimisation multiobjectif connait un essor croissant dans les divers
domaines de I’industrie. Le secteur des constructions n’échappe pas a cette tendance qui propose une
méthodologie de prise en compte simultanée d’exigences conceptuelles souvent antagonistes pour la
conception des structures (cofit, sécurité, impact environnemental...). De maniére générale, un probleme
d’optimisation multiobjectif est formulé de la fagon suivante :

min f(x)
X
soumisa g(x) <0 (1)
h(x) =0
ot f=[fi,..., fi] est le vecteur des m fonctions objectif, x I’ensemble des n variables de conception et

g(x) et h(x) les contraintes du probleme.

Les objectifs a minimiser étant souvent conflictuels, la résolution du probleme est basée sur la défi-
nition du concept de dominance permettant d’identifier les solutions de meilleurs compromis. Celui-ci
établit une relation de comparaison entre les solutions obtenues dans 1’espace des fonctions objectif que
nous définissons comme suit (dominance faible) : soient 4 et £ deux évaluations du vecteur f, on écrit
que £ > £8 (#! “domine” %) si et seulement si Vi € I = {1,...,m}, f > fB. Les solutions non-dominées
définissent I’ensemble de Pareto dont 1I’image dans 1’espace des fonctions objectifs est appelée front de
Pareto. Les algorithmes évolutionnaires se révelent particulierement adaptés a la détermination des fronts
de Pareto par leur capacité a faire évoluer intelligemment une population de solutions potentielles vers
les solutions de meilleurs compromis [2].

La prise en compte des incertitudes dans un processus d’optimisation, qu’il soit mono- ou multi ob-
jectif implique d’évaluer la performance stochastique des solutions produites (robustesse, fiabilité) face
aux inévitables incertitudes aléatoires qu’on supposera modélisables par des distributions de probabilité.
Les techniques d’optimisation fiabilistes et robustes ont été développées d’abord dans le cadre de I’op-
timisation mono-objectif. D autres travaux ont étendu ces concepts a 1’optimisation multiobjectif par le
développement de formulations spécifiques incorporant au probleme la présence d’incertitudes. Néan-
moins la question du traitement de I’incertitude a des cofits de calculs restreints au cours du processus
d’optimisation multiobjectif reste ouverte [6].



Cette contribution se propose de traiter cette question. Les travaux réalisés se basent sur la formula-
tion présentée dans [7] incluant I’'incertitude notamment par la définition de front de Pareto stochastiques.

Dans une premiere partie, une stratégie de métamodeles a deux niveaux est présentée. La précision de
cette méthode ainsi que le gain potentiel en terme d’appels au modele sont explicités. Dans une seconde
partie, le potentiel des méthodes de sélection de modeles appliquées a I’optimisation multiobjectif est
présenté sur un cas d’optimisation de forme d’un treillis avec trois variables aléatoires.

1 Formulation fiabiliste du probleme d’optimisation multiobjectif

1.1 Optimisation multiobjectif en présence d’incertitudes

La formulation générale du probleme d’optimisation multiobjectif sous incertitude s’énonce ainsi en
toute généralité [1] :

minf(x.£)

2
soumisa  g(x,§) <0. @

ol :

— x est le vecteur des variables déterministes de conception, ce sont les variables qui évoluent au
cours du processus d’optimisation déterminant les solutions potentielles,

— & est le vecteur des variables aléatoires représentatif des sources d’incertitudes,

— fest le vecteur des fonctions objectifs,

— g est le vecteur des contraintes d’inégalités, incluant les criteres fiabilistes utiles a I’évaluation
de la performance stochastique des solutions. Les éventuelles contraintes d’égalité h sont traitées
comme des contraintes d’inégalité en autorisant une faible variation.

1.2 Formulation multiobjectif fiabiliste pour la prise en compte des incertitudes

La formulation originale sur laquelle se base le travail suivant a été énoncée dans [7] et permet d’in-
clure la présence d’incertitudes de maniere originale, inspirée des concepts de 1’optimisation fiabiliste,
notamment par la définition de fronts de Pareto stochastiques :

min = [C1,...,Cn]"

sous les contrainxtgs Phon-dominance = P[f(x,&) = ] > af
Pyscurie = P [g( &) ] > of
avec  §; = E[fi(x,8)] +no[fi(x,E)]

N

ou :

- E[fi(x,8)] et o[fi(x,£)] sont respectivement la moyenne et 1’écart-type de la fonction objectif

évaluée vis a vis des variables stochastiques &,

— M =[N1,...,Nn sont des variables de conception additionnelles dont les composantes permettent

de sélectionner le quantile { du vecteur de fonctions objectif f,

— af, o sont des niveaux de probabilités définis par 1’ utilisateur.

Cette formulation multiobjectif a laquelle peut étre intégrée tout type d’incertitudes, s’accommode
aisément d’une résolution par algorithme évolutionnaire (basée sur 1I’évolution d’une population d’indi-
vidus). L’algorithme sélectionné pour cette étude est de type génétique : NSGA II [3] a été choisi pour
ses qualités d’efficacité et de flexibilité.

Les variables x et 1 sont percues comme les variables de conception a optimiser. Selon le vocabulaire
approprié, un jeu de valeurs pour les variables x et 1 constitue un “chromosome” représentatif d’un
“individu”. Un ensemble d’individus est appelé “population”. Au cours des itérations, la population
d’individus évolue (par processus de “croisement” et de “mutation” pour assurer la diversité au sein de
la population et par sélection des meilleurs individus), pour ne conserver finalement que les individus
admissibles les plus performants vis a vis du probléme d’optimisation sous contraintes.

L’une des contraintes est la probabilité de non dominance. Elle exprime pour un individu donné la
probabilité qu’il soit dominé par une autre solution. C’est donc la probabilité pour un individu donné de



trouver un individu plus performant. L’ensemble des solutions appartenant au front de Pareto stochas-
tique respectant la probabilité de non dominance définit donc une frontiere dans 1’espace des fonctions
objectifs au deca de laquelle la probabilité de trouver une solution plus performante est imposée par
I’ utilisateur (seuil ch) .

D’autres types de contraintes peuvent étre incorporées dans la formulation : les contraintes de sécurité
permettent notamment d’évaluer la fiabilité des structures solutions issues du processus d’optimisation.

Malgré la croissance ininterrompue des capacités de calculs, le duo combiné (optimisation multiob-
jectif et présence d’incertitudes) nécessite de consacrer un effort important a la réduction des exigences
en ressources de calcul. L'une des pistes a suivre consiste a batir des modeles moins cofiteux représenta-
tifs des modeles physiques supposés exacts. Une méthode présentée ici consiste a établir les métamodeles
sur deux niveaux.

1.3 Stratégie de métamodeles a deux niveaux
1.3.1 Métamodele stochastique

Dans le cadre de structures calculées par éléments finis, la littérature offre plusieurs méthodes parti-
culicrement adaptées au calcul de probabilités par métamodeles, principalement les méthodes de pertur-
bation et de décomposition spectrale parmi lesquelles I’expansion en chaos polynomial [5].

Le calcul de la probabilité de dominance P,,ndominance Ncessite la connaissance de la densité de
probabilité des fonctions objectifs f;(x,&). Ainsi, I’approche par décomposition spectrale par chaos po-
lynomial est préférée a 1’approche classique par perturbation.

Dans cette étude, nous supposons que les variables déterministes de conception X a optimiser sont
découplées des variables aléatoires . Ces derniéres peuvent alors étre pergues comme des perturbations
stochastiques des variables de conception X ou bien encore comme représentative d’autres types d’in-
certitudes paramétriques non décisionnelles. Cette séparation permet la mise en place d’une stratégie de
métamodeles hiérarchiques a deux niveaux.

1.3.2 1°" Niveau de métamodeéle : Développement en chaos polynomial des réponses stochastiques

A

Chaos polynomial a plusieurs variables Soit s(§) la réponse stochastique d’un systéme dont le
contenu aléatoire est donné par 1’unique variable aléatoire & € A[(0,1). Le développement exact en
chaos polynomial de la réponse stochastique s(&) est donné par :

(&) = i)v;Hx&) 3

ol, Yjen est I’ensemble des coefficients du chaos polynomial, et H; est le 7™ polyndme d’Hermite
dont les 5 premiers sont explicitement fournis ci-dessous :

Ho(%) =1

Hl@) =§;

m@=E -1, @
H3(8) = & —3E;

A

Hy(€) =& —6&2+3.
En pratique le nombre de termes du chaos polynomial est tronqué a une valeur N produisant un
développement en chaos polynomial § de degré N approchant la réponse exacte s :

A N A
5(8) = ;)v?Hi@ )

Dans le cas de M variables aléatoires E = {81, . ,&M}. On définit de la fagon suivante 1’expansion en
chaos polynomial de la réponse de degré N.

Pl . P-1 .
5(8) = ;) Yivi() =5+ ; Yivi(§) (6)



ou Yg (x) = § est la moyenne de la réponse, 'Yfe (1P (x) I’ensemble des coefficients de I’expansion

sP—11
calculés au point de ’espace de conception X, et ; est le i*™ polynéme d’Hermite multidimensionnel
dont le degré n n’excede pas N. Le nombre de termes de cette expansion en chaos polynomial est donné
par :

(N+M)!

N
k
P= CM+/<+1 = N'M'

i=0

(7

Les termes du polyndme d’Hermite multidimensionnel de degré d <N sont donnés par :
R R M
wK(&J])"'?gM) :HHKkgk (8)
i=1

Construction du métamodele stochastique de Niveau 1 par collocation Au premier niveau, la stra-
tégie consiste a construire par chaos polynomial une surface de réponse sur les réponses stochastiques
f(x,€) impliquées dans le processus d’optimisation multiobjectif. Ces dernieres sont établies aux points
de conception x courants. On fait ’hypotheése que les réponses étudiées dépendent d’un ensemble de
variables stochastiques & supposées gaussiennes dont les moyennes et écarts-types sont respectivement
notés u et 6. On considere alors la décomposition tronquée de la composante stochastique de la réponse
obtenue a un point de conception x donné :

P—1 R Pl R
f(x.€)= ;) Y ()wi(€) = F+ ; ¥ ()wi(§) )

ot & = u+ o, avec € € A((0,1)

Le calcul des coefficients de cette expansion est la pierre d’angle pour la construction de ce premier
niveau de métamodele [5].

La méthode choisie est celle de la collocation qui présente 1’avantage d’exiger des cofits de calculs
moindres et une plus grande flexibilité dans sa mise en oeuvre. Cette méthode impose un nombre Q > P
de points d’égalités @ = {&(1), . ,&Q} (appelés points de collocation) entre le modele approché f et
le modele exact f. Les coefficients du chaos polynomial sont alors calculés en résolvant le systeme
d’équation linéaire suivant au point de conception X :

f(x,EM) o) e N (W)
: = : : : (10)

2@ ) lwE@) oy @)] v

qui peut s’écrire sous forme compacte :
f(®) = ¥(0)y (11

Ce systeme d’équations peut étre résolu par décomposition en valeur singuliere de la matrice W.

1.3.3 Msétamodele a deux niveaux

Deuxieme niveau de métamodele sur les coefficients du chaos polynomial Comme il a été noté ci-
dessus, la décomposition en chaos polynomial de chacune des fonctions objectifs est a réaliser a chaque
point de conception X. Le nombre d’appels au modele exact lors des collocations successives peut dans
cette configuration s’avérer rapidement prohibitive.

Ainsi, I’établissement d’un deuxieme niveau de métamodeles sur les coefficients permet la diminu-
tion du nombre d’appels au modele. Ces métamodeles ont pour but la création d’une carte de valeurs
approchées pour chacun des coefficients du chaos polynomial I" = {Yg (X),... ,Y,C_l (x)} a partir d’un

plan d’expérience de taille ny,, sur les points de conception (Xpog = {x(l), ... ,X(”"“)}).
(1) (ndue) A d\l F(l) F(ndoe)
{x'")..x }  métamo ele {r'V, ..., } (12)



Application de la méthode des moindres carrés mobiles Toute stratégie de métamodele peut étre
appliquée. Ici la méthode choisie est celle des moindres carrés mobiles [8]. Cette méthode est une gé-
néralisation de la méthode des moindres carrés définissant un rayon d’influence r autour du point a
approximer ce qui donne un caractere local a I’approximation.

Soit x un point de I’espace de conception a approximer. Chaque coefficient Ylf ie{l,... P_]}(x) est dé-
veloppé suivant une base polynomiale p,

F(x)=p' (x)e(x) (13)

N

ou

_ 2
-px)=[1 x x* ... ]
— ¢ ’ensemble des coefficients de régression calculé pour minimiser le critére d’erreur suivant :

J(e(x)) = min Y wanllx =) [P (xa)e(x:) =% (%), =1, M- (14)
Ndoe
Les fonctions w,, sont appelées “fonctions poids”. Ce sont des fonctions décroissantes de la norme
euclidienne entre x,, et x. L’expression générale de ces fonctions est donnée par :

0.1 0,1]
IIX”—X|> (15)

X — Wn:Wref(
r

Le rayon r définit la zone d’influence locale pour chaque point x a approximer : I’approximation ?lf
n’est alors définie que dans un rayon r autour de X, i.e. ||x, — x|| < r. Plusieurs stratégies existent pour
un choix adapté de ce rayon d’influence qui doit néanmoins contenir un nombre de points suffisant pour
permettre la détermination précise des coefficients ¢ de I’approximation.

La fonction poids utilisée est une fonction de Wendland définie sur [0,r] a valeurs dans [0,1] :

Wrep (X,7) = (1—%)4(4§+1) (16)

De plus, alors que dans sa version initiale, les moindres carrés mobiles ne sont pas interpolants, des
opérations redéfinissant les valeurs des fonctions poids permettent de rendre I’approximation interpo-
lante, de maniere singuliere (comme ci-dessous) ou non :

Winit

— M (eie=10"10
1+8—W,'m't ( ) (17)

Winterpolant singulier =

1.4 Application a I’optimisation de formes de treillis plans

La mise en oeuvre des stratégies (métamodeles a 1 puis 2 niveaux) décrite ci-dessus est proposée
pour I’optimisation de forme multiobjectif d’une treillis plan en acier de construction. Les variables
de conception sont les coordonnées des noeuds 14 et 21 représentées sur la figure 1. La position des
autres noeuds est calculée en utilisant des fonctions de type “spline”. Les variables stochastiques du
probleme sont les sections des barres supérieures et inférieures dont les moyennes et les écarts-types
valent respectivement u = 90cm® et 6 = 10%yu. Les objectifs 2 minimiser sont la masse du treillis et la
fonction de compliance J (travail des forces externes 2 la structure, en notation éléments finis : J = Fg '
ou F est le vecteur des forces nodales et g le vecteur des déplacements nodaux).

Lorsque o augmente, le front de Pareto stochastique s’éloigne progressivement du front de Pareto
obtenu par optimisation multiobjectif déterministe. Les fronts obtenus a la figure 1 ont été établis par la
construction de métamodeles a deux niveaux décrite aux paragraphes précédents. Les surfaces tracées
correspondent aux métamodeles obtenus en utilisant les moindres carrés mobiles sur les coefficients de
I’expansion en chaos polynomial de la compliance.

La figure 2 montre la bonne concordance entre les fronts obtenus par la méthode de métamodeles a
deux niveaux et les fronts de Pareto de référence obtenus par la méthode de Monte Carlo.

La table 1 présente au cours du processus d’optimisation le gain réalisé en terme de nombre d’appels
au modele pour différentes stratégies d’évaluation des probabilités.
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FIGURE 1 — Exemple d’une structure solution, de métamodeles stochastiques et de fronts de Pareto
obtenus pour oy = 0,7 et oy = 0,95
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FIGURE 2 — Exemple d’une structure solution, de métamodeles stochastiques et de fronts de Pareto
obtenus pour oy = 0.95.

2 Méthodes de sélection de modeles

De récents travaux [4] ont montré ’efficacité de I’utilisation des méthodes de sélection de modeles
appliquées au chaos polynomial. En particulier I’utilisation de la méthodes LARS (Least Angle Regres-
sion Stepwise) couplée a un processus de validation croisée permet de créer efficacement et de maniere
économique un chaos polynomial creux ne contenant plus que les termes dont la corrélation avec la ré-
ponse stochastique est la plus importante et le résidu le plus faible. L’incorporation efficace des méthodes
de sélection de modele dans le cadre de I’ optimisation multiobjectif est encore en cours d’investigation.
Le potentiel de ces méthodes est néanmoins démontré sur un cas d’application mené sur I’optimisation
de forme de treillis avec prise en compte de trois variables aléatoires.

2.1 D’algorithme Least Angle Regression Stagewise appliqué au développement en chaos
polynomial

Considérons le développement en chaos polynomial de la réponse stochastique f au point de concep-
tion x [9].



TABLE 1 — Gain en terme d’appel du modele exact pour une population de N,, = 200 individus avec
I =30 itérations

Meéthode utilisée Nombre d’appels au modele Remarques
Monte Carlo Classique 10000 x N x I =6 x 10’ 10000 simulations nécessaires
pour atteindre la convergence
en moyennes et écart-types
Métamodele niveaul 30X N xI=1.8x10 30 points de collocations sont nécessaires
Métamodele niveau 1&2 200

f(x.8) = ¥ %(x)va(d)

acA

ou :

— A4 est un ensemble d’indices multiples non-vide. A titre d’exemple, A peut-&tre 1’ensemble des

indices choisis de sorte que seuls les polyndmes Yy, de degré d < N soient sélectionnés.

- é = {él Yot ,éM} les M variables aléatoires.

Considérons ensuite, les vecteurs aléatoires & = [@1,...,§M]TX M contenant 7' évaluations des va-
riables {&1 yeen ,E,M}, Y = W, Wap ] les T évaluations de chaque vecteur de la base polynomiale et
F=If (1), o f (T)]T les T évaluations correspondantes du modele. Le LARS permet de construire de

maniére séquentielle I’expansion en chaos polynomial de la fonction f en se basant sur 1’algorithme ci
dessous. A chaque étape m de I’algorithme, les éléments de la base polynomial présentant la corrélation
la plus grande avec le vecteur résidu courant R sont ajoutés. L’algorithme est le suivant :

1. Initialisation des coefficients : Yy, - - .,Ya,_, = 0, et I’on pose le vecteur résidu courant R égal aux
évaluations du mode F.

2. Le vecteur Yy, dont la valeur absolue de la corrélation avec le résidu courant est la plus grande est
sélectionné.

3. Yo, est ensuite affectée d’une valeur comprise entre 0 et la valeur de la projection du vecteur g,
sur le résidu courant, calculée par moindre carré. La valeur attribuée a W, est telle qu’alors un
autre vecteur o, montre une corrélation plus grande avec le résidu courant. Celui-ci est ajouté a
la base courante.

T . . .. . . iz . 9
4. {Ya;;Yo, } €voluent ensuite conjointement sur une direction “équiangulaire” aux vecteurs {Yq,, W, }»
jusqu’a ce qu’un autre vecteur Y, soit plus corrélé avec le résidu courant.

5. La procédure s’arréte lorsque le nombre d’étapes a atteint m = min(P, T — 1)

Chaque étape permet de rajouter un élément a la base. Un processus de validation croisée permet
ensuite de sélectionner les valeurs des coefficients qui minimisent le résidu R.

2.2 Le LARS en amont du processus d’optimisation

L’application de la méthode LARS a I’optimisation de forme d’un treillis permet de montrer le po-
tentiel d’économie réalisé en terme de nombre de termes du chaos polynomial pris en compte. Nous
avons fixé un point de conception x = {2;2} définissant les coordonnées verticales des noeuds 14 et 21
(voir figure 3). Trois groupes de variables aléatoires sont prises en compte : le premier groupe constitue
la valeur des sections de la barre supérieure, le second celui de la barre inférieure, et le troisieme celui
des barres de liaison. La fonction stochastique évaluée est la compliance. Le degré N de 1’expansion en
chaos polynomial est de 3, ce qui fournit P = 84 termes. La figure 3 montre 1’évolution de la valeur des
coefficients du chaos polynomial en fonction des étapes du LARS. L’étape a laquelle le LARS est arrété
correspond a une erreur empirique sur le modele exact de 5% pour un développement comprenant 10
coefficients non nuls sur les 84 possibles.



|

20t

— N

10001

v

=3

S
T

Valeurs des coefficients

=)

T T T T T T T T
0.1 02 03 04 0.5 0.6 0.7 08

<o

09 1
1711/ 17 s

FIGURE 3 — Evolution des coefficients issues de la sélection LARS appliquée a I’optimisation de forme
d’un treillis soumis a la variabilité de 3 groupes de sections

3 Conclusion

Les métamodeles hiérarchiques a 2 niveaux permettent de réduire de maniere importante le nombre
d’appels au modele. Ceci est particulierement 1ié a I’utilisation du chaos polynomial qui permet de
contourner les méthodes par simulations. L’ utilisation du second niveau de métamodele permet un gain
encore plus important tout en conservant un niveau de précision acceptable. Cependant, cette stratégie
n’est réellement efficace que pour des cas de faibles dimensions stochastiques, i.e. ou le nombre de co-
efficients du chaos polynomial a calculer est peu élevé. Or ce nombre augmente exponentiellement avec
I’augmentation du nombre de variables stochastiques et du degré du chaos polynomial. Ainsi pour le
traitement de cas pratiques et réalistes, 1’utilisation de méthodes de sélection de modeles pour batir un
chaos polynomial creux montrent un potentiel important. Une réflexion approfondie est en cours d’inves-
tigation pour les incorporer le plus efficacement possible dans un processus d’optimisation multicritere.
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