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Résumé— Nous proposons dans cette communication un modèle de transfert électrique dans les milieux
granulaires métalliques, en tenant en compte du couplage électromécanique. Les propriétés électriques
des différents chemins du courant électrique dépendent desefforts de contact par le biais de la théorie
de Hertz. Des simulations numériques par Eléments Discrets(ED) sur des milieux granulaires bidimen-
sionnels seront également présentées. Une comparaison qualitative des résultats numériques avec ceux
obtenus expérimentalement montre une bonne concordance.
Mots clés— Transfert électrique, Milieux granulaire, Méthode des Eléments Discrets.

1 Introduction

Dans ce travail, nous proposons d’étudier le transport électrique dans un milieu granulaire. Les ré-
sultats disponibles pour une chaîne 1D de billes métalliques oxydées soumises à une charge statique
montrent une transition de l’échantillon d’un état isolantvers un état conducteur lorsque le courant
appliqué augmente [2]. Ce phénomène, qualifié d’effet Branly est une instabilité de la conductance élec-
trique qui apparaît au niveau des contacts entre les corps. Ainsi, les caractéristiques tension-courant (U-I)
mesurées entre deux billes électrodes sont non linéaires ethystérétiques (voir fig. 1). Un milieu granu-
laire métallique soumis à un chargement mécanique et dans lequel est injecté un courant électrique, se
comporte à faible courant électrique comme un conducteur avec une résistance électrique relativement
élevée. Cela est dû à l’existence d’une couche d’oxyde sur lasurface des grains métalliques, causée par
le contact avec l’air et aussi aux dépôts d’impuretés sur lesparticules. Au fur et à mesure que le courant
électrique augmente la résistance électrique du milieu granulaire diminue. La couche d’oxyde disparaît
progressivement, jusqu’à atteindre une tension électrique stable traduisant la saturation du milieu granu-
laire. Cette tension de saturation ne dépend pas de la force appliquée mais plutôt de nombre de contact
métal-métal entre les billes. La diminution du courant électrique fait chuter la résistance du milieu granu-
laire, le comportement électrique est réversible dû à la création de micro-soudure au niveau des contacts.
Le milieu granulaire se comporte comme une seule entité.
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FIGURE 1 – Caractéristiques U-I dans une chaîne de billes [2].

L’objectif principal de cette étude est d’introduire dans un code ED [5] un modèle physique capable de
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reproduire le comportement électrique d’un milieu granulaire à faible courant. Nous nous limitons dans
cette étude au contact électrique parfait, les effets de la couche d’oxyde ne sont pas pris en compte dans
notre modèle.
Nous présenterons tout d’abord une modélisation physique du transfert électrique dans un milieu granu-
laire. Cette modélisation est basée principalement sur la loi de Kirchhoff et la loi d’Ohm. Un nouveau
modèle de conductance électrique dans une particule appartenant à un système multi-contacts sera pré-
senté. Nous proposons ensuite, une modélisation dans le casde deux billes en contact permettant de
mettre en évidence l’influence du couplage électromécanique.
Nous mettrons en œuvre une modélisation numérique par la Méthode des Eléments Discrets du transfert
électrique dans les milieux granulaires bidimensionnels sous chargement mécanique. Cette modélisation
a pour objectif de mettre en évidence l’influence d’une part,du nombre de couches de billes et d’autre
part du chargement mécanique appliqué sur les propriétés électriques globales du milieu granulaire.

2 Modélisation électromécanique dans un système multi-contacts

2.1 Modélisation mécanique

L’originalité du code MULTICOR consiste à utiliser comme solveur de contact le bipotentiel initié
par de Saxcé [10]. De plus, il utilise le concept NSCD (Non-Smooth Contact Dynamics) développé par
M. Jean et J.-J Moreau [6, 7], ce qui permet de modéliser correctement les effets dynamiques mais aussi
de travailler avec un pas de discrétisation trés grand (△t ≈ 10−3s) en comparaison avec les codes expli-
cites (△t ≈ 10−7s).
Dans le cas de notre étude, les particules sont sphériques non-déformables et non-pénétrables. En choi-
sissant comme paramètres de configurationq, les coordonnées du centre de gravité des grains et les
rotations d’Euler, les termes gyroscopiques et centrifuges sont nuls et la matrice de masse généraliséeM
du système ne dépend pas deq et est diagonale par bloc. L’équation à modéliser s’écrit donc :

Mq̈= Fext(q, q̇, t)+Rnc, (1)

où Fext représentent les efforts extérieurs explicitement connuset Rα sont les efforts intérieurs associés
aux réactions de contact à priori inconnues etnc est le nombre de contact. A chaque paire de particulesi
j candidates au contact les réaction localesF sont données par :

F = Ft +Fn.n , (2)

oùn est la normale dirigée dej versi, Ft est la force de frottement etFn est la force normal. Le cycle de
calcul est un algorithme de type "pas à pas" qui requiert la répétition d’un schéma de résolution.

2.2 Modélisation électrique

Considérons un milieu granulaireΩ de frontière∂Ω composé denp particules sphériques en contact
avecnc le nombre total de contact. On suppose que chaque contact estun nœud et chaque paire de nœuds
appartenant à la même particule forment une branche. Le réseau électrique globale est composé denc

noeuds et denb branches (voir fig. 2). En appliquant la loi de Kirchhoff traduisant la conservation de la
charge électrique en chaque noeud on obtient :

Si i⊂ ∂Ω alors ∑
j∈N i

I j = I0

sinon ∑
j∈N i

I j = 0 (3)

avec i un noeud appartenant à la frontière∂Ω, N i les branches connectées au noeudi, I j le courant
électrique traversant la branchej etI0 le courant électrique appliqué au milieu granulaireΩ. On réécrivant
l’équation (3) sous forme matricielle on obtient :

NI = I0
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FIGURE 2 – Milieu granulaireΩ avec le réseau électrique correspondant

où N ∈ R
nc×nb représente la matrice d’incidence traduisant la connectivité du milieu granulaire, elle

dépend du nombre de contacts et de branches.I et I0 sont respectivement les vecteurs courant électrique
et courant électrique imposé aux frontières∂Ω. En appliquant la loi d’Ohm entre les noeudsi et j de la
branchek on trouve :

Ik
i j =Ck

i jUi j =Ck(Vi −Vj) (4)

où Ik
i j etCk

i j désignent le courant électrique et la conductance de la branche i j appartenant à la particule
k, Ui j est la tension électrique etVi Vj sont les potentiels aux nœudsi et j respectivement. En réécrivant
l’équation (4) sous forme matricielle nous obtenons :

I = CN
TV (5)

oùV ∈R
nc le vecteur potentiel électrique,C ∈R

nb×nb la matrice de conductance (matrice diagonale) des
branches constituant le réseau électrique. En remplaçant le vecteur courant électrique dans l’équation (5)
à partir de son expression donnée par (4), nous obtenons l’équation finale à résoudre :

GV = I0 (6)

avecG= NCN
T la matrice de conductance globale qui dépend de la conductance de chaque branche et

de la connectivité du milieu granulaire (G ∈ R
nc×nc). L’équation (6) permet tout d’abord de déterminer

le potentiel en chaque noeud (contact) pour ensuite calculer le courant électrique pour chaque branche à
partir de l’équation (5).
La modélisation ainsi effectuée est basée sur les travaux deRenouf et Fillot [9], l’originalité de ce travail
réside dans le calcul de la conductance entre une paire de contact et l’existence d’un potentiel au niveau
de chaque contact. Le potentiel électrique est calculé sur chaque noeud cela permettra d’avoir plusieurs
potentiels électriques au sein d’une particule selon le nombre de point de contact sur celle-ci. Le courant
électrique dans une particule a plus de chemins possibles par rapport au modèle de Renouf et Fillot [9].
La conductanceCk

i j entre deux points de contactsi et j de la particulek est donnée par la formule
suivante :

Ck
i j =

γSiSj

2Vk (1−cosθ) (7)

oùγest la conductivité électrique du matériau,Vk est le volume de la particulek, θ est l’angle que forment
les pointsi et j avec le centre de la particule (voir fig 3(a)).Si Sj désignent les surfaces de contact aux
points de contacti et j respectivement données parSi( j) = πa2

i( j), avecai et a j les rayons de contact
calculés par la théorie de Hertz :

a=

(

3Fnre f f

4Ee f f

)
1
3

(8)

où Fn est l’effort normal de contact,re f f le rayon effectif de la paire de contact etEe f f le module de

Young effectif donné par
1

Ee f f
=

2(1−ν2)

E
, E et ν sont respectivement le module de Young et le coeffi-

cient de Poisson.
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FIGURE 3 – (a) Modélisation de la conductance électrique dans une billes entre deux points de contact,
(b) Variation de la résistance de la bille en fonction de l’angle entre les électrodes.

La conductanceCk
i j prend en compte les propriétés électriques intrinsèques dumatériau, les deux

surfaces de contact considérées comme des électrodes ainsique leurs positions. L’expression (7) est
obtenue dans un cas général sur un domaine quelconqueD de frontière∂D = Σ1 ∪ Σ2 ∪ Σ avec des
conditions aux limites type Dirichlet surΣ1 Σ2 et des conditions type Neumann surΣ. En utilisant la
loi d’Ohm reliant la densité de courant électrique au champ électrique, ainsi que la définition du courant
électrique. On obtient après calcul la conductance électrique sur un domaineD. Dans le cas d’un cylindre
de sectionSet de longueurL, dont les deux électrodes sont sur les deux surfaces du cylindre (θ= π). La

conductance se simplifie sous la forme suivanteC=
γS2

V
=

γS
L

⇒ R=
ρL
S

cela correspond à l’expression

classique de la résistance dans le cas d’un conducteur cylindrique avecρ la résistivité du matériau.
La figure 3(b) représente la variation de la résistance électrique d’une sphère en acier de rayonr =
3 mm en fonction de l’angleθ entre les deux électrodes. Les surfaces des électrodes sontsupposées
égales et correspondent à une force de 100N. On remarque que l’angle entre les électrodes a un impact
important sur la résistance électrique de la particule. Contrairement aux travaux de Renouf et Filliot [9],
la formulation de la conductance proposée dans cette étude permet de tenir compte de la variation de la
résistance au sein d’une particule appartenant à un systèmemulti-contacts.

2.3 Couplage électromécanique

Dans cette partie nous nous intéressons à l’implémentationde la modélisation électrique présentée
auparavant dans le code ED MULTICOR [3]. L’algorithme suivant résume le couplage électromécanique
implémenté dans MULTICOR :
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[
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Évaluation de réactions des contactsFnc, it+1

n

Indicateur d’erreur
Évaluation des vitesses
Construction de la matrice de conductance globaleG

Evaluation du potentiel électrique pour chaque noeud
Evaluation du courant électrique pour chaque branche

FIGURE 4 – Algorithme de couplage électromécanique.

Dans un premier temps, nous déterminons les points et les efforts de contact entre les particules à partir
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du calcul mécanique, afin de calculer les rayons et les aires de contact. Dans un second temps, l’équation
(7) permet de calculer les conductances électriques et celapour chaque branche. Enfin, nous résolvons
le système (6) pour déterminer les potentiels électriques en chaque point de contact. Les courants élec-
triques quant à eux sont déterminés d’après la loi d’Ohm (5).

3 Applications numériques

3.1 Système à deux particules

On considère, pour commencer, un milieu composé de deux billes en acier de diamètred = 4mmre-
présenté dans la figure 5(a). On applique une forceF et un courant électriqueI0 sur la paroiΓ1, les parois
Γ2 etΓ4 sont électriquement isolantes. Enfin, un potentiel nul est imposé sur la paroiΓ3. Par conséquent,
seules les conductancesC12 et C23 ne seront pas nulles. Cela revient à résoudre un système simple de
deux conductances en série. Une étude paramétrique permet de mettre en évidence l’influence de la force
appliquéeF sur le comportement électrique du milieu considéré.

1

2

3

4 5

F

I 0

6 7

V= 0

Γ

ΓΓ 1

Γ 2

 3

 4

(a) (b)

FIGURE 5 – (a) Modèle à deux billes en acier, (b) Variation de la résistance électrique en fonction de la
force appliquée en échelle logarithmique.

Les surfaces de contact aux points (1, 2 et 3) sont identiques. On en déduit que les conductancesC12

etC23 sont les mêmes :

C12 =C23 =C=
γS2

V
, S= π

(

3Fre f f

4Ee f f

)
2
3

, V =
4
3

πr3, Ceq=
2
C

oùCeq désigne la conductance équivalente du milieu. En choisissant la force comme paramètre du modèle
F ∈ [10 N,180 N], les billes en acier ont les propriétés mécaniques et électriques suivantes :E = 200
GPaν = 0.3 et 1

γ = 1.7 10−8 Ωm.
La figure 5(b) représente la variation de la résistance équivalenteReq en fonction de la force appliquée
F. La résistance équivalente diminue avec l’augmentation dela force appliquée. Cette diminution est
due à l’augmentation de la surface de contact. Les électronsauront alors plus de facilité à traverser les
points de contact et cela dans le cas d’un contact électriqueparfait (contact métal-métal). Les valeurs
de la résistance électrique obtenues sont du même ordre de grandeur que les résultats expérimentaux
obtenus sur deux billes en acier de même propriétés électriques et mécaniques. Ce résultat est classique
est permet de valider notre modèle avec d’autres travaux déjà existants dans la littérature [1][2].

3.2 Système multi-contacts

Nous nous intéressons dans cette partie à la modélisation numérique par éléments discrets du transfert
électrique dans un lit de billes tridimensionnel (voir fig 6(a)). Le lit de billes est disposé dans un cylindre
de diamètreφ= 5 cmet de hauteurh variable, permettant de contenir plusieurs couches de billes en acier
de diamètred= 2 mm(environ 400 billes par couche). Une force de compression etun courant électrique
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sont appliqués sur la surface supérieure du cylindre en contact avec le milieu granulaire métallique. La
surface latérale est électriquement isolante. L’objectifconsiste à étudier le transfert électrique dans un
milieu granulaire tridimensionnel, afin de mettre en évidence l’influence du nombre particules sur les
propriétés électriques globales. La figure 6(b) représenteun milieu granulaire bidimensionnel assimilé à
une coupe verticale effectuée sur le milieu granulaire (voir fig. 6(a)). Par conséquent, les simulations par
éléments discrets seront mises en oeuvre en 2D, chaque couche de billes sera composée de 20 billes.

Source de
Milieu
granulaire

F

Coupe
verticale

courant

(a) (b)

FIGURE 6 – Schéma descriptif du protocole expérimental et milieu granulaire bidimensionnel correspon-
dant (coupe verticale).

Considérons un milieu granulaire bidimensionnel composé de 500 particules en acier1 de diamètred= 2
mm. On applique un courant électriqueI0 = 10−2 et une force de compressionF = 100 N sur la paroi
Γ1. Les points de contact appartenant aux particules qui sont en contact avec la paroiΓ2 ont un potentiel
électrique nulV = 0. Les parois verticalesΓ2 et Γ3 sont électriquement isolantes. Les résultats numé-
riques obtenus sont présentés dans la figure 7.

(a) Chaines de force (b) Intensité du courant électrique (c) Potentiel électrique

FIGURE 7 – Résultats numériques obtenus sur un milieu granulaire 2DavecF = 100N et I0 = 10−2 A.

La figure 7(a) illustre les chaines de force entre particulesau sein du milieu granulaire considéré. La dis-
tribution des efforts conditionne d’une manière directe les chemins et les intensités du courant électrique

1. Les propriétés électriques et mécaniques sont identiques à celles utilisées dans la section (3.1).
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(voir fig. 7(b)). La conductance électrique dépend de la surface de contact donc de l’effort de contact, ce
qui explique l’analogie entre la distribution des efforts et celle du courant électrique. La figure 7(c) repré-
sente la distribution du potentiel électrique dans le milieu granulaire, le valeur affectée à chaque particule
est la moyenne arithmétique des potentiels électriques calculés en chaque noeud (point de contact).
SoitNc le nombre de couche avecNc ∈ [5,40] variant par pas de 5. Pour chaqueNc on fait varier la force
appliquéeF de 10 à 180N et on calcule la résistance électrique équivalenteReq correspondante du milieu
granulaire considéré. Le courant électriqueI0 imposé sur la paroi supérieure est fixé à 0.01 A.
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FIGURE 8 – Variation deReq en fonction deF en échelle logarithmique pour plusieurs couches de billes.

La figure 8 représente la variation de la résistance équivalente du milieu granulaire bidimensionnel en
fonction de la force appliquée en échelle logarithmique. Onremarque le même comportement de la résis-
tance en fonction de la force, présenté précédemment (cas dedeux billes en contact). Une augmentation
de la force fait chuter la résistance électrique du milieu. Cela est dû d’une part à l’augmentation du
nombre de points de contact, le courant électrique a donc plus de chemin à faire pour traverser le milieu
granulaire. D’autre part, une force relativement élevée fait croître les surfaces de contact, par conséquent,
la résistance globale du milieu diminue d’une manière significative. On remarque aussi que le nombre
de coucheNc a une influence sur la résistance électrique équivalente. Celle-ci augmente avec l’augmen-
tation du nombre de couche (nombre de billes). Pour différentes valeurs deNc les courbes de la figure 8
sont parallèles, la pente est égale à−4/3. D’après les équations (7) et (8), on peut déduire queC ∝ a4 et
a ∝ F1/3 doncC ∝ F4/3. Ce dernier résultat n’est valable que dans le cas d’un contact électrique parfait
aucun phénomène de surface n’est pris en compte au niveau du contact (couche d’oxyde, effet tunnel,
micro-pont,...).
La figure 9 compare les résultats expérimentaux et numériques obtenus dans le cas de 5 couches de billes
(2000 en 3D et 100 en 2D). On obtient la même variation de la résistance électrique en fonction de la
force que dans le cas expérimental. La résistance électrique diminue d’autant que la force augmente. Les
deux courbes montrent un écart important pour des faibles forces par exemple pour une forceF = 40
N l’écart entre expérience est simulation est de l’ordre de 700 Ω et de quelques Ohm, pour des forces
relativement élevéesF > 300N.

La diminution de l’écart entre les résultats expérimentauxet numériques est due principalement à la des-
truction de la couche d’oxyde existante sur la surface des billes, sous effet de l’augmentation de la force
de compression. Pour un chargement mécanique élevé, les résultats numériques ne prenant en compte
que le contact métal-métal, sont en bonne concordance avec les résultats expérimentaux.
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FIGURE 9 – Variation deReq en fonction deF en échelle logarithmique pour 5 couches de billes.

4 Conclusion

Cette étude a permis d’intégrer le transfert électrique dans le code MULTICOR. Un nouveau modèle
de conductance électrique a été présenté, la modélisation électrique développée détermine le potentiel
électrique dans les points de contact. Ce modèle permet d’obtenir des résistances électriques équiva-
lentes, correspondant à des milieux granulaires en 2D du même ordre de grandeur que les valeurs ex-
périmentales. Cela dans le cas d’un contact parfait. Un écart important est observé entre les résultats
numériques et expérimentaux à faible force de compression,dû a des effets de surface qui ne sont pas
pris en compte dans le modèle numérique élaboré. Cet écart diminue pour des forces relativement im-
portantes et les résultats numériques sont en bon accord avec les valeurs mesurées.
Cette démarche ouvre la voie à une modélisation numérique plus fine du transfert électrique dans les
milieux granulaires. D’une part, en intégrant les effets desurface (couche d’oxyde, effet tunnel, création
de micro-pont...), et d’autre part, en couplant les effets électriques et thermiques. Ces derniers seront pris
en compte en utilisant le couplage thermo-mécanique implémenté dans le code MULTICOR [8].

Références

[1] M. Creyssels., S. Dorbolo, A. Merlen, C. Laroche, B. Casting, and E. Falcon.Some aspects of electrical
conduction in granular system of various dimension, The European Physical Journal E., 23, 255-264, 2007

[2] E. Falcon, B. Castaing, M. Ceyssels.Nonlinear electrical conductivity in a 1D granular medium, The European
Physical Journal B., 38, 475-483, 2004.

[3] J. Fortin, G. de Saxcé.Modélisation numérique des milieux granulaires par l’approche du bi-potentiel, C. R.
Acad. Sci., 327, série IIb, pp. 721-724, 1999.

[4] R. Holm.Electric Contact : Theory and Application, Springer Verlag, 2000.

[5] I. Sanni, E. Bellenger, J. Fortin, P. Coorevits.A reliable algorithm to solve 3D frictional multi-contact pro-
blems : application to granular media, Journal of computational and applied mathematics., 234, 1161-1171,
2010.

[6] M. Jean.The non-smooth contact dynamics method, Computer Methods in Applied Mechanics and Enginee-
ring., 177, 235-257, 1999.

[7] J.-J. Moreau.Some numerical methods in multibody dynamics : applicationto granular materials, Eur.J.
Mech., A/Solids., 13, 93-114, 1994.

[8] V.D. Nguyen, C. Cogné, J. Fortin, M. Guessasma, E. Bellenger. Discrete modelling of granular flow with
thermal transfer : application to the discharge of silos, Applied Thermal Engineering., 29, 1846-1853, 2009

[9] M. Renouf, N. Fillot. Coupling Electrical and Mechanical Effects in Discrete Element Simulations, Int. J.
Numer. Meth. Engng., 74, 238-254, 2008.

[10] G. de Saxcé and Z.-Q. Feng.The bipotentiel method : a constructive approach to design the complete contact
law with friction and improved numerical algorithms, Math. Comput. Modelling., 28, 225-245, 1998.

8


