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Résumé — L’application d’un chargement rapide provoque 1’apparition d’oscillations des grandeurs
mécaniques mesurées. En simulation numérique, le schéma des différences finies centrées peut étre rem-
placé par un schéma amortissant comme celui proposé par Tchamwa et Wielgosz. Un nouvel essai de
bulge test dynamique, réalisé aux barres de Hopkinson, est présenté et illustre les stratégies qui peuvent
&tre mises en place pour ne pas subordonner la qualité des mesures aux oscillations parasites engendrées
par la trop rapide évolution du chargement.

Mots clés — schéma explicite, bulge test, barres de Hopkinson.

1 Instruction

L’ étude du comportement des structures et des matériaux aux hautes vitesses de déformation, le com-

portement dynamique également dénommé comportement sous sollicitation rapide, est celui de I’étude
des impacts, du crash de structures, de la mise en forme rapide, de I’usinage... Un sollicitation mécanique
est qualifiée de rapide des lors que ses temps caractéristiques d’évolution sont de 1’ordre de grandeur des
temps de propagation des ondes dans la structure soumise au chargement. Cette définition fixe d’emblée
un lien fort entre phénomenes de propagation et sollicitation rapide.
Pour des structures métalliques en acier ou en aluminium, ces temps de propagation sont //+/E /p, sous
I’hypothese d’un milieu 1D élastique de module d’Young E et de masse volumique p. Dans le cas d’un
échantillon, de taille caractéristique 10~ !, il apparait que la période d’échantillonnage des acquisitions
est nécessairement de 1’ordre de la us pour €tre 2 méme de mesurer sa réponse transitoire, et la fréquence
excitée par la propagation de I’ordre de 25kHz. Cette fréquence rend impossible I’ utilisation des cellules
de force classiques dont la fréquence de résonance est généralement située entre 10 et 100kHz. Dans le
cas de structures, le temps de propagation ne semble pas limitant, mais le temps caractéristique d’évo-
lution du chargement pourra lui étre tres inférieur. L'étude de la réponse de structures métalliques sous
sollicitations rapide nécessitera donc des temps d’échantillonnage de 1’ordre de la us et une discrétisation
spatiale 2 méme de décrire des gradients forts sur des distances caractéristiques de I’ordre de 10~ 2m.

2 Schéma d’intégration temporelle explicite

Au niveau numérique, ces considérations conduisent le plus souvent a choisir un schéma d’intégra-
tion temporelle explicite, celui des différences finies centrée CFD (eq.1, [2]), associé a une discrétisation
par éléments finis.
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L apparition de hautes fréquences parasites, dont les conditions d’apparitions ne sont pas clairement
établies, dans les signaux calculés conduit & ajouter une viscosité numérique a 1’équation d’équilibre de
maniere a atténuer les effets de ces oscillations parasites. Basée sur les travaux de Von Neuman [5] et al.
et Landshoff [4], cette méthode consiste A ajouter une pression numérique ¢°¥ (eq.3) fonction linéaire et
quadratique de la trace du taux de déformation D, avec Cy et C; des constantes, ¢ la célérité des ondes
sonores, P la masse volumique et L, une longueu?caractéristique de I’élément.

¢" = pL.[CoL. (rD)* — Cy ¢ (tr D) (3)

Cette méthode approuvée dans le milieu industriel est utilisée par défaut par de nombreux codes de
calculs. Elle connait toutefois des limites d’utilisation lorsque le champ de déformation est isochore,
notamment dans les cas de torsion ; et son efficacité amortissante est fonction des parametres employés
pour décrire le matériau. Ainsi d’autres auteurs ont proposé des schémas d’intégration temporelle ex-
plicite amortissants comme Newmark, Zhai, Chung-Lee, Hulbert-Chung et plus récemment Tchamwa-
Wielgosz [6].

Nous proposons dans cet exposé d’illustrer I’ apparition des oscillations parasites et de présenter les carac-
téristiques essentielles du schéma d’intégration temporelle explicite amortissant proposé par Tchamwa
et Wielgosz [6] dans le cas de chargements impulsionnels.

2.1 Schéma amortissant de Tchamwa et Wielgosz, TW

L’efficacité amortissante de ce schéma est pilotée par ’'unique parametre @, et son écriture au pas de
temps n, pour un pas de temps At, tel que r = nAt, avec g le degré de liberté en déplacement conduit a :

dn+1 = 4n+Atqn
n+1 = Qn+AIQn+(P(At)2qn

En dehors de tout amortissement physique, avec ¢ > 1, le pas de temps critique Af, de stabilité pour
une pulsation propre du systeme o est telle que :
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Les valeurs usuelles de ¢ évoluent dans le domaine [1;1, 1] ; ce qui conduit & une faible réduction, eq.5,
du pas de temps critique en regard de celui imposé par I’utilisation des différences finies centrée, AtFP,

Dans le but de comparer les schémas CFD et TW pour un avancement d’un unique pas de temps, la
position ¢, | peut étre exprimée en fonction des termes g, g, €t Gp, i.e., en fonction des position, vitesse
et accélération au pas de temps n. Pour une position g, et une accélération g, données, les deux schémas
ne différent que par les expressions des vitesses, calculées aux demi pas de temps dans le cas CFD et aux
pas de temps dans le cas TW. Pour obtenir une égalité des schémas aux pas de temps antérieurs au pas
n-+1, on peut considérer les vitesses ¢," et ¢ ; du schéma TW comme identiques aux vitesses g, 1et

q,_ 1 du schéma CFD. Nous obtenons ainsi :

W . Ar
qn = dp-1 =dn _EQn 6)
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Une expression similaire de la position au pas de temps n + 1, notée qZYH’ peut étre obtenue par un
développement de Taylor a I’ordre 2 de la position au pas de temps n+ 1 en considérant une expression
décentrée selon le paramétre { de la vitesse ¢,,,¢ entre les pas de temps (1 — 1) et (n+1). En exprimant
q,_ 1et Gy 1en fonction de ¢, et gy, eq.2, nous obtenons :

dnvg = (1=8)q,_1 +8q,p1
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L’examen des équations eq. 6 and 7 met en évidence certaines caractéristiques du schéma de TW que

nous listons maintenant :

— lorsque le parametre de contrdle du schéma de TW est égal a un, ¢ = 1, les déplacements calculés
sur un pas de temps selon les schémas de TW et CD sont identiques, et si I’équation d’équilibre
ne dépend pas de ¢, c’est a dire en 1’absence de viscosité, alors, par récurrence, les deux schémas
sont équivalents ;

— lorsque le parametre de contrdle du schéma de TW est supérieur a un, ¢ > 1, le schéma de TW n’est
plus d’ordre de précision 2 par rapport a un développement de Taylor en temps car I’expression

de la position ¢!} est perturbée de la quantité (¢ — 1)(Ar)?g,. Cette expression montre également
que I’amortissement du schéma de TW sera dépendant de la taille du pas de temps de calcul At
comme nous 1’avons montré précédemment [6] ;

— le déplacement (@ — 1)(At)?¢ introduit une force interne K(¢ — 1)(At)?§, dans 1’équation d’équi-
libre. Dans le cas d’un déplacement g oscillatoire périodique, le déplacement (¢ — 1)(At)?§ sera
de signe opposé au déplacement g,,. L’utilisation du schéma de TW conduit donc a une expression
de la force interne généralisée diminuée de la quantité K(¢ — 1)(At)?¢,, ce qui entraine 1’effet
amortissant du schéma dans ce cas;

— le schéma de TW peut étre assimilé a un schéma d’intégration temporelle utilisant une expression
décentrée de la vitesse au pas de temps n par rapport aux vitesses exprimées aux demi-pas de
temps : g, ¢ = (1 — C)c}n_% +§qn+%. On a alors ¢ = {+ 1, et comme @ > 1, { > 1 et le schéma
est décentré a droite.

3 Exemple numérique

3.1 Oscillations parasites

En I’absence d’une définition des oscillations parasites, il est nécessaire de préciser leur origine
dans un cas unidimensionnel dont les solutions théoriques peuvent étre déterminées. On considere un
cylindre discrétisé en 100 éléments linéaires de longueur L, = 2mm et de section droite S = 10mm?>. Les
caractéristiques du matériaux sont proches de celles d’un acier, de module d’Young E = 210GPa et de
masse volumique p = 8000kg.m 3. L extrémité droite est fixe, tandis que I’extrémité gauche, d’abscisse
nulle, est soumise a un chargement impulsionnel, en vitesse nodale initiale ou selon un créneau de force,
appliqué du pas de temps 1 au pas de temps 49.

3.2 Solutions théoriques

Plusieurs solutions théoriques existent pour un probleme de compression élastique 1D en dynamique.
La solution théorique continue ne dépend d’aucune discrétisation spatiale ou temporelle, et correspond
dans ce cas a un simple transport temporel du chargement. La solution théorique discréte qui est pré-
sentée s’appuie sur la détermination de la solution théorique de I’équation différentielle temporelle du
probleme géométrique discrétisé.

3.2.1 Solution théorique du systeme discrétisé

Géradin [2] propose de calculer une solution analytique dans le cas d’oscillations libres résultant
de conditions initiales non homogenes et sans sollicitation extérieure. Le mouvement est défini par le
systeme :

MG+Kq=0 )
q90)=qy . q(0)=qy donnés
En effectuant le changement de coordonnées :
q(r) = ) x(Ms(1) =Xn(r) ©)

s=1

ou n est le nombre de modes propres de la structure discrétisée, X est la matrice des modes propres
normés par rapport a M et 1 est le vecteur des coordonnées normales avec :



X=[x1Xm] e @) =Ma Mw)

Géradin [2] propose la solution par superposition modale en déplacement suivante :

i (01 cos(@yt) + By sin(oyt)) X(y) (10)

avec M et K définies positives et oll w; est la pulsation propre du s*™ mode propre, o et B, sont les
coefficients de la décomposition en modes propres de et ¢, respectivement et valent :
x! \Mq, x! \Mq,

o — 1) et Po= )

Ms Us Wy
ou les masses généralisées u; sont calculées grice a X(, )MX( ) = Ms. Lorsque le chargement consiste

en une vitesse initiale go = 1000m.s~! appliquée au noeud situé a I’extrémité libre de la barre, le dé-
placement du noeud situé a 98mm de 1’extrémité libre est fortement oscillant comme le montre la Fig.1.
Pour un chargement équivalent, la solution théorique du systeme continu serait une succession de cré-
neaux d’amplitude 0, 2mm. La solution théorique discrete apparait ici comme perturbée, par rapport a la
solution théorique continue, par un ensemble de hautes fréquences dont 1’origine peut &tre attribuée a la
discrétisation spatiale et qui sont communément qualifiées “d’oscillations parasites”.
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FIGURE 1 — (a) Solutions théoriques discrétisée et continue, barre discrétisée en 100 éléments, déplacement du
noeud situé 2 98mm de 1’extrémité libre de la barre. (b) Amplitude B; en [mm] de chaque fréquence propre f; de la
barre discrétisée en 10, 100 et 200 éléments, échelles logarithmiques.

3.3 Effet de la densité du maillage

La barre est maintenant discrétisée avec différents nombres d’éléments. La Fig.1 présente 1I’ampli-
tude B, de chaque fréquence propre f; = % de cette barre discrétisée par 10, 100 et 200 éléments. Le
résultat est un spectre d’un nombre fini de fréquences propres, égal au nombre de degrés de liberté de
la barre. Les couples (By ; f;) s’alignent pour chaque discrétisation sur une méme droite décroissante de
pente —1. Raffiner la discrétisation entraine un spectre plus fourni en hautes fréquences ; et chercher a
atteindre la solution théorique continue en obtenant un spectre composée d’une infinité de fréquences
propres nécessite de faire tendre le nombre d’éléments vers I’infini [2]. Finalement, I’utilisation d’un
nombre limité d’éléments dans la discrétisation spatiale entraine un nombre limité de fréquences pour
représenter le phénomene de propagation d’ondes. L’origine des oscillations parasites dans la solution
théorique discrete peut alors étre interprétée au niveau fréquentiel comme (i) un manque de fréquences
pour représenter le phénomene de propagation d’onde plutdt que 1’apparition de fréquences parasites
nouvelles comme le laisse supposer I’appellation “oscillation parasite” ; (ii) une lacune de I’interpolation
spatiale utilisée a représenter un large spectre fréquentiel.



3.4 Solution par éléments finis

Une résolution par éléments finis du probleme précédent est mise en place avec une discrétisation
temporelle de type différences finies centrées, une matrice masse diagonale et dans le cas d’un charge-
ment de type vitesse nodale initiale. Le pas de temps critique At, = % estde I’ordre de 3,9- 1075 et nous
appliquons deux pas de temps différents, i.e. At = 90% At, puis At = 1% At,. Les résultats numériques
en déplacement sont comparés a la solution théorique discrete sur la Fig.2. On constate la présence d’os-
cillations parasites pour la solution théorique discrete et la solution par éléments finis (FEM). Lorsque
le pas de temps est réduit a 1%At¢,, I’erreur engendrée par le schéma d’intégration temporelle diminue et
le signal de la solution FEM devient comparable a celui de la solution théorique discréte.
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FIGURE 2 — Comparaison de la solution théorique discrétisée aux résultats numériques.

Cet exemple permet également de comparer 1’ordre de grandeur des erreurs dues respectivement a
I’intégration spatiale (le déplacement est ici sur-estimé de pres de 25% dans les oscillations parasites)
alors que I’erreur temporelle ne semble produire qu’un 1éger déphasage des oscillations parasites.

3.5 Solution par éléments finis avec amortissement

Le probléme uni-dimensionnel précédent est repris avec un chargement de type créneau de force.
Dans le but d’isoler les calculs des effets de la taille du pas de temps, le méme ratio global rx, = AATIC =90%
est appliqué a chaque calcul. Nous définissons également un pas de temps critique individuel (i.e. pour
chaque élément de longueur L;) At = % et un ratio individuel r, = XATE.'

Les valeurs par défaut proposées par les codes de calcul industriels sont adoptées pour les parametres
de Bulk Viscosity, i.e. Cy = 1,44 et C; = 0,06. Pour obtenir un amortissement du méme ordre de gran-
deur, quantifié par la perte d’énergie mécanique, le parametre de pilotage du schéma de TW est ajusté a
la valeur @ = 1,0332.

Comme cela est visible Fig.3, les deux méthodes amortissent rapidement les oscillations parasites

visibles sur la réponse non amortie référencée “No Damping”.

3.5.1 Effet d’un raffinement du maillage

L’amortissement obtenu avec chaque méthode est étudié pour des maillages homogenes composés de
100 et 1000 éléments. Dans ce cas, les pas de temps critiques individuel et global sont identiques At} =
At., ainsi que les ratios de pas de temps rit = rar. L’énergie mécanique résiduelle est affichée Fig.5(a)
en fonction du temps et du nombre de pas de temps de calcul, ou pour simplifier, seuls les résultats
obtenus avec le schéma TW sont affichés puisqu’ils coincident avec ceux obtenus avec la méthode du
BV. Lorsqu’il est affiché en fonction du temps, I’amortissement obtenu avec le schéma TW (et BV) est
dépendant de la taille des éléments utilisée dans le maillage, et par exemple 80% de I’énergie initialement
introduite est encore présente aprés un temps de propagation de 7.56 - 1035 et 8.56 - 10~*s avec les
maillages composés respectivement de 1000 et 100 éléments. Par contre, ces deux temps correspondent
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FIGURE 3 — Comparaison des deux méthodes d’amortissement BV et TW. Contrainte en fonction du temps a
I’abscisse 133mm.

a un méme nombre de pas de temps de calcul (2120Ar) et I’amortissement obtenu avec le schéma TW (et
BV) sous chargement impulsionnel se montre indépendant de la taille de maille d’un maillage homogene
lorsqu’il est exprimé en fonction du nombre de pas de temps comme cela est montré Fig.5(a).

3.5.2 Effet de I’irrégularité du maillage

Pour obtenir un maillage irrégulier a partir du maillage régulier, un positionnement aléatoire est
appliqué pour tous les noeuds compris entre les deux extrémités de la barre selon :

L
xnew:xold“‘ali(l_aZ) (11)

ol Xy, est la nouvelle coordonnée du noeud et x,;; la coordonnée du méme noeud dans le maillage
régulier. Le parametre o € [0, 1], choisi pour un maillage donné, définit I’amplitude maximale du dé-
placement et o, € [0,2] est un nombre aléatoire, tiré pour chaque noeud. Une portion du maillage de
200mm est représentée Fig.4, la longueur du plus petit élément est 0,33mm et celle du plus grand élé-
ment 3,81mm, ce qui conduit A une taille de pas de temps critique de 0.65-10~"s pour le maillage
inhomogene, alors qu’elle était de 3.91- 10~ dans le cas du maillage homogene précédent.
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FIGURE 4 — Vue des positions des noeuds d’une partie des maillages homogenes et inhomogenes 1D.

Comme précédemment, 1’évolution temporelle de 1’énergie mécanique est tracée soit en fonction du
temps soit en fonction du nombre de pas de temps de calcul pour le schéma de TW Fig. 5(b). Dans ce der-
nier cas, nous constatons une baisse de I’efficacité amortissante lorsque le maillage passe d’homogene a
inhomogene, avec par exemple, 65% de 1’énergie initiale encore présente apres une propagation calculée
sur respectivement 6860Af et 7450A¢ avec les maillages homogene et inhomogene. Comme nous I’avons
montré, I’amortissement du schéma TW est relié au ratio des pas de temps ra; par I’expression (At)2g,
proportionnelle & (ra;)2g, pour un déplacement ¢ oscillatoire périodique. Dans le cas d’un maillage in-
homogene, le ratio individuel est plus petit que le ratio global r, < ra,, ce qui entraine une baisse de
I’efficacité amortissante du schéma de TW.

Dans le cas de I'utilisation de la méthode BV, I’amortissement est d’autant plus fort que le maillage
est irrégulier. Ce résultat est visible Fig.6 ou les résultats référencés homogeneous et mesh2 corres-
pondent respectivement aux deux cas précédents homogene et inhomogene, et le cas meshl est un
maillage inhomogene intermédiaire faiblement irrégulier avec une taille de maille comprise entre 1,62mm
et 2,34mm.
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FIGURE 5 — Evolution de I’énergie mécanique pour différents maillages 1D avec le schéma de TW.
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FIGURE 6 — Evolution de I’énergie mécanique pour différents maillages 1D avec la méthode BV.

3.6 Bilan

Dans le cas de maillages 1D homogenes, les deux méthodes étudiées sont efficaces et amortissent
rapidement les oscillations parasite. Il est possible de régler I’amortissement en agissant sur la valeur du
parametre d’amortissement de chaque méthode, C; pour le BV et @ pour le schéma de de TW.

Pour le chargement de type "créneau de force" utilisé, I’amortissement obtenu avec chaque méthode
est indépendant du nombre d’éléments si on considere I’amortissement en fonction du nombre de pas de
temps. Cependant, exprimé en fonction du temps, I’amortissement des deux méthodes augmente avec la
finesse du maillage.

Dans le cas de maillages 1D non-homogenes mais avec le méme nombre d’éléments, on montre que
le schéma TW dissipe la méme quantité d’énergie a chaque pas de temps quel que soit le maillage utilisé.
La méthode BV dissipe d’autant plus d’énergie a chaque pas de temps que le maillage est irrégulier.

Ce bilan permet de mieux définir les cas pour lesquels le schéma TW semble le plus adapté, i.e. les
cas de chargement impulsionnel, ou il peut étre utilis€é comme une méthode numérique systématique a
méme de limiter 1’apparition et la propagation de fréquences parasites.

4 Essai de bulge test rapide

Sur un plan expérimental, I’exploitation de la propagation d’une unique onde élastique le long d’une
barre élancée permet dans le montage des barres dites de Hopkinson de se prémunir de 1’utilisation
de capteurs de force et de déplacement. Mais son exploitation directe demeure limitée a I’emploi de
géométries d’échantillons trés simples comme des pions cylindriques de compression. Par ailleurs, les
sollicitations rencontrées en mise en forme ou au cours de crash sont souvent multiaxiales et s’appliquent
a des structures fines, alors qu’aucun essais rapide classique ne permet ce type de sollicitation. En 2008,
Grolleau et al. [3] ont proposé un montage de bulge test rapide présenté Figure 7 intégré au sein d’un jeu



de barres viscoélastiques de Hopkinson permettant une sollicitation en expansion biaxiale de tdles fines
jusqu’a des vitesses de déformation équivalentes de 800s~!. L’exploitation de ces essais recourt 2 une
identification paramétrique du comportement de la tdle via une simulation numérique de 1’essai.

Cylinder (blank holder) Die ring

Output bar

Input bar (piston)

|Stricker ” Input Bar = -+:| == Output Bar |
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FIGURE 7 — Essai de bulge test rapide. La cellule est placée entre la barre d’entrée et la barre de sortie
d’un banc de compression de Hopkinson.

Dans le cas des essais aux barres de Hopkinson, I’essai est le fruit d’une interaction entre les barres et
le montage engendrée par I’arrivée de 1I’onde incidente, elle-méme issue du choc entre le projectile et la
barre d’entrée [7]. Faut-il dans ce cas simuler le choc initial, ou bien utiliser comme chargement 1’onde
incidente mesurée, ou bien encore le déplacement ou la force en bout de barre ? Simuler le choc initial
ou bien appliquer 1’onde incidente mesurée nécessiterait une simulation tres lourde de I’ensemble de la
barre d’entrée avec une loi de comportement visco-€lastique. De plus, les oscillations parasites générées
au cours de ce calcul perturberaient 1’identification, alors que le transport des ondes dans un cylindre
visco-élastique peut étre résolu séparément par une méthode semi-analytique [1]. Nous avons donc choisi
d’utiliser les ondes transportées en bout de barre comme parametre d’entrée de la simulation numérique,
et de limiter I’utilisation de méthodes amortissantes. Le chargement utilisé dans la simulation peut alors
étre de deux formes : (1) I’onde incidente mesurée transportée en bout de barre d’entrée et appliquée a une
modélisation élastique de la barre avec un coefficient de poisson nul pour éliminer tout effet de dispersion
géométrique déja pris en compte ; (ii) le déplacement mesuré en bout de barre d’entrée appliqué a I’eau.
Ces deux chargements se sont montrés équivalents vis-a-vis de I’identification des parametres.
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