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Résumé— Ce travail s’intéresse à la simulation numérique du crissement des freins à disque dans le
domaine ferroviaire. Le modèle retenu considère une déstabilisation du système par couplage de modes
induite par le frottement entre le disque et les garnitures.Compte tenu des temps de calculs nécessaires
pour obtenir une solution dans le domaine temporel, la mise en place de technique de réduction est
impérative. L’influence de la réduction sur les réponses vibratoires non-linéaires obtenues est étudiée sur
un modèle éléments finis simplifié d’un frein TGV.
Mots clés— crissement, contact, frottement, instabilité.

1 Introduction

Le crissement des freins à disque est un phénomène complexe qui préoccupe de plus en plus les in-
dustriels tant dans l’automobile que le ferroviaire ou encore l’aéronautique. Ce phénomène a fait l’objet
de nombreuses études, plus particulièrement dans les domaines automobiles [5, 3, 4] et aéronautiques
[2] et n’a n’a été abordé que récemment l’objet d’études dansle domaine ferroviaire [9]. Le bruit de
crissement est lié au frottement et peut être expliqué par deux types d’approches principales. La pre-
mière se fonde sur des aspects tribologiques tels que des variations de coefficients de frottement [13]. La
deuxième considère une déstabilisation de la structure parle couplage de modes induit par le frottement
[14, 6]. C’est cette seconde explication qui est retenue dans cette étude. La description du contact frottant
se limitera donc au contact Signorini-Coulomb à coefficientconstant.

Afin de réduire les coûts de calculs liés à la simulation temporelle en dynamique non-linéaire, le
calcul sur base réduite de la solution sera étudié. En particulier, cette étude s’intéresse à montrer les
effets d’une telle réduction sur le comportement non-linéaire du système. Dans un travail précédent [8],
Lorang a montré qu’une solution temporelle d’un système de frein TGV simplifié était convenablement
représentée a posteriori par projection sur la base des modes complexes issus de l’étude de stabilité du
système. Ces modes seront donc utilisés pour la réduction dusystème. Dans ce travail, le comportement
d’un modèle de frein TGV simplifié est étudié. Dans un premiertemps, une étude de stabilité sur ce sys-
tème est menée, puis la réponse temporelle est calculée avecet sans réduction. L’impact de la réduction
sur le calcul de la solution de systèmes déstabilisés par le frottement est mis en évidence. Cet article est
divisé en deux parties. La première expose les choix de modélisation du contact et les algorithmes de
résolution utilisés, la seconde présente le modèle de freinsimplifié utilisé et les résultats concernant la
réduction pour le calcul de sa réponse temporelle.

2 Modélisation du problème

2.1 Traitement du contact

On considère un milieu élastique compris dans un domaineΩ de frontière∂Ω admettant la partition
{∂Ω f ,∂Ωu,Sc}, où ∂Ω f est la partie sur laquelle un effort surfaciquefs est appliqué,∂Ωu celle soumise
à un déplacement imposéud et Sc une interface de contact frottant potentiel. Un jeu à l’interface de
contactg0 est pris en compte, ainsi qu’une vitesse de glissement Eulériennevg. Dans le cas du contact
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entre deux milieux déformables, les champs à l’interface désignent les champs relatifs. La dynamique
du milieu peut être décrite par l’équation (1) oùA et B sont respectivement les tenseurs de contraintes
élastiques et visqueuses du matériau et oùr est la réaction de contact.
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trouveru ∈ U et r tels que∀u̇⋆ ∈ U0

∫
Ω

ρu̇⋆üdΩ+

∫
Ω
ε̇
⋆ (B ε̇+Aε)dΩ =

∫
∂Ω f

u̇⋆ · fsdS+
∫

Ω
u̇⋆ · fvdΩ

+
∫

Sc

u̇⋆ · rdS

(u̇, r) vérifiant les conditions de frottement surSc

(u, r) vérifiant le contact unilatéral surSc

U = {u,u = ud on ∂Ωu}
U0 = {u,u = 0 on∂Ωu}

ε etε⋆ sont les gradients symétriques deu etu⋆

(1)

Si la vitesse de glissement n’est pas une translation rectiligne uniforme, des termes convectifs appa-
raissent dans cette équation. Ici, le choix est fait de les négliger.

En décomposant un champx sous la formex = xnn+Πtx, avecn le vecteur normal à la surface de
contact etΠt l’opérateur de projection dans le plan tangent au contact, la modélisation du contact frottant
à partir des lois de Signorini et de Coulomb peut se mettre sous la forme donnée par les équations (2,3),
oùKµ est le cône de Coulomb.

rn = projR− (rn−ρu
n(un−g)) ,∀ρu

n > 0 (2)

r t = Πt projKµ
(r −ρt (u̇−vg)) ,∀ρt > 0 (3)

Les paramètresρu
n et ρt sont appelés paramètres d’augmentation.

La discrétisation du problème par éléments finis en utilisant des éléments linéaires sur la zone de
contact permet de vérifier le contact en vérifiant (2,3) en chaque nœud. Le problème à résoudre est alors
donnée par :

{

[M]
{

Ü
}

+[C]
{

U̇
}

+[K]{U}= {F}+{RC}
(

{U} ,
{

U̇
}

,{RC}
)

vérifiant (2) et (3) à chaque nœud
(4)

où [M], [K], et [C] sont les matrices de masse, raideur et amortissement du système,{F} et{RC} sont
les vecteurs force généralisée correspondant à l’effort extérieurfs et à la réaction de contactr .

Pour la résolution du problème de dynamique, un schéma d’intégration du premier ordre du type
θ−méthode avec un pas de tempsτ est choisi pour ne pas avoir à traiter des accélérations potentiellement
non définies aux instants de choc. On notera{FMTD} l’effort issu du schéma d’intégration comprenant la
participation de l’effort extérieur et des termes d’inertie et[J] la matrice de l’intégrateur. Les réactions de
contact sont traitées comme des impulsions dont l’intégrale sur le pas de temps est donnée par la valeur
à la fin de l’intervalle multipliée par la duréeτ.

Ainsi le problème à résoudre pour passer du pas de tempsi au pasi +1 est :
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



















[J]
{

U̇
}i+1

= {FMTD}i+1+{RC}i+1

[J] =
[M]

τ
+θ([C]+ τθ [K])

{FMTD}i+1 =
(

θ{F}i+1+(1−θ){F}i
)

+([M]− τ(1−θ) [C]+ τθ [K])

{

U̇
}i

τ
− [K]{U}i

(5)

Les lois de contact formulées en terme de projection permettent de définir un algorithme de résolution
de type point fixe :

2



r = f (r ,ρu
n,ρt) (6)

où la fonction f est définie par :

f : (r ,ρu
n,ρt) 7→projKµ

(

r t +nprojR−
(

rn−ρu
n(un(r)−g0)

)

(7)

−ρt (u̇(r)−vg)
)

+nprojR−
(

rn−ρu
n(un(r)−g0)

)

En introduisant un intégrateur dans l’expression def pour exprimer le déplacement en fonction de
la vitesse on obtient :

{R}i+1
n = projR−

(

{R}i+1
n −ρn

(

{

U̇
}i+1

n +

{

B̃
}i

τ

))

,∀ρn > 0 (8)

avec,
{

B̃
}i

=
(

{U}i
n−{G0}

)

+ τ(1−θ)
{

U̇
}i

n

Plutôt que d’utiliser le même intégrateur que pour le problème global, une version modifiée de la
θ−méthode est proposée. Ce schéma, décrit dans [7], permet l’obtention de chocs inélastiques entre
deux pas de temps. Il entraîne l’expression du jeu équivalent

{

B̃
}

donnée dans (8).
La convergence de cet algorithme dépend du choix des paramètres d’augmentation : il s’agit d’assurer

la contractance de la fonctionf . Ici le choix fait est de prendre une approximation diagonale de la matrice
de l’intégrateur[J] réduite aux degrés de liberté de contact. En remplaçant la matrice de l’intégrateur par
celle de raideur et en imposant un contact glissant, on obtient un algorithme permettant de calculer
l’équilibre glissant quasi-statique de la structure.

2.2 Étude de stabilité

Si les conditions aux limites sont constantes dans le temps,on peut définir une solution quasi statique
(ue, re) qui vérifie :


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

∫
Ω
ε̇
⋆Aε

edΩ =
∫

∂Ω f

u̇⋆ · fsdS+
∫

Ω
u̇⋆ · fvdΩ+

∫
Sc

u̇⋆ · redS,∀u̇⋆ ∈U0

ue
n ≤ 0

re
n ≤ 0 etre

t =−µre
n

vg

‖vg‖
=−µre

nte

ue
nre

n = 0

ε
e etε⋆ sont les gradients symétriques deue etu⋆

(9)

La partie deSc où il y a effectivement contact est appelée zone de contact effectiveSe
c.

L’étude de la stabilité de cet équilibre se fait en linéarisant les équations autour de cette solution.
Compte tenu des non-régularités induites par le contact unilatéral, on restreint la stabilité aux perturba-
tions préservant l’état de contact. Ces perturbations sontappelées perturbations glissantes et n’admettent
donc pas de déplacement relatif en zone de contact effective.

On définit une base locale surSe
c, (n, t,b), oùn est la normale sortante,t est la direction de glissement,

t = vg
‖vg‖ et b = n∧ t.

En cherchant les solutions du problème de dynamique sous la forme(u, r)= (ue+ û, re+ r̂), où(û, r̂ )
est une perturbation glissante harmonique,(û, r̂ ) = (û0, r̂0 exp(λt)), on obtient le système quadratique
aux valeurs propres (QEP) suivant :


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
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trouverû0 ∈ U, r̂0 ∈ U0 et λ ∈ R tels que∀u̇⋆

λ2M (û0, u̇⋆)+λĈ (û0, u̇⋆)+K (û0, u̇⋆) =

∫
Se

c

r̂n0u̇⋆ · (n−µet)dS

û0 ·n = 0 oneSc

Ĉ (û0,u⋆) = C (û0,u⋆)−
∫

eSc

µ ern

‖vg‖
û0bu⋆bdS

(10)
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où M , C , K sont les opérateurs de masse, d’amortissement et de raideurde la structure.
Le terme d’amortissement additionnel qui apparaît dans l’opérateurĈ est lié à la linéarisation de la

direction de frottement et a été pris en compte dans l’étude de stabilité pour la première fois dans [11].
On peut reformuler le QEP en déplacement uniquement :
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trouverû0 ∈ W0 et ,λ ∈ C tels que∀u̇⋆ ∈ W µ

λ2M (û0, u̇⋆)+λĈ (û0, u̇⋆)+K (û0, u̇⋆) = 0

W 0 = {u,u ·n = 0 oneSc}
W µ = {u,u · (n−µt) = 0 oneSc}

(11)

En utilisant une discrétisation éléments finis du problème,on obtient :


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(

λ2[M̃
]

+λ
[

C̃
]

+
[

K̃
])

{U0}= {0}
([

M̃
]

,
[

C̃
]

,
[

K̃
])

= [Tµ]T
(

[M] ,
[

Ĉ
]

, [K]
)[

TN]

[

Ĉ
]

= [C]−µ[PB]
T [D] [PB]

Dii =
(ern)i

(vg)i

où
[

TN] et [Tµ] sont respectivement des bases des espacesW 0 et W µ

(12)

où vg est la norme de la vitesse de glissement à chaque nœud et[PB] la matrice de projection sur la
directionb.

Le QEP peut être linéarisé en GEP comme suit :






(

Λ
[

Ã
]

+
[

B̃
])

{Φ0}= {0}
[

Ã
]

=

[[

C̃
] [

M̃
]

[

M̃
]

[0]

]

et
[

B̃
]

=

[[

K̃
]

[0]
[0] −

[

M̃
]

]

(13)

où {Φ0} est le mode propre dans l’espace d’état, c’est à dire avec la première moitié des lignes corres-
pondant au mode dans l’espace physique, et la seconde au modemultiplié par la valeur propre.

La résolution de ce système est faite en utilisant la méthoded’itération sur les résidus [1]. Comme il
s’agit d’un problème non symétrique, les vecteurs propres peuvent être complexes et les valeurs propres
peuvent avoir une partie réelle positive. Les modes associés à des valeurs propres à partie réelle positive
sont appelés modes instables. On définit le taux de divergence d’un mode associé à la valeur propreλ
par 2ℜ(λ)

ℑ(λ) , ce taux correspond à un taux d’amortissement négatif.
Les perturbations de l’équilibre se développent suivant ces modes. La croissance des vibrations ob-

tenues est limitée par des effets non-linéaires. Ici, la seule non-linéarité prise en compte étant le contact
frottant, la limitation se fera soit par décollement, soit par adhérence en zone de contact.

3 Démarche de l’étude

3.1 Modèle étudié et stabilité

Le modèle étudié est présenté sur la figure 1(a), il comporte un peu plus de 30000 degrés de liberté.
Il s’agit d’un modèle simplifié d’un frein à disque TGV. La surface supérieure (resp. inférieure) des plots
supérieurs (resp. inférieurs) est encastrée. L’amortissement dans le modèle est pris de type Rayleigh
par morceaux ([C] = α [M]+β [K]) dont les coefficients sont précisés dans le tableau 1. Les paramètres
matériau utilisés sont rappelés dans le tableau 1, ils ont été choisis de manière à être proches de propriétés
moyennes identifiées sur différentes garnitures de frein deTGV. L’équilibre statique de ce modèle ainsi
que sa stabilité sont calculés pour un coefficient de frottementµ de 0.38 et une vitesse de rotationω de
4 rad s−1. La réponse temporelle non-linéaire du système complet et réduit sont calculées et comparées.
Le choix fait ici est d’utiliser les modes complexes pour la réduction plutôt que les modes réels. Ce choix
est motivé à la fois par le fait que les modes complexes sont ceux qui correspondent à la dynamique du
système autour de l’équilibre, mais aussi par le fait que lesN premiers modes réels ne suffisent pas à
correctement représenter lesN premiers modes complexes calculés (le cardinal après orthonormalisation
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Paramètre disque plots
Module de YoungE (MPa) 2.02 109 3 106

Coefficient de Poissonν 0.29 0.3
Masse volumiqueρ (kg.m−3) 7850 5102
Rayleighα (s−1) 3.75 54.375
Rayleighβ (s) 5 10−8 72.5 10−8

TABLE 1 – Paramètres matériau

par rapport à la matrice de masse de la base modale composée des parties réelles et imaginaires des 200
premiers modes complexes est de 344).

(a) Maillage éléments finis du frein simplifié

0 0.5 1 1.5 2

x 10
4

−20

−15

−10

−5

0
1
2
3
4
5
6

Fréquence (Hz)

ξ 
(%

)
(b) Stabilité du modèle de frein simplifié

FIGURE 1 – Étude d’un frein TGV simplifié

La stabilité du système est donnée sur la figure 1(b), il comporte 13 modes instables. On peut voir
que les modes instables apparaissent à proximité des modes de plots (autour de 3500 Hz et 11000 Hz). La
plus forte instabilité se situe autour de 11,1 kHz avec un taux de divergence à 5% en 12 modes instables.
Dans les modes basse fréquence, seul le mode à 3537 Hz est instable avec un taux de 0.1%.

3.2 Analyse des résultats par ondelettes

Pour contribuer à la compréhension des phénomènes en jeu dans les systèmes déstabilisés par le
frottement, il peut être crucial d’avoir une vision sur le contenu temps-fréquence des champs de vitesses
et de déplacement étudiés. Dans ce travail, on utilise à cette fin la transformée en ondelettes continue
(CWT). Cette dernière permet de s’affranchir en partie du compromis entre résolution en temps et en
fréquence que l’on doit faire avec une transformée de Fourier court-terme. Cette transformée introduite
avec les travaux de Morlet [12] peut être décrite succinctement comme suit.

Premièrement, le choix d’une ondelette mère,φ(t) qui est une fonction à décroissance rapide et de
moyenne nulle. Une famille de fonctions analysante est générée à partir de l’ondelette mère par trans-
lation et dilatation suivant l’équation (14) oùa est le facteur d’échelle – ou de dilatation – etb est le
facteur de translation temporel. La multiplication par1√

a garantie une normalisation en énergie à toute
les échelles.

La CWT est alors effectuée par projection du signal sur la famille d’ondelettes. On obtient alors les
coefficients donnés par (15) où⋆ marque la conjugaison des complexes.

φa,b(t) =
1√
a

φ(
t −b

a
) (14)

CWTs
φ (a,b) =

∫ ∞

−∞
s(t)φ⋆a,b(t)dt (15)

Ces coefficients d’ondelette représentent une mesure de la corrélation du signals(t) avec la famille
analysante. Ainsi,CWTs

φ (a,b) correspond à l’information locale des(t) à l’échellea au tempsb. En
pratique, on représente la transformée sous forme de diagramme temps-échelle en puissance défini par
|CWTs

φ ( f ,b)|2. En utilisant une formule de correspondance échelle-fréquence, on peut obtenir un temps-
fréquence. Ici, les ondelettes de Morelt on été choisies, l’ondelette mère est donnée par :
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(a) Calcul de référence
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(b) BaseFC461

FIGURE 2 – Temps-fréquence vitesse relative normale sur le frein TGV.

φ(t) = ejk0te−(1/2)t2 FT→ φ̂(ω) =
√

2πe−(1/2)(ω−k0)
2

(16)

3.3 Réponse temporelle sur base réduite

Des études précédentes ont montré [9] que sur des systèmes simplifiés les modes instables étaient
prépondérants dans la réponse temporelle, et que l’état dynamique stationnaire non-linéaire est généra-
lement composé de seulement quelques modes complexes. Danscette étude on se focalisera donc sur
l’impact de la réduction avec une troncature modale utilisant les modes complexes plutôt que les modes
réels du système. On noteFCN la base de réduction, oùN est le nombre de modes inclus. Le critère de
troncature ici est de 1.5 fois la fréquence de la sollicitation a été retenu, en prenant comme fréquence de
sollicitation la plus haute fréquence des modes instables.Ce choix entraîne la sélection des 461 premiers
modes complexes dans la base. La base est enrichie avec l’équilibre statique et les modes statiques de
liaison de l’interface. Pour garantir une bonne gestion du contact, l’interface physique n’est pas réduite
et les degrés de liberté généralisés sont restreints à la trace des modes en dehors de la zone de contact.
Pour réduire les temps de simulation, on met une condition initiale suivant un des modes instables. Ceci
permet de sortir plus rapidement le système de l’équilibre statique initial.

3.3.1 Résultats sur le frein

La base réduite utilisée permet de réduire d’un facteur 4 le temps de calcul par rapport à la référence.
La figure 2 montre une analyse temps-fréquence pour la composante normale au contact de la vitesse
relative d’un point. On peut aussi constater que les fréquences apparaissant dans le calcul temporel ne
sont pas exactement celles des modes instables, la contribution basse fréquence se situant à 3.42 kHzau
lieu de 3.53kHzet celle haute fréquence à 10.96kHzau lieu de 11.1 kHz. Cet écart n’est pas surprenant
étant donné que les modes sont calculés à l’équilibre en linéarisant les variations de direction de frotte-
ment et qu’il s’agit d’une analyse sur un degré de liberté de la zone de contact uniquement. De plus la
condition initiale choisie est telle qu’un décollement se produise àt = 10−6 s. Ces deux considérations
peuvent expliquer les différences observées.

Le temps-fréquence de la baseFC461 semble être très proche de la référence. On peut noter une
légère avance dans l’arrivée des fréquences harmoniques.

La figure 3 montre une comparaison des champs cinématiques moyennés sur la zone de contact pour
les différentes bases. Là encore, on peut constater que la baseFC461 fournit des résultats corrects par
rapport à la référence tant en fréquence qu’en amplitude. Onpeut ici voir une avance de l’ordre de 2.5 ms
induit par la réduction sur cette base. Ce phénomène d’avance peut être vu comme une surestimation
du taux de croissance de l’instabilité par la base réduite, comme le laisse suggérer l’étude faite sur un
modèle 2D [10].

La figure 4 montre une comparaison des spectres sur les dernières 2.5 ms. On pourra remarquer que
pour les deux calculs, la fréquence principale autour de 11 kHz est en fait à 10.8 kHz, ce qui correspond
à l’harmonique d’ordre 3 de la basse fréquence. On peut encore une fois aussi voir le très bon accord
entre la référence et le calcul réduit. Une surestimation des niveaux des pics àf1 = 10.8 kHz, 2f1 et 3f1
est visible, l’ordre 2 étant plus important que le fondamental. Pour les spectres en puissance, la valeur
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FIGURE 3 – Comparaison des champs de vitesse et de déplacement moyens en zone de contact
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FIGURE 4 – FFT en puissance cinétique totale sur le frein TGV.

de la basse fréquence émergente est plus proche du mode instable que celle trouvée dans les évolutions
temps-fréquence sur un degré de liberté en zone de contact. En revanche le décalage pour la contribution
haute fréquence reste assez marqué.

Finalement, la figure 5 présente la projection des composantes principales de l’état final obtenues
par une décomposition en valeurs singulières et normées en masse sur les modes complexes, eux aussi
normés en masse. On peut remarquer que les contributions desmodes basse fréquence sont moindres dans
le calcul de référence que dans le calcul réduit. De plus on notera que la deuxième déformée principale
du calcul de référence se projette faiblement sur la base desmodes complexes, ce qui veut dire qu’on
manque une partie non-négligeable de la solution dans le calcul réduit. Les modes contribuant sont ceux
fréquentielle ment proche des modes instables : du numéro 170 à 216 avec moins de 5% d’écart par
rapport à la fréquence des modes instables autour de 11 kHz, du numéro 20 à 34 avec moins de 2%
d’écart à la fréquence du mode instable à 3.5 kHz ou proche de leurs harmoniques d’ordre 2 (les deux
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FIGURE 5 – Projection des déformées principales de l’état final sur les modes complexes
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plages de modes 107-130 et 144-160 sont à moins de 5% de fréquences comprises dans les harmoniques
et combinaisons des fréquences des modes instables.)

4 Conclusions

Dans ce travail une démarche de simulation en temporel sur base réduite de systèmes déstabilisés
par le frottement a été présentée. L’application d’une stratégie de réduction à un modèle simplifié de
frein TGV montre que la base de réduction contenant les 461 premiers modes complexes arrive à capter
les bons comportements. Des travaux sont en cours pour tester d’autres bases de réduction et mener les
études sur des intervalles de temps plus long afin de tester sil’état final obtenu ici est un état station-
naire ou non. L’analyse des temps-fréquences de référence semblent montrer une légère croissance de la
contribution basse fréquence. D’autres bases de réductionsont aussi envisagées, inspirées par la figure
5. L’étude des variations des bassins attracteurs entraînée par la réduction, phénomène observé sur un
modèle 2D, sera aussi prochainement menée.
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