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Optimisation structurale de coques minces composites stratifiées

A. Jibawy1’3, B. Desmorat'2, A. Vincenti!

U IJLRA, UPMC Univ Paris 06 / CNRS UMR 7190, France, {boris.desmorat,angela.vincenti}@upmc.fr
2 Univ Paris-Sud 11, France
3 Segula Technologies, France

Résumé — L’optimisation de structures composites stratifiées a rigidité variable peut étre réalisée en
appliquant des méthodes et des algorithmes d’optimisation topologique. En prenant comme objectif la
maximisation de la rigidité globale, on présente dans ce travail la formulation du probléme d’optimisation
pour le cas de coques minces stratifiées. Un algorithme adapté est présenté pour la résolution de cette
classe de problémes d’optimisation et des exemples d’application sont illustrés.

Mots clés — Optimisation, stratifiés, coques, rigidité, propriétés élastiques.

1 Introduction

Les nouvelles technologies de fabrication de structures stratifiées par déposition de fibres permettent
d’envisager une conception approfondie de I’architecture des renforts dans ces structures visant a dis-
tribuer la position et la quantité des renforts afin d’exploiter au mieux le role de ces mémes renforts.
Les auteurs ont proposé une méthodologie originale de conception optimale de structures composites
stratifiées a rigidité variable [1] articulée en deux étapes : I’optimisation topologique de la structure dans
un premier temps, et ensuite la conception optimale du matériau constitutif dont la structure interne est
susceptible de varier d’un point a I’autre de la structure (stratifié a orientations variables ou a rigidité
variable). Cette méthodologie, basée sur la combinaison de techniques d’optimisation topologique de
structures et sur I’utilisation de la représentation polaire de propriétés élastiques anisotropes, a été déve-
loppée et appliquée dans le cas de structures de type plaque, aussi bien dans le cas de chargements de
membrane seule que de flexion seule.

Dans ce travail, cette méthodologie est étendue au cas de structures constituées de coques minces,
pour lesquelles il faut prendre en considération des chargements mixtes (membrane et flexion) et la
contribution du cisaillement transverse. On donne la formulation du probleme d’optimisation de la rigi-
dité de la structure pour un modele de type coque mince et on montre sous quelles hypotheses I’on peut
appliquer le méme algorithme d’optimisation que dans le cas des structures de type plaque. La validité
de cette approche est prouvée par des calculs sur des exemples d’application.

2 Modéele de coque mince stratifiée

2.1 Description de la géométrie d’une coque

Un point P inclus dans la coque C et au voisinage de la surface moyenne S, est défini a I’aide d’un
point M de la surface moyenne et des coordonnées curvilignes (§',&2,&3) :

OP =®(E'.£%8%) = OM(E' &%) + a3, &%) (1)
En chaque point M de la surface moyenne S, on définit la base covariante du plan tangent a S :
80M(§1,§2) aiNay
=—— (a=1,2 = 2

Cette base (aj,ap,a3) n’est en général ni orthogonale, ni normée.
La base contravariante (a',a a®) de la surface moyenne est telle que

agaf =8,  oB=1,2 3)



La premiere forme fondamentale de S, dite tenseur métrique de S, est définie par :
a=aupa®® aP avec agp = Aq.ap 4)
La deuxieme forme fondamentale (symétrique) de S, dite tenseur de courbure de S, est définie par :
b = byga® ®aP = b%aOc ®aP bog = a3.qp = —a3.2g bg = affi.ag 5)
La troisieme forme fondamentale (symétrique) de S est définie par :
c=cqpa®@af cop = Dby (6)
En chaque point P de la coque, on définit la base covariante d’espace (g;,82,83) :

0P
8o = 87@ = (Sﬁ _§3bé)ak g = 37? =az @)

Soient a et u les déterminants respectifs du tenseur métrique aqg et du tenseur mixte de surface

b = (8% —E3bL). Le volume élémentaire dV au voisinage d’un point P de la coque est défini par :

dV = ud&ds (8)

ol dS = \/ad&' d&? est la surface élémentaire au voisinage du point M de la surface moyenne.

2.2 Equations locales de coques
L’hypothese cinématique de Reissner-Mindlin s’exprime par :
UELE%8) =uE &) +8%00(E" . E)a% avec u(E &) =wu; (€' E)a'(i=123) (9

Le modele de coque est obtenu en linéarisant par rapport a €3 le tenseur de déformation obtenu 2
partir de I’hypothese cinématique (9). Le tenseur de déformation s’écrit alors :

eOLB = YaB(u) + §3p06[3(u7 e) (G‘?B = 172)
e= eaBg“ ®gB avec{ 2eq3 = (g (u,0) (10)
€33 — 0

€quation dans laquelle les composantes des tenseurs de déformations de membrane Yo, de flexion pyg
et de cisaillement {, ont pour expressions :

11~ ~ -~
Yop (n) = 3 [q)ocB + (DBOC] avec Dop = Ug)p — bapus (11
1~ ~ ~ va
Pap (u,0) = 3 [9043 + eﬁa] avec eaﬁ = eaug — by Py (12)
Co(1,0) = O + 3.6+ by (13)

avec uq|g = “a,ﬁrzc[a (ou FZ(B = ayg.a’ sont les symboles de Christoffel de surface).

On note 6*P les composantes du tenseur des contraintes dans la base covariante d’espace (au point P).
L’application du principe des puissances virtuelles permet d’introduire les tenseurs des efforts intérieurs
symétriques de membrane N, de flexion M et de cisaillement transverse Q dont les composantes dans le
repere covariant de la surface S sont

NB = [ o meb — [ Eopg’ 0= [ o“wg (4

et de définir les équations d’équilibre locales :

N — | e =0
M — 0%+ m* —0 (15)

O +bopNP —cogM™ +p* =0
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ainsi que les conditions aux limites en efforts sur la portion dS; du contour de S :
NP —pSp*P | vg =T Q%o =T M*%Pvg = (16)

A ce systeme d’équations locales peuvent étre ajoutées des conditions aux limites en déplacements sur
la portion 98y du contour de S :

u =20 0u=0 17)

2.3 Loi de comportement de coque stratifiée

Chaque couche de la coque est supposée €tre constituée d’un matériau élastique linéaire présentant
une symétrie monoclinique. La loi de comportement s’écrit :

c=H:e (18)

Les composantes H'/X de H dans la base covariante d’espace (au point P) vérifient les propriétés de
symétrie

ik ggklij _ ikl _ prijlk (19)
et la symétrie monoclinique impose les relations supplémentaires
H3BY5 — H3335 -0 (20)
En supposant que la contrainte transverse 6> est nulle, la loi de comportement (18) s’écrit alors :
G(XB _ C(xﬁySg 5 COCBYS _ HOCB'YB B H33Y5HOCB33
s gp. | avec H33% 1)
o® = CaB2€B3 6043 _ HOL3B3

Apres intégration directe de (14), la loi de comportement de coque s’écrit

N=A:y+B:p M=B:y+D:p 22)

avec
AocByB — /PICaBy8yd§3 BocByB _ /HCOLBYSE}'UdE DocByB _ /}Llca[578(§3)2yd§3 (23)
La loi de comportement en cisaillement transverse s’écrit

Q=kF§ (24)
avece

FoB — /H CBude? (25)

k est le coefficient correcteur des cisaillements, ici supposé indépendant de la courbure de la coque ainsi
que de la de la stratification (ce coefficient valant 5/6 dans le cas d’un comportement en cisaillement
transverse homogene suivant 1’épaisseur).

Pour Ia loi de comportement (22), on supposera dans la suite de 1’article que les comportements
de membrane et de flexion sont découplés, soit B = 0 (les hypothéses nécessaires a ce choix seront
présentées dans la section 4.1). B

On notera

I
I
H:ﬁ

g:

IS

! f=F" (26)

Remarque : Les composantes H ikl qu tenseur H intervenant dans les expressions (23) et (25) sont
les composantes du tenseur exprimé dans la base covariante d’espace (c’est 2 dire au point P) : elles font
donc intervenir la coordonnée &3 ainsi que les rayons de courbures. Ces composantes au point P sont
reliées aux composantes H}VJ,H du tenseur H au point M dans la base covariante de la surface § par les
relations suivantes : B



2.4 Formulations variationnelles

Le probleme d’élasticité de référence (P) est défini par 1’ensemble des équations (15)(16)(17)(22)(24).

On appelle U, I’espace des champs de déplacements cinématiquement admissibles, c’est-a-dire vé-
rifiant les conditions aux limites en déplacements (17) et ¥,; I’espace des champs de contraintes stati-
quement admissibles, c’est-a-dire vérifiant les équations d’équilibre (15) et les conditions aux limites en
efforts (16).

Formulation variationnelle en déplacement.
Si (u, 0) est un champs de déplacement solution du probleme (P) alors

(u,e) c Uy
/ / / / / / (28)
a((u,e),(u 0 )) —L(u,8) V(.0 € Uy

avec

a((u ll 9/ // AaBYSYaﬁ YS( ) DaBYsp(XB(uve)pYS(u/7el> +kF(XBCOC(u79>CB(u/79/)>dS

L(u,6') = / /S (P + M0, )ds + | (Tuj+Co0)ds
1

Théoreme de I’énergie complémentaire.
Si (N, M, Q) est un champs de contraintes solution de (P) alors

(N,M,Q) € Zya, 29)
J(NaMaQ) S J(vaM/aQ,) V(NlaM,aQ,) c Zad
avec
J(N,M,Q) = // <a0€l3Y5N BN g BSMOCBMY + focBQ QB> ds
Relation entre compliance et énergie de déformation.
Si (u,0) et (N,M,Q) sont solutions du probleme (P) , alors
L(u,0) = 2J(N,M,Q) (30)

3 Probleme et algorithme d’optimisation

3.1 Probleme d’optimisation

L’ optimisation de la rigidité structurale d’une coque mince stratifiée soumise a un chargement en
membrane et en flexion est formulée comme la minimisation du travail des efforts extérieurs (ou com-
pliance) par rapport a un ensemble de parameétres d’optimisation distribués B; € [B7", /"] (c’est a dire
continfiment variables sur la surface S de la coque) :

min [//(piui+ma9a)dS+ (Tiu,-+C°‘9q)ds] 31)
BBy B ] S as

La compliance étant égale au double de de 1’énergie complémentaire (voir éq (30)), I'utilisation du
théoréme de I’énergie complémentaire (29) permet de transformer le probléme d’optimisation (31) en un

probleme de double minimisation par rapport aux parametres d’optimisation et par rapport aux efforts
généralisés de membrane, de flexion et de cisaillement transverse statiquement admissibles :

min min [ / / < opyoN PN + dyg, Y Y S Q’“Q’B)dS] (32)

B E[Bmm Bmax] (N/ M Q/ ezad



3.2 Algorithme d’optimisation

Le probléeme d’optimisation (32) est résolu en utilisant un algorithme d’optimisation introduit par
Allaire et al. [2] :

— Initialisation :
Le maillage, les conditions aux limites en déplacements et en efforts appliquées sur la coque et le
champ initial des parametres d’optimisation [350) sont définis afin de calculer par une méthode aux
€éléments finis les efforts généralisés (N O M (0),Q(0))

— Itération :
Chaque itération est composée de deux parties :

1. Minimisations locales a contraintes fixées.
Le critere local a contraintes (N ("), M (n) , Q(")) fixées, est minimisé en résolvant en tout point
de Q le probleme d’optimisation suivant :

1
min N®:a(By) : N+ M d(Br): MY+ Q™ f(Br).Q" (33)
B, E [B?Uﬂ s B:‘YMZX] - —_ -
2. Minimisation globale a parameétres d’optimisation fixés.
Le probleme d’élasticité associé au champ de parameétres BE"H) déterminé dans 1’étape

de minimisations locales est résolu afin d’obtenir le nouveau champ d’efforts généralisés
(N(n+l)7M(n+l);Q(n+l))-

Cet algorithme est démontré étre convergent. Sa performance numérique est liée au caractere local
des analyses de sensibilité (aucune analyse de sensibilité globale n’est a effectuer).

4 Optimisation de coques stratifiées

4.1 Optimisation et comportement découplé

Dans le cas d’une coque constituée d’un matériau homogene élastique isotrope, la loi de comporte-
ment de coque (22) est couplée (B # 0). En considérant une coque stratifiée, il est donc illusoire dans
le cas général de trouver des stratifications particulieres permettant d’obtenir une loi de comportement
découplée.

Pour obtenir un découplage du comportement du stratifié, il est nécessaire de négliger les influences
de la courbure sur A, B et D. En notant avec un indice M les composantes des tenseurs dans la base

covariante de la surface S, cela revient a supposer que :
CHP o COPBYs_ =P et p=der(ubh) ~ 1 (34)

Les composantes de A, B et D dans la base covariante de la surface § s’écrivent alors

AOBYS _ /H C;5Y5d§3 BoBYs _ /H C;,CIBYS&% d§3 DOBYS _ /H CI(\X/IBYS(§3)2 d§3 (35)

Onnote (i, iy,a3) le repére orthonormé dans lequel est défini la loi de comportement (18) en terme de

composantes physiques. On note \pﬁ et (pg (l|fgc(p%(5 = SE) les matrices reliant cette base a la base covariante
de la surface S

ag = (pgiﬁ i = Wgaﬁ

Les composantes dans la base orthonormée (ij,i,a3) seront notées avec un tilde (™).
On démontre que (voir ci-dessous) :

A9 _ /H PP g3 B /H COPRE3 g3 DR /H COPBE2GES (36

et les lois de comportements (approchées) de coques obtenues sont identiques a celles de plaques. Le
découplage du comportement membrane/flexion peut alors étre obtenu par les mémes stratifications que
celles des plaques stratifiées.



Par souci de cohérence, on négligera aussi les influences de la courbure dans la loi de comportement
en cisaillement transverse (24), soit

. =0f
F(Xﬁ — / @Bd&?’ FOCB — / CM d§3
H H

Démonstration de (36).
5 & &
ACBYS _ / COLBY d&?a / Wa’WB'WyWS/ 0![3“/ d§3 Wu’Wﬁ/WyW& / OCBV d§3

or AW _ \pa/\pg \u"{ W AYBYY donc AP — /H CoPP g3

Remarque. En ne faisant pas I’hypothese précédente dans la loi de comportement, on n’obtient pas
d’équivalent a la relation (36).

4.2 Stratifications particulieres a plis identiques

Considérons des stratifications a plis identiques (matériau identique dans chaque pli, plis de méme
épaisseur). La couche de base est supposée avoir un comportement élastique orthotrope.

Nous supposerons que la stratification assure les propriétés de découplage de la loi de comportement
(B = 0) et d’orthotropie en membrane et en flexion.

"~ Le probléme de minimisation locale (33) a été résolu théoriquement sous ces hypoth&ses pour une
énergie locale de membrane ou de flexion (sans cisaillement transverse) dans le cas de plaques [3]. Pour
les coques, ces énergies coexistent et aucune résolution théorique n’a été démontrée.

Nous considérerons dans ce travail des stratifications alternées (de type angle-ply) assurant de plus la
propriété de quasi-homogénéité (A* = D*). Cette propriété de quasi-homogénéité rajoute une contrainte
d’optimisation au probleme mais celle-ci peut étre facilement contournée en se limitant a des séquences
de stratifications particulieres satisfaisant cette propriété [4]. A titre d’exemple une séquence a 8 plis de
type angle-ply découplée, quasi-homogene et orthotrope est

[+a/—o/—o/+a/—ao/+o/+a/—d 37)

Pour ce type de stratifications, les parametres d’optimisation sont I’ orientation du repere d’orthotro-
pie du stratifié homogénéisé ®; € [0°,90°] et de ’angle de stratification o € [0°,45°].

L’énergie de cisaillement transverse étant petite devant les énergies de membrane et de flexion, nous
faisons a ce stade I’hypothése que le comportement en cisaillement transverse des plis est isotrope.
En terme de modules de I’ingénieur, cela revient a imposer Grr = Gy, et la loi de comportement en
cisaillement transverse de la coque (24) devient

Q=2HCY (F = HO) (38)

4.3 Résolution du probleme de minimisation locale

Sous les hypothéses présentées dans les sections 4.1 et 4.2, la minimisation locale du critere se réduit
a la minimisation de la somme des énergies de déformation en membrane et en flexion car I’énergie
en cisaillement transverse est constante lors de la minimisation locale. Dans ce cas, la partie du critere
d’optimisation dépendant des parametres d’optimisation s’écrit :

o 12
W:EM:Q :ﬁ—i—mM:g*:M (39)

ou a* = Ha est la souplesse homogénéisée de membrane (la souplesse homogénéisée en flexion est
identique compte tenu de I’hypothése de quasi-homogénéité).

Les minimisations locales par rapport a la direction d’orthotropie ®; et I’angle de stratification o
sont interdépendantes. Pour résoudre ce probleme de minimisation, un algorithme de point fixe est uti-
lisé. Le choix de multiple initialisations permet de trouver le minimum global dans les cas de multiples
minima locaux. La résolution numérique est facilitée par 1’existence de solutions semi-analytiques [5]
aux problemes de minimisations locales par rapport a la direction d’orthotropie a angle de stratification
fixé et par rapport a I’angle de stratification a direction d’orthotropie fixée .



5 Exemple numérique

5.1 Mise en ceuvre numérique du calcul EF

Afin de simuler numériquement le comportement des coques minces, nous utilisons 1I’élément fini
g4cs qui se base sur la formulation en éléments finis de 1’élément de coque mitc4 (élément quadran-
gulaire a 5 degrés de liberté par noeud, trois déplacements et deux rotations). Cet élément permet de
calculer les efforts généralisés de membrane N, de flexion M, et de cisaillement transverse Q dans le
repere orthonormé par élément fixé par I’ utilisateur et qui est utilisé pour la définition du comportement
matériau.

Le calcul de la loi de comportement homogénéisée dans I’épaisseur en utilisant 1’élément fini g4cs
du code éléments finis OpenFEM-SDTools s’effectue en tenant compte de 1’hypothese (34) : le compor-
tement homogénéisé ne dépend pas de la courbure de la structure et le découplage du comportement de
membrane et de flexion se formule de maniere identique a celui des lois de comportement de plaque.

5.2 Exemple d’un cylindre avec plancher

La structure est constituée d’un cylindre dans lequel est encastré un plancher occupant la position
d’un plan diamétral d’équation x = 0, (figure 1(a)). La structure est encastrée en z = 0. Une pression
interne P est appliquée sur une moitié du cylindre (x < 0). Le plancher et le cylindre stratifiés ont une
couche de base unidirectionnelle Carbone/Epoxyde. Le calcul est initialisé par un unidirectionnel orienté
de facon circonférentielle sur le cylindre et orienté suivant le diameétre dans le plancher (figure 1(b)).

La figure 5.2 montre les orientations optimales des plis a (®; + a) et a (®; — o). On note que I’unidi-
rectionnel (o0 = 0) est optimal sur le bord encastré et sur le bord libre, pour ensuite passer a un l’angle ply
avec o variant entre 0 et /4. Cette variation se produit a certains endroits de fagcon brusque en passant
d’un unidirectionnel a un cross ply équilibré (o = w/4).

Le tableau 1 présente les résultats de I’optimisation du cylindre avec plancher. Les gains en énergie
et en déplacement sont respectivement 85 % et 76 %.

Etat initial | Etat optimal | Diminution
Energie de membrane 26.3 3.0 89 %
Energie de flexion 1.2 1.1 8 %
Energie de cisaillement 0.021 0.024 —13 %
Critere global (en J) 27.5 4.1 85 %
Dépl. max. 3.4 mm 0.8 mm 76 %

TABLE 1 — Criteres et déplacements maximaux
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