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Résumé— Cette communication présente une procédure d’optimisation topologique wesists mé-
caniques bidimensionnelles pour le probléme d’élasticité linéaire. La résotltiprobléme mécanique
ainsi que I'obtention des champs d’intérét s’appuient ici sur la méthosi@léenents de frontiére. La
topologie optimale recherchée minimise I'énergie de déformation stockée yatéen® pour une masse
(ou surface) donnée. L'approche retenue "Bi-directional EvolatipStructural Optimization” gére a la
fois la création et la suppression de matiére et conduit a des solutionasigédemogéne.

Mots clés— Optimisation topologique, élasticité, Bi-directional Evolutionary Structurair@pation,
méthode des équations intégrales de frontiere.

1 Introduction

L'optimisation topologique des structures mécaniques a fait I'objet de naxlravaux associant
principalement la méthode des éléments-finis avec une approche d’hagmszgiém [1]. Un certain
nombre d’instabilités numériques ont été rencontrées (puis maitriséesriahsnne mesure) dans ce
contexte : répartition en damier, dépendances aux maillages et topologidesniieinte de minima
locaux [2]... Les travaux présentés ici entendent aborder I'optimisatfoidgique pour I'élasticité li-
néaire en combinant la méthode des équations intégrales de frontiere YBBEM 5] avec I'approche
"Bi-directional Evolutionary Structural Optimization” (BESO) [6, 7, 8, 9].

2 Probléme d’élasticité linéaire par la méthode des éléments de fraigre

2.1 Formulation de I'élasticité par équations intégrales

La formulation intégrale du probléme d’élasticité linéaire sur un dom@ide contoudQ s’exprime
classiguement sous la forme d’une équation intégrale en déplacements :

i 09ui(0 = [ Uy )asy) — £ _Ti(xy)u;(v)dsy) ®

avecgj(x) coefficient dépendant de la position deur Q, u; ett; respectivement les champs de dé-
placements et de tensions W@, Uj; et Tj; des noyaux associés a la solution fondamentale de Kelvin
[3, 4, 5], {30 Une intégrale évaluée au sens de la valeur principale de Cauchy.

Cette équation permet, si I'on connait les champs de déplacements et dagensi(?, d’estimer la
valeur des déplacements en tout pointClell apparait donc possible de déduire une représentation
intégrale pour les déformations dafsa partir de Eq. (1) selon :

o1 /0u(x)  0uj(x)
#0=3 (3400 * ax00) @

L'application de la loi de comportement pour un milieu homogéne isotrope linadtg. (2) conduit
ensuite a I'expression d’une équation intégrale pour les contraintesaatern

01() = [ Digcxy)u)dSy) ~ | Sikixy)udy)asy) ©
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ouDjjk etSjk sont de nouveaux noyaux associés a la solution fondamentale de Kel¢irb]3

Cette équation intégrale (3) permet de déduire I'état de contrainte a pagicdenaissance des champs
u ett surdQ. En pratique, les champs s@® ne sont initialement que partiellement connus grace aux
conditions-limites du probleme d’élasticité. L'objectif de la discrétisation de 8équ intégrale (1)
selon 'approche des éléments de frontiere va donc consister a obtesyistéme lin€aire inversible
permettant I'estimation discréte de ces quantités sur la totalité du maillaife.de

2.2 Méthode des éléments de frontiére

La discrétisation du probleme d’élasticité par la méthode des éléments de &dBieM) repose
dans un premier temps sur la discrétisation de la géométrie du probleme. Paypplieations visées, le
contourdQ est décomposé en un ensemble de maldesayant comme supports des segments de droite.
Un nuage de points associé aux sites ou I'on souhaite post-traiter lesioc@stiest également génére.

() (b)

FIGURE 1 — Géométries pour le probleme d’élasticité : (a) réelle, (b) discrétisée

La seconde étape de la discrétisation BEM concerne I'approximation loealehdmpsai ett sur les
mailles de contoudQe. Une représentation polynomiale quadratique non conforme est choisie :
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FIGURE 2 — Paramétrisation des points de collocation sur I'élément de fromti&re

L'aspect non-conforme de l'interpolation s’avére ici particulieremenantageuse. En effet, le fait que
deux mailles successives ne partagent aucun degré de liberté audtlesecta avoir des mouvements
relatifs. La gestion de topologies en "damier", probléeme majeur en optimisatiotogigue par FEM
[2], est ainsi nativement évité par la BEM.

Ayant discrétisé tant la géométrie que les champs inconnus du contougti@g intégrale en déplace-
ments (1) peut a son tour étre discrétiséedsuselon :

Nao Pip Nao Pip
%Ui (x) = e; o i 0Y) (mlefén (y>t,-e"“) dsly) - e;]ngT” (xY) (n;Nf’Dm(y)UT’m> dsly)

(4)
avechyo le nombre de mailles de contol;p le nombre de fonctions de formebm les fonctions de
forme,tje’m et u?m les inconnues nodales.

La collocation de Eq. (4) sur I'ensemble des points d’interpolation des mailepermet d’aboutir a
une représentation algébrique du probléme d’élasticité discrétisé :

[Al{u} = [BI{t} (5)
L'imposition des conditions-limites permet de déterminer la moitié des inconnuesittricd_e systeme
(5) est ensuite réordonné de sorte que toutes les inconnues de castamtes X} soient regroupées
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dans le membre de gauche. On aboutit alors au systeme final :

[Kul{x} = [Ks{x} (6)

Ce systeme linéaire est résolu par une méthode dilddtevec pivotage partiel. Une fois pleine-
ment connus les champs de contour discrét{gsBset {t}, la discrétisation de I'équation intégrale en
contraintes (3) permet de post-traiter directement I'état de contrainteciots [intérieurs choisis :

{0} = [A[{u} + [B{t} ()

3 Optimisation de la topologie par BESO/BIEM

Pour I'heure, deux méthodes sont principalement employées afin dedréses problemes d’opti-
misation topologique en élasticité linéaire. La premiere d’entre elles, la méthode (8Mid Isotropic
Material with Penalization) [1, 10], consiste a optimiser les densités matérietlele$odans I'espace
de conception de la structure. Cette approche est capable d’engdedrsolutions micro-structurées
optimales. Toutefois, la nécessité de gérer des densités matérielles interasguiair conduire a des in-
stabilités numériques [2] et n'offre pas nativement des topologies peatigat exploitables. La méthode
(B)ESO ( (Bi-directionnal) Evolutionary Structural Optimization) [6, 7, BcOnsidére elle une réparti-
tion binaire de la matiere dans le systéme. Une heuristique exploitant les chaogrsoués est utilisée
pour guider la suppression et I'ajout de matiére. Bien que non-optimalagdint de vue mathématique
[11], les solutions proposées par cette approche conduisent agigssdemécaniquement satisfaisants et
exploitables pratiquement.

Pour I'essentiel, les approches SIMP et BESO ont été associéesavdrssmécaniques FEM [12].
S’agissant de I'approche SIMP, il semble naturel de s’appuyerrameéthode numeérique faisant inter-
venir une discrétisation compléte du domaine afin de pouvoir gérer les deinséénédiaires. Concer-
nant I'approche BESO, la BEM peut s’avérer une alternative séuheiggur les problémes homogénes
linéaires isotropes. Son emploi en optimisation topologique est récent4135116, 17, 18, 19, 20].
L’heuristique de suppression de la matiére y est guidée (a I'exceptiolusiapcien article [13]) par un
critere mécanique de gradient topologique [21]. La sensibilité d’'une admeroissance d’'une cavité va
conditionner son maintien ou sa suppression au fil des itérations d’optimisation

L'usage du gradient topologique exige que les topologies initiales et finalest homéomorphes. La
naissance ou le comblement d’un trou conduisant & une modification de lag@pde gradient topo-
logique est en pratique calculé entre deux configurations ou le rayomuwdrie. Souhaitant gérer a
la fois la création et la suppression de matiere, il semble également raisoieatiappuyer sur une
heuristique basée sur I'énergie de déformation locale.

Latopologie optimale recherchée a vocation a minimiser I'énergie de déforngédimaie sous contrainte
de masse prescrite :

minimize Z/Q 0 € dQe
e e

8

subject tom" — z 0eme =0, 0e € {0,1} ®)

e

Dans le contexte BESO, leg valent exclusivement 0 ou 1 et non plus une valeur comprise entre 0 et
1. L'uniformité de la densité est ainsi assurée dans toute la structurdgsosiolutions proposées par
cette approche. En toute rigueur, la solution convergée n’est mathénmaéigipas optimale. Toutefois,
il semble raisonnable d’espérer qu’une heuristique d’ajout/suppreagant un bien-fondé mécanique
puisse conduire a des topologies raisonnablement sous-optimales.

Pour chaque probléme considéré, le domaine de conception est déémmnmadiules carrées identiques.
Ce choix offre une discrétisation immédiate du contour permettant d’alimentelivkus BEM. Les cel-

lules présentent également I'avantage d’offrir une répartition harmsaiges points de post-traitement
pour les contraintes ou peuvent ensuite étre calculées des énergig®itheations locales. Sur la base
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du champ d’énergie de déformation, certaines des cellules sont jugéitssirtisupprimées tandis que
d’autres, tres sollicitées, sont soulagées par I'ajout de matiére a proxiigité)(

FIGURE 3 — Création et suppression de matiere pour une itération d’optimisation

La procédure d'optimisation topologique développée repose ainsi swul@age d'une heuristique
BESO avec une méthode de résolution BEM du probleme d’élasticité sur le domiaglisé. L'al-
gorithme d’optimisation peut ainsi se résumer a :

Import du maillage de contour et de la grille de post-traitement
Imposition des conditions-limites
Calcul des matrices
while convergence non-atteinte
Résolution du systéme linéaire {u}, {t}
Post-traitement des contraintes{o}
Calcul des énergies de déformation locales
Actualisation du statut des cellules pleine/vide selon I'heuristique
Mise a jour du maillage de contour
Imposition des conditions-limites
Re-calcul des matrices
end

4 Reésultats de simulations

La procédure numérique développée autorise la résolution de nomhretigmes classiques en
optimisation topologique. En particulier, les solutions aux problémes de la poantitdever et d'un
"pont" soumis a une charge ponctuelle sont ici illustrées (fig. 4).

* A 4

v

() (b)

FIGURE 4 — Domaines initiaux et conditions-limites pour les problemes : (a) du ponte(lg doutre
cantilever

Les domaines associés a des itérations successives d’'optimisation@itesg#our ces deux problemes
dans Fig. (b) et Fig. (6). Dans ces deux cas, seule I'option de ssgiprede matiére est activée. Le do-
maine initial consiste en I'ensemble du domaine de conception. La suppressicgrne un pourcentage
fixé des cellules activées afin de supprimer une quantité de plus en pliesdaibellules a mesure que
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la structure s’allége.

Pour le probléeme du "pont", les cellules situées entre les deux appuisdir@rdment exclues de la
procédure de suppression afin de préserver I'existence d’'un 'ftaliles solutions obtenues sont en
bonne concordance avec les solutions de référence (treillis de MicBehgcernant le probléme de la
poutre cantilever, la solution convergée posséde une structure intességqae en “croisillons”. A la
différence des méthodes SIMP+FEM habituelles, ces motifs apparasgsaTitanément sans nécessiter
de procédure spéciale d’homogénéisation des densités.

5 Conclusion

Une procédure d’optimisation topologique pour I'élasticité linéaire baséaersuapproche BESO et
un solveur BEM a été décrite. L'approche BESO permet d’atteindre dedsoréponses suboptimales
de densité constante par ajout/suppression de cellules. Lemploi de la B&dnpe, pour la résolution
numérique effective du probleme d’élasticité, plusieurs intéréts :

— la discrétisation de la géométrie n’exige que le maillage du contour
le calcul des contraintes s’effectue par simple post-traitement des cli@nspatour
il est possible de déduire les contraintes en tout point du domaine
la méthode est stable pour un domaine pixelisé en cellules carrées identiques
I'apparition de zones en "damier" est nativement évitée
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FIGURE 5 — Itérations successives pour le probléeme du "pont" soumis a unedonctuelle - Suppres-
sion guidée par le critére en énergie de déformation
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FIGURE 6 — Itérations successives pour le probléme de la poutre cantilever reSgm guidée par le

critere en énergie de déformation
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