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Résumé— Dans ce travail de recherche, la dynamique transitoire de treillis de poutres de Timoshenko
tridimensionnels soumis à des chocs mécaniques ou acoustiques est étudiée grâce à un modèle de trans-
port de l’énergie vibratoire. Celui-ci permet d’exhiber le régime transitoire caractéristique de la propaga-
tion d’ondes hautes fréquences jusqu’à l’établissement d’un état diffusif, et suivre les chemins d’énergie.
Cet article introduit le modèle de transport proposé et présente la construction de conditions aux limites
dédiées ainsi qu’une méthode de résolution numérique des équations obtenues.
Mots clés— Vibration, Hautes fréquences, Modèle de transport, Poutre de Timoshenko.

1 Introduction

Les structures spatiales sont souvent soumises à des chargements de type choc qui entraînent des
propagations d’ondes hautes fréquences (HF). Ces chargements peuvent perturber le fonctionnement de
la structure ou des équipements embarqués. Par exemple, les chocs pyrotechniques sont très utilisés dans
le domaine spatial comme lors du déploiement des panneaux solaires des satellites ou lors de la sépara-
tion du lanceur et de sa charge utile. Il est donc important de pouvoir prévoir la réponse transitoire HF
des structures avec un modèle théorique et numérique efficace afin de connaître les niveaux d’énergie
présents dans celles-ci.
On s’intéresse dans ce travail de recherche à la propagation d’ondes HF dans des treillis de poutres
trimensionnels. Dans le domaine HF, la méthode des éléments finis classique n’est plus applicable à
cause de la densité modale importante et des longueurs d’ondes trop petites. Plusieurs stratégies heuris-
tiques ont été développées. Des approches globales, comme l’analyse statistique énergétique (SEA) des
systèmes vibro-acoustiques [1], donnent des informations sur les niveaux d’énergie moyens par sous-
structures. La principale difficulté de la SEA est l’estimation des paramètres physiques de la formulation
tels les coefficients de perte par couplage ou les puissances injectées. Des approches locales telles que
les modèles de diffusion de l’énergie vibratoire [2] ont aussi été proposées, mais leurs applications à des
structures complexes s’avèrent difficiles voire impossibles. Un autre problème typique de la modélisa-
tion de la propagation d’ondes HF se pose avec la résolution de l’équation eikonale régissant l’évolution
de la phase dans ce régime : celle-ci ne vérifie pas de principe de superposition [3] et rend difficile la
prise en compte de conditions aux limites. Il est néanmoins possible de traiter ces dernières dans le cas
des domaines convexes en utilisant des faisceaux gaussiens [4] ; ou grâce à une technique alternative aux
dérivées partielles fondée sur la méthode des segments projetés [5] pour des domaines non convexes.
L’approche mise en œuvre dans cet article s’intéresse à la propagation de l’énergie associée aux ondes
HF dans l’espace des phases position× vecteurs d’onde [3].
En effet l’analyse dite micro-locale des systèmes d’onde classiques permet de prouver que la densité
d’énergie associées à leurs solutions HF satisfait une équation de transport de type Liouville [15]. Cette
théorie peut être adaptée aux ondes quantiques, ou aux ondes acoustiques, élastiques ou encore électro-
magnétiques comme montré dans [3]. Les équations de transport peuvent être résolues numériquement
par une méthode de Monte-Carlo directe [6] ou des éléments finis “Galerkine” discontinus (DG) nodaux
ou spectraux [7]. Les deux techniques ont l’avantage d’être peu dissipatives et peu dispersives. Elles sont
donc appropriées pour les simulations en temps longs dont on a besoin pour exhiber le comportement
diffusif des équations de transport [8]. Ces méthodes ont été implémentées dans le cas des assemblages
de poutres ou de coques bidimensionnelles dans [9], aussi bien que dans le cas des coques aléatoirement
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hétérogènes dans [10].
Ce travail a deux objectifs principaux. Premièrement, il s’agit d’étendre la formulation bidimensionnelle
donnée dans [9] au cas de treillis de poutres tridimensionnelles éventuellement courbées. Deuxième-
ment, on cherche à simuler la réponse transitoire afin de prédire, entre autres, le comportement diffusif
aux temps longs ou les chemins d’énergie suivis dans les différents éléments d’un treillis de poutres. La
première partie de cet article expose brièvement le modèle mécanique de poutres retenu. Dans la section
suivante, l’approche transport d’énergie vibratoire dédiée au domaine HF est adaptée aux cas des treillis
de poutres. Dans cette partie est également exposer le traitement des conditions aux limites et aux inter-
faces. Nous donnons ensuite un aperçu de la méthode de résolution numérique des équations de transport
par un schéma DG et nous présentons un exemple d’application. Quelques conclusions et perspectives
sont proposées dans la section Sect. 5.

2 Modèle de poutre tridimensionnelle

La mise en œuvre du modèle de transport évoqué ci-dessus nécessite d’abord d’établir le comporte-
ment dynamique d’une poutre de Timoshenko tridimensionnelle, c’est-à-dire ses équations d’équilibre
et de comportement. Le but de cette section est d’exposer ces équations dans l’optique du paramétrage
HF proposé par la suite dans la Sect. 3.

2.1 Modèle géométrique et cinématique

Pour décrire le comportement vibratoire des poutres, on adopte le modèle cinématique de Timo-
shenko. Les sections d’une poutre sont donc supposées rigides, et celle-ci est constituée d’un matériau
isotrope dont les hétérogénéités varient lentement par rapport aux longueurs d’ondes. De plus, les para-
mètres décrivant ce matériau sont supposés être distribués symétriquement sur les sections transversales
par rapport à la fibre neutre, qui est supposée traverser les sections par leur centre d’inertie. Le modèle
prend également en compte ses courbures. Soitt̂(s), n̂(s), b̂(s) les vecteurs tangent unitaire, normal et
bi-normal constituant un repère de Frenet-Serret défini par rapport à la fibre neutreC , qui est paramétrée
par l’abscisse curvilignesappartenant à un sous-ensemble (non borné dans un premier temps) deR. Les
coordonnées curvilignes correspondantes sonts = (s,s2,s3)T telles qu’un pointx dans le sous-ensemble
Ω deR3 occupé par la poutre est paramétré parx = Ψ(s) dans un repère fixe.Ω peut également s’écrire
sous la formeΩ ≡ C ×Σ(s), où Σ est la section transversale de la poutre. La courbureκ(s) est définie
pardt̂/ds=κn̂ (c’est-à-dire la courbure autour deb̂), et la torsionτ(s) est définie pardb̂/ds=−τn̂ (la
courbure autour de ˆn). Les dimensions de la section doivent être petites par rapport à la courbure et la
torsion [11]. Dans le cadre des hypothèses cinématiques de Timoshenko, le déplacement d’un points de
la section s’écrit dans le repère local :

u(s, t) = uc(s, t)+θ(s, t)×s⊥ ,

où s⊥ = s− (s · t̂)t̂ ∈ Σ(s), uc(s, t) = uc(s, t)t̂(s)+ vc(s, t)n̂(s)+ wc(s, t)b̂(s) est le déplacement de la
fibre neutre, etθ(s, t) = θ1(s, t)t̂(s)+θ2(s, t)n̂(s)+θ3(s, t)b̂(s) est le vecteur des petites rotations de la
section. Ce modèle pourrait être raffiné afin d’être plus précis dans le domaine HF. Par exemple, il serait
possible d’ajouter un degré de liberté lié à la déformation non-linéaire de la section [12], ou d’introduire
une troisième courbure de la fibre neutre associée à la torsion de la poutre au repos [13]. Ces aspects font
l’objet de recherches en cours.

2.2 Relations de comportement et dynamique des poutres de Timoshenko

Les équations d’équilibre dynamique et les relations de comportement d’une telle poutre, sous l’hy-
pothèse des petites perturbations, sont :

DF = ρSÜc , (1)

DM + t̂×F = JΘ̈ , (2)

F = SC1(DUc + t̂×Θ) , (3)

M = C2DΘ , (4)
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où les deux points représentent la double dérivation par rapport au temps.ρ(s) est la densité volu-
mique du matériau.F (s, t) = (T1(s, t),T2(s, t),T3(s, t))T et M(s, t) = (M1(s, t),M2(s, t),M3(s, t))T re-
présentent respectivement les efforts et les moments résultants sur la section d’aireS exprimés dans le
repère local,Uc et Θ sont des vecteurs deR3 composés des coordonnées deuc et θ dans le repère
local de Frenet.J(s) = diag(I(s),J(s),K(s)), J = ρ

R
Σ s2

3dΣ, K = ρ
R

Σ s2
2dΣ, I = J + K sont les inerties

de la poutre,C1(s) = diag(E,(µG),(µG)) est le tenseur de relaxation, avec(µG)(s) la moyenne du
module de cisaillement réduit sur la section, etE(s) est le module de Young moyen de la section, et
C2(s) = diag(µGI,EJ,EK) est le tenseur de relaxation moyen pour les mouvements de rotation. Enfin
D(s) est la matrice de Frenet, introduite par la dérivation par rapport à l’abscisse curviligne :

D(s) =

 ∂
∂s −κ 0
κ ∂

∂s −τ
0 τ ∂

∂s

 .

La dynamique de la poutre, paramétrée exclusivement par son abscisse curvilignes∈ R, est décrite
par les équations (1-4). En introduisant le vecteur d’étatX(s, t) = (U̇T

c ,Θ̇T ,F T ,MT)T de R12, il est
possible de les mettre sous la forme d’un système hyperbolique du premier ordre de dimension 12×12 :{

A(s)∂tX = (D1∂s+D0(s))X ,
X(0,s) = X0(s) ,

(5)

oùA est une matrice diagonale définie parA(s) = diag(ρSI3,J ,(SC1)−1,C−1
2 ), In est la matrice iden-

tité n×n, etD1 et D0 sont des matrices 12×12. On remarque queD1 est symétrique et ses éléments
sont égaux à 0 ou 1, et queD0 est antisymétrique et contient les termes relatifs à la courbure. Dans notre
casX0(s) est le vecteur des conditions initiales. La densité d’énergie mécanique de vibration de la poutre
E ∈ R+ peut alors s’écrire :

E(s, t) =
1
2
(X,X)A , (6)

et la densité de flux d’énergieΠ ∈ R dans la poutre est :

Π(s, t) =−1
2
(X,X)D1 =−(F · U̇c +M · Θ̇) . (7)

On adopte la notation(u,v)G := uTGv oùG est une matrice carrée. Finalement, le produit scalaire de
l’Eq. (5) avecX mène à la loi de conservation de l’énergie, encore appelée équation de continuité :

∂tE +∂sΠ = 0. (8)

3 Propagation d’ondes HF dans des treillis de poutres tridimensionnels

Dans cette partie, nous nous intéressons à la caractérisation de la solution du système (5) dans le
domaine HF. Les vibrations HF sont initiées par des conditions initiales qui oscillent à une échelleε
comparable à la longueur d’onde. Elles peuvent être par exemple sous forme d’ondes planesX0

ε (s) =
χ(s)ei ks/ε où k ∈ R et χ(s) est un vecteur variant lentement. Le système (5) étant hyperbolique, sa
solutionXε(s, t) est de même nature que la condition initiale, il n’est donc pas possible de décrire sa
limite lorsqueε → 0 (qui correspond au régime HF). Cependant, l’énergie injectée dans le système
par les conditions initiales va se propager dans la poutre, et nous devrions être capables de suivre son
évolution par l’Eq. (8). Le lien entre la solutionXε de l’Eq. (5) et son énergie lorsqueε → 0 est établi
grâce à la transformée de Wigner deXε et sa limite, la mesure de Wigner. Il est montré dans [3, 15, 16]
comment une relation de continuité pour la mesure de Wigner de la forme de l’Eq. (8) peut ensuite être
obtenue.

3.1 Transport d’énergie HF dans une poutre de Timoshenko

Dans le cadre d’une paramétrisation HF, le problème (5) s’écrit :{
εA(s)∂tXε = (D1(ε∂s)+ εD0(s))Xε ,
Xε(0,s) = X0

ε (s) .
(9)
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La condition initialeX0
ε varie à une échelle plus petite ou égale àε, ce qui est le cas pour les ondes

planesX0
ε (s) ∝ ei ks/ε considérées ci-dessus. À condition que la suite(Xε) reste bornée dans l’ensemble

des fonctions de carré intégrable par rapport às∈ R, sa transformée de WignerWε[Xε] a une limite
hermitienne faible (notéeW ) lorsqueε → 0 qui est non négative, la mesure de Wigner de la suite(Xε)
(voir [15, 16]). Celle ci peut être décomposée comme (voir [3, 10]) :

W (s,k, t) =
M

∑
α=1

Rα

∑
i, j=1

wi j
α (s,k, t)vαi (s,k)⊗vα j (s,k) ,

où (vαi )1≤i≤Rα sont les vecteurs propres de la matrice de dispersionL(s,k) := kA−1(s)D1 de l’Eq. (9)
associés à la valeur propreλα de multiplicité Rα (supposée indépendante de(s,k) ∈ R×R∗) avec
∑M

α=1Rα = 12 oùM est le nombre de valeurs propres différentes. Le calcul des valeurs propres deL
donne :

λP±(s,k) =±cP(s)|k|=±

√
E
ρ
|k| chacune de multiplicité 3,

λT±(s,k) =±cT(s)|k|=±

√
µG
ρ
|k| chacune de multiplicité 3,

oùk := kt̂ est le vecteur d’onde dans une poutre orientée par son vecteur tangent unitairet̂, cP etcT sont
les vitesses de groupe des ondes longitudinales et transversales (comme ces ondes ne sont pas dispersives
dans le régime HF, les vitesses de groupe et de phase sont les mêmes). On aR±α = 3 pourα = P,T tant
pour les ondes se propageant suivantt̂ (+) que pour les ondes se propageant suivant−t̂ (−). Par le
calcul des vecteurs propres correspondants, on remarque que ceux associés aux valeurs propres P± sont
de type compression (mouvements de translation selon±t̂) et flexion (rotations autour de±n̂ et±b̂),
tandis que ceux associés aux valeurs propres T± sont de type cisaillement (translations selon±n̂ et±b̂)
et torsion (rotation autour de±t̂). Ils sont linéairement indépendants, donc aucun couplage ne se produit
entre les modes dans le régime HF en dehors des interfaces (lesquelles sont analysées dans la section
suivante). Par ailleurs, on remarque que la courbure et la torsion de la fibre neutre n’interviennent pas
dans la propagation de l’énergie associée aux ondes HF.
L’enjeu de l’approche proposée dans cet article est de caractériser les chemins et les niveaux d’énergie
dans un assemblage de poutres. Grâce à la mesure de Wigner, la limite haute fréquence de la densité
d’énergie (6) peut être exprimée comme :

E(s, t) =
1
2

Z
R

A : W dk. (10)

En utilisant la symétriew j j
α+(s,k, t) = w j j

α−(s,−k, t) [10] et l’orthogonalité(vαi ,vβ j
)L = δαβδi j des vec-

teurs propres deL, l’Eq. (10) se réduit finalement à :

E(s, t) = ∑
α∈{P+,T+}

Z
R

w j j
α (s,k, t)dk. (11)

les wα sont donc les densités d’énergie par modeα dans l’espace des phasesRs×R∗
k. Le vecteur de

densité de flux de puissanceΠ(s, t) := Π(s, t)t̂(s) s’écrit quant à lui :

Π(s, t) =−1
2

(Z
R

D1 : W dk

)
t̂ = ∑

α∈{P+,T+}

Rα

∑
j=1

Z
R

πα j (s,k, t)dk, (12)

oùπα j (s,k, t) := cα(s)w j j
α (s,k, t)k̂ est la densité de flux de puissance du modeα dans une poutre orientée

par son vecteur tangent unitairet̂, aveck̂ := k
|k| = sign(k)t̂ : si k > 0, alors le flux d’énergie se déplace

dans la même direction quêt, mais sik < 0, il se déplace dans la direction opposée. Pour plus de com-
modité la fonction signe sera notée sign(k) = k̂ par la suite.
Les densités d’énergie et de flux de puissance (Eq. (11) et Eq. (12)) que l’on désire calculer dépendent
seulement des éléments diagonauxw j j

α de Wα, α ∈ {P±,T±} [3]. On ne s’intéresse donc qu’à la dé-
termination des éléments(w j j

α+) de Wα+, α ∈ {P,T}, car il existe une symétrie entreWα+(s,k, t) et
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Wα−(s,−k, t). On introduit ainsi l’ensemble des modes énergétiquesE = {P1,P2,P3,T1,T2,T3} corres-
pondant aux vecteurs propresvα j , 1≤ j ≤ 3, et aux valeurs propres associéesλα (comptées avec leurs
ordres de multiplicité) pourα ∈ {P+,T+}, et on décide de noter les éléments(w j j

α ), α ∈ {P+,T+} :
(wα), α ∈ E. Il est enfin possible de montrer (voir [3, 10]) que ces densités satisfont les équations de
transport du type Liouville suivantes :

∂twα +cαk̂∂swα−|k|∂scα ∂kwα = 0, α ∈ E . (13)

Ces résultats étendent ceux décrits dans [9] pour les poutres bidimensionnelles.

3.2 Transport d’énergie dans les structures couplées

La propagation de la densité d’énergie des ondes HF dans une poutre est décrite par les équations de
transport (13). Afin de pouvoir utiliser ce modèle pour des treillis tridimensionels, les phénomènes en
jeu aux jonctions doivent être analysés. Ils contribuent en effet à coupler les densités d’énergiewα. Dans
cette section on reprend le formalisme développé dans [9] pour le cas de jonctions bidimensionnelles.
ConsidéronsN poutres occupant les domainesΩp deR3, p∈{1, ...,N }. Elles sont paramétrées par leurs
coordonnées curviligness = (s,s2,s3)T ∈ R3 telles ques∈ Cp ⊂ R pour la poutrep. Cp est la courbe
formant la fibre neutre de cette poutre, que l’on confond pour simplifier les notations avec l’intervalle
deR dans lequel l’abscisse curviligne varie. Leur jonctionΓ := ∩N

p=1Cp se réduit à un seul pointx0 =
Ψp(s

p
0) dans cette paramétrisation. Soitt̂p le vecteur tangent àCp, p∈ {1, ...N }, pointant vers l’extérieur

de la poutrep à la jonctionΓ, on suppose également pour plus de commodité quesp
0 peut s’écrire

sp
0 = s0t̂

p dans le repère de Frenet de chaque poutrep. De la condition de Rankine-Hugoniot écrite pour
les équations de transport (13), on déduit que le flux de puissance total (12) est conservé à travers la
jonction [17]. Par exemple, la densité d’énergie se propageant dans la poutre 1, impactant la jonction
à s0t̂

1 avec un vecteur d’onde incidentk tel quek · t̂1 > 0, est partiellement réfléchie et partiellement
transmise tandis que le flux de puissance total reste constant. Le flux s’éloignant de la jonction dans la
poutrep après réflexion et transmission s’écrit donc :

|πp
α(s0,k, t) · t̂p|= ∑

β∈E

(
ρpp

αβ(s0)π
p
β(s0,k

p
β, t) · t̂p +

N

∑
q=1
q6=p

τpq
αβ(s0)π

q
β(s0,k

q
β, t) · t̂

q
)

(14)

pour k̂ · t̂p < 0, oùk
q
β = |kq

β|t̂
q tel quecp

α(s0)|kp
α|= cq

β(s0)|kq
β| := ω pour 1≤ p,q≤ N , α,β ∈ E, et où

la trace à gauche de la jonction deπα dans la poutrep est notéeπp
α(s0,k, t) := lim

h↓0
πα(s0 · t̂p−h,k, t).

ρpp
αβ(s0) et τpq

αβ(s0) sont respectivement les coefficients de réflexion et transmission en flux de puissance
de la jonction, aussi appelés efficiences dans la littérature. Les relations (14) ci-dessus sont les conditions
aux limites utilisées pour résoudre les équations de transport (13). Il est utile d’observer qu’elles restent
valables partout dans les poutres lorsqu’on adopte la conventionρpp

αβ = 0 etτpp
αβ = δαβ pour touts 6= s0. Ces

coefficients sont calculés à partir des conditions de continuité en déplacement et en effort à la jonction et
de l’équation des ondes classiques de la même manière que dans [14].
On observe par le calcul que dans la limite HF, les coefficients de réflexion/transmission relatifs à une
onde incidente (notée avec l’exposantI ) correspondant à un mouvement de translationuI

c, vI
c, ouwI

c, et à
une onde réfléchie ou transmise (exposantR/T) de type rotationθR

i , θTq
i , i = 1,2 ou 3, sont nuls ; et ceux

relatifs à un mouvement incident de type rotation et à une onde réfléchie ou transmise de type rotation
s’annulent aussi. De plus, la somme de ces coefficients pour un angle donné est égale à 1 ce qui confirme
que le flux est bien conservé à l’interface.

4 Simulation numérique

Les discontinuités des vitessescα à la jonction nous empêchent d’utiliser la méthode des éléments
finis classique pour résoudre numériquement les équations de Liouville (13) avec les conditions d’in-
terface de l’Eq. (14). En effet, bien que la densité de flux de puissance total soit continue à la jonction
(en vertu de la condition de Rankine-Hugoniot), les densités d’énergie ne le sont pas forcément. Une
méthode d’éléments finis “Galerkine” discontinus (DG) [7] est mise en place pour résoudre l’Eq. (13)
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avec les conditions de réflexion/transmission de l’Eq. (14). Le principe de la méthode est rappelé dans
la Sect. 4.1 et un exemple d’illustration est présenté dans la Sect. 4.2.

4.1 Éléments finis “Galerkine” discontinus

Considérons la partitionTh = ∪K
r=1Dr d’un treillis ∪N

p=1Cp (les fibres neutresCp sont maintenant
supposées bornées) enK sous-domaines distincts, ou éléments finisDr , tels queDr = [sr− 1

2
,sr+ 1

2
]. On

suppose que les vitessescα sont constantes par élément et notéescr
α. Ici |k| est fixé, et leswα sont

considérés comme des fonctions dek̂ plutôt que dek. Comme les solutionswα peuvent être discon-
tinues aux jonctions ou aux interfaces entre éléments, on introduit pour la formulation variationnelle
du type Galerkine de (13) l’espace d’approximationVh =

LK
r=1Vr

h où les espaces tests définis locale-
mentVr

h ⊆ H1(Dr) n’imposent aucune condition aux limites particulières sur∂Dr . En conséquence de
l’absence de telles conditions pour la solution locale et les fonctions tests, la première esta priori multi-
définie aux interfaces entre éléments (dont les jonctions) et le flux aux frontièresπα · t̂r n’est pas défini
(t̂r est la normale extérieure à∂Dr = {sr− 1

2
,sr+ 1

2
}). C’est la raison pour laquelle il est remplacé par un

flux numériqueπ∗
α qui dépend de la trace dewα de chaque côté de l’interface. On obtient la formulation

variationnelle DG en multipliant l’Eq. (13) par une fonction testv∈ Vh et en intégrant par partie. Celle-ci
s’écrit finalement : trouverwα ∈ Vh tel queZ

Dr

(
∂wα

∂t
(s, k̂, t)v(s)−cr

αk̂wα(s, k̂, t)
dv
ds

)
ds=−

[
π∗

α · t̂r v
]s

r+ 1
2

s
r− 1

2

, ∀v∈ Vh .

Le flux numériqueπ∗
α à l’interfaces= sr+ 1

2
est construit à partir des valeurs approchées dewα(sr+ 1

2
, k̂, t)

dansVr
h (la trace dewα ensr+ 1

2
surDr ) et wα(sr+1− 1

2
, k̂, t) dansVr+1

h (la trace dewα ensr+ 1
2

surDr+1).
Il doit être consistant et conservatif, voir [14] pour plus de détails. Dans notre cas, il est défini par :

π∗
α(sr+ 1

2
,k, t) · t̂r = ∑

β∈E

(
ρrr

αβπ
r
β(sr+ 1

2
,kr

β, t) · t̂
r + ∑

r ′∈Ir

τrr ′
αβπ

r ′
β (sr ′− 1

2
,kr ′

β , t) · t̂r ′
)

pourk̂ · t̂r < 0, et :
π∗

α(sr+ 1
2
, t) · t̂r = πr

α(s,k, t) · t̂r

pourk̂ · t̂r > 0, oùIr est l’ensemble des indices des éléments voisins de l’élémentr. Dans notre schéma,
la discrétisation spatiale se fait par des polynômes de Jacobi d’ordre`, et l’intégration temporelle par un
schéma de Runge-Kutta de type SSP (strong stability-preserving) [18].

4.2 Exemple numérique

Le treillis de poutres considéré dans cet exemple est constitué deN = 13 poutres tridimensionnelles :
elles forment un cube de côtéL = 5 (Lp = L pour 1≤ p≤ 12) et la treizième poutre relie deux coins
diamétralement opposés (sa longueur est doncL13 =

√
3L ; voir Fig. 1). Toutes les poutres ont la même

sectionΣ et sont constituées du même matériau élastique, isotrope et homogène. Les vitesses des ondes
(cP et cT pour les modes de compression/flexion et ceux de cisaillement/torsion) sont donc identiques
pour chaque poutre. Le coefficient de Poisson estν = 0.3 et le facteur de réduction de cisaillement est
µ = 5(1+ν)/6+5ν. La propagation de la densité d’énergie dans les poutres est régie par (13) et les
coefficients de réflexion/transmission sont directement calculés par l’approche exposée dans [14]. La
condition initiale représente l’énergie d’un choc composé d’ondes de compression P1 dont l’enveloppe
est gaussienne, et appliqué à la poutre 1 dans la directionk̂ = +1. La densité nodale est fixée à 20/L
éléments uniformes par unité de longueur pour chaque poutre. Pour l’interpolation spatiale, on utilise
des polynômes de Legendre du troisième ordre, et le schéma d’intégration temporelle est un schéma de
Runge-Kutta-Fehlberg d’ordre 4. L’échelle de tempsT = L/cT est introduite : c’est le temps nécessaire
à une onde transversale pour parcourir un côté du cube. Ce paramètre est fixé àT = 50. Le nombre de
Courant CFL := cT∆t/h est égal à CFL= 0.16,h étant la plus grande longueur des éléments. La Fig. 2
montre l’évolution de l’énergie totale

R Lp

0 E(s, t)ds dans chaque poutre. On observe tout d’abord que
les poutres parallèles convergent vers le même état énergétique ; c’est pourquoi, par souci de clarté, les
résultats de la Fig. 2 sont affichés par groupe de poutres parallèles, et ensuite la somme des énergies
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de chaque groupe. Le premier groupe est composé des poutres parallèles à la poutre initialement char-
gée (poutres 1,5,10 et 11), le second est constitué des poutres verticales 2,4,6 et 8, et le troisième des
poutres restantes 3,7,9 et 12 tandis que la poutre diagonale 13 est traitée séparément. De plus, l’éner-
gie totale dans l’ensemble du treillis est conservée ; c’est en effet une propriété du schéma numérique
adopté (l’erreur théorique de dissipation est de l’ordre de 4.10−9 pour` = 3, voir [19]). Enfin, l’énergie
totale dans chaque poutre tend vers une limite quandt → ∞ qui dépend apparemment de ses paramètres
mécaniques. Ce phénomène exhibe le régime diffusif qui se met en place aux temps longs. La Fig. 3
montre l’évolution du rapportE p

T (t)/E p
P(t) entre l’énergie totale des modes transversaux et celle des

modes longitudinaux par poutre, où :

E p
α(t) =

3

∑
j=1

∑
k̂=±1

Z Lp

0
wα j (s, k̂, t)ds 1≤ p≤ 13, α = P,T .

Ce rapport converge vers une constante de la formenp
TcP/np

PcT, où np
P et np

T sont les nombres de modes
longitudinaux et transversaux générés par les phénomènes de réflexion/transmission aux jonctions.np

P et
np

T dépendent de la nature de la condition initiale (de type translation ou rotation) et de la forme du treillis.
Cependant cette limite doit encore être analysée de façon plus systématique. Pour l’exemple présenté ici,
la condition initiale est selon le mode de compressionα = P1 dans la poutre 1. Elle se transmet sous
forme de modes transverses de cisaillement (α = T1 ou T2) dans les poutres perpendiculaires (poutre 2
et 12), et de modes de cisaillement et du même mode de compression dans la poutre 13. Il n’y a donc
aucune conversion en mode de flexion (α = P2 or P3) ou de torsion (α = T3) à aucun moment, etnP = 1
etnT = 2 dans ce cas. Les fortes oscillations du début de la simulation se produisent car certaines poutres
ne sont pas encore chargées ou chargées exclusivement par des ondes longitudinales ou transversales.

13

8

7

2
12

3

4
10

6

9

Beam #1

11

5

FIG. 1 – Vue de la géométrie du treillis de poutres et de la conditions initiale.

FIG. 2 – Évolution de l’énergie vibratoire totale
dans le treillis pour une onde incidente longitudi-
nale.

FIG. 3 – Évolution du rapport
cTE p

T (t)
2cPE p

P(t)
dans

chaque groupe de poutres.

7



5 Conclusion

Un modèle de transport de la densité d’énergie vibratoire HF dans un treillis tridimensionnel de
poutres a été développé. Il prend en compte les phénomènes de réflexion/transmission aux jonctions dans
ce domaine fréquentiel. Le modèle analytique proposé peut être intégré numériquement par un schéma
d’éléments finis “Galerkine” discontinus couplé à un schéma d’intégration temporelle de Runge-Kutta.
Grâce à ses faibles dispersion et dissipation numériques, ce schéma est adapté à des simulations tempo-
relles longues. Les résultats numériques obtenus illustrent bien le régime transitoire et l’apparition d’un
régime diffusif aux temps longs. Ce dernier est généré par les multiples réflexions et transmissions des
modes énergétiques aux jonctions, avec de possibles conversions. Ce processus de diffusion est différent
de celui obtenu dans des milieux aléatoirement hétérogènes (voir [3, 8, 10]), mais se traduit qualitati-
vement et quantitativement par un comportement asymptotique similaire. La diffusion est caractérisée
par l’équirépartition de l’énergie totale par sous structure et par mode d’énergie ; une situation que l’on
retrouve dans l’hypothèse d’équirépartition modale évoquée dans l’analyse statistique énergétique (SEA)
des systèmes vibro-acoustiques [1]. Cependant une analyse mathématique rigoureuse du comportement
diffusif induit par les réflexions/transmissions multiples aux jonctions devrait être conduite. D’autres
améliorations pourraient être le raffinement des hypothèses cinématiques dans le but de décrire des sec-
tions non rigides, ou la prise en compte d’efforts de précontrainte.
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