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Prise en compte d’incertitudes dans I'analyse modale de mames
tournantes

E. Sarrouy, O. Dessombyz JJ. Sinoti

1LTDS (UMR CNRS 5513), Ecole Centrale de Lyon, France, {emaisarrouy,olivier.dessombz,jean-jacques.sinoe¢@on.fr

Résumé— L'objectif de ces travaux est de caractériser I'impachdértitudes dans un systéme tournant
sur les éléments modaux. Des indicateurs caractéristigleegue le diagramme de Campbell (évolution
des fréquences propres du systéme avec la vitesse dempttles déformées propres sont donc calculés
dans différentes configurations incertaines. L'approctop@sée s’appuiera sur une décomposition des
modes selon le chaos polynomial.

Mots clés— Machines tournantes, Analyse modale, Incertitudes, €patynomial.

1 Introduction

La prise en compte d’incertitudes en dynamique des strestast aujourd’hui un besoin reconnu.
Différentes méthodes sont proposées dans la littératuragttant de les introduire et de les propager
aux grandeurs d'intéréts, que ce soit une déformationgstatou une réponse dynamique a une excita-
tion donnée, ou encore les grandeurs modales de la strutineerevue assez compléte est proposée
dans la série de publications, [2, 3]. Parmi ces méthodes, on trouve notamment celles baséelesur
développements en série de Taylor, généralement tronqupeeaier ou au deuxieme ordre en raison
des difficultés de calculs des termes d’ordre supérieurrdvail proposé repose sur une autre méthode
largement reconnue qui est celle de I'expansion sur le chalymomial ] développée plus avant dans
la suite. Enfin, les simulations de Monte Carlo reposent sarestimations statistiques réalisées a partir
du calcul direct des quantités visées sur de larges édioastil

Ce travail se concentre sur I'étude de la dispersion desirglet vecteurs propres de la structure,
sujet rarement traité dans la littérature. Citons quand enEhqui propose une application du chaos
polynomial dans le cas d'un systéme simple. La méthode pasppermet de traiter des systémes avec
amortissement et/ou effet gyroscopiques. Ces systemssrieht des élément propres complexes. L'ap-
proche exposée permet de considérer une évolution distifes parties réelles et imaginaires de ces
grandeurs en généralisant la méthode développée danavasxrf] et reprise et illustrée dans]

Elle sera ici exposée et mise en ceuvre pour I'étude d’'un ystéurnant non amorti, ne comprenant
donc que des effets gyroscopiques.

La prochaine section est dédiée a I'exposé de la méthodeqaitdsde brefs rappels sur I'étude des
systemes tournants. La secti®présente son application a un modéle éléments-finis de Eitertraite
successivement de la validation de la méthode par comparaigc des simulations de Monte Carlo, de
ses performances en termes de codt de calcul et enfin propesanalyse des résultats relatifs a cette
structure.

2 Expansion sur le chaos polynomial pour le probleme aux vales propres
dans le cas incertain

Rappels dans le cas déterministe Lorsque l'on traite le cas de machines tournantes non-éesort
linéaires et déterministes, I'équation dynamique peutrg&

Md+Gq+Kg=0 €Y

g, g etd représentent le vecteur des degres de liberté (ddl) et se®el par rapport au tempil et
K correspondent aux matrices de masse et de raideur. La peessé symétrique définie positive, la



seconde, symétrique et positiv@.est la matrice gyroscopique qui reflete les effets d’uneritligion
spatiale de la masse en rotation. Elle est anti-symétrigueoportionnelle a la vitesse de rotatiéh
On noteran la taille du systéme. Pour traiter le probléme aux valeuopias, on passe généralement en
formulation augmentée :

] . 2

A9, = B, etq B, =1 3)

Cette normalisation tient compte de la nature complexe deteurs propres. LesnZouples(Ay, (_pk)
sont ainsi définis de fagon unique. Dans le cas non-amorsidérg, les valeurs propres sont imaginaires
pures ; leur partie imaginaire sera notde(Ax = jox, j> = —1).

Enfin, les valeurs propres évoluant avec la vitesse de oot@tid a la dépendance GeavecQ), on
les représente habituellement selon un diagramme de Célmpd®wy sont tracées en fonction d@
permettant ainsi une vision globale et rapide du compontémte systemed].
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Cette formulation améne au probléme aux valeurs propresal®e suivant :

Cas incertain Lorsque des incertitudes sont introduites dans le modégation () devient

(M+®)a+(c+8)a+(k+K)a=0 @

Les matrices surmontées d’un tilde représentent les tonimns aléatoires de moyenne nulle. Elles sont
fonction d’un ensemble de parameétres aléatoires riptés
Le probleme aux valeurs propres incertain normalisé déwsi, comme pour3) :

(A+B)§ = A (B+B) eth, (B+B)§ —1 5)

{pk etf\k désignant respectivement leseme vecteur propre et valeur propre aléatoire.

L'expansion sur le chaos polynomial consiste en la décoitiposies quantités incertaines sur une
base de polynémes d’Hermite a plusieurs variabigs@e sont les polynémes les plus appropriés pour
décomposer les processus aléatoires gaussiens ; lesqueces-gaussiens peuvent eux étre décompo-
Sés en processus gaussietfls [

Les matrices introduisant I'aléa sont décomposées comihe su

Z

X = z Xabn(&) (6)
)
ou X peut étre remplacé parl, G ou K. Y1 désignera par convention le polynbme constant égal a 1,
associé a la composante déterministe ; il s'en suit que lgs@mes avec un index supérieur ou égal a 2
sont de moyenne nulle.

Pour la méthode proposée, les valeurs propres et vecteapeegraléatoires du systents ¢ont décom-
posés a la fois sur les modes déterministes et le chaos poigtho

N P

M=y (Cas+i Vs ) ws(®) et@ = 3 (“p®)+i “o(®)) o, Y
s=1 p=1
ou N N
“TE) = 3 Youn(®) and “B(@) = 5 “un(@) ®
n=1 n=1

ou les coefﬁcienté"M}, (k)ug, (Kag et (Wbs sont réels. Cette décomposition surfesiodes déterministes
est une généralisation des travaux de théke]le permet une évolution découplée des parties réelles e
imaginaires des éléments propres.

Le systéme d’équations & résoudre est obtenu en projé&esur(la base du chaos polynomigl(g),
1 <k <N et en séparant les parties réelles et imaginaires. Cecrg&@mP + 1)N équations non-
linéaires (quadratiques), c’'est-a-dire autant que dhimces.
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3 Application a un modele éléments-finis de rotor

Dans cette partie, la méthode proposée est appliquée a uglendddments-finis (EF) de rotor. Dans
un premier temps, le modéle et les deux cas incertainsdrsaiiét exposés. La méthode est ensuite validée
par comparaison de ses résultats avec des simulations d& I¢ario. Enfin, la dispersion observée sur
les éléments propres est commentée.

3.1 Modele déterministe et cas incertains traités

Le rotor traité est constitué d’'un arbre modélisé par septnes de Timoshenkd3], supporté par
deux paliers souples non amortis modélisés chacun par d=msonts linéaires orthogonaux. L'arbre
supporte trois disques, répartis comme indiqué en Fifjukees caractéristiques des différents éléments
sont, pour I'arbre : longueur totalle = 0.7 m, diametre extérieud = 0.01 m, module d’Youncg =
2.10'" Pa, module de cisailleme@ = 7.7- 10'° Pa; pour les disques : diamétre intéri@r= 0.01 m
et diamétre extérieube = 0.2 m pour les deux premiers B, = 0.15 m pour le troisieme. La masse
volumique de l'arbre et des disques est celle de I'agier 7800 kg.ni. Chaque ressort modélisant les
paliers est de raidetr=1-10" N.m1.

Disque 1

Palier 1

Palier 2

FiG. 1 — Schéma du modéle éléments-finis du rotor étudié

Les équations du systeme sont écrites dans le repére fixssddelage des matrices des différentes
contributions améne a une équation de la fordjeo(i g est de taille 32. Le calcul des valeurs propres
pour différentes vitesses de rotatior(cf. Sectior2, Eq. 3)) permet d’obtenir le diagramme de Campbell
dans le cas déterministe, représenté en Figure
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FIG. 2 — Rotor EF : diagramme de Campbell déterministe

Comme indiqué sur ce graphique, nous concentrerons noitle éur les 3 premiers modes (notés
pour len-ieme mode direct @iB pour len-ieme mode rétrograde) sur la plage de fréquences de notatio
[0,70] Hz. La droitew = Q permet de lire les vitesses critiques qui s@atg = 10.46 Hz,Qr = 11.98
Hz, Qus = 2391 Hz,Qur = 34.12 Hz,Qp = 4354 Hz etQqr = 51.87 Hz.

Les deux cas incertains abordés sont :



— Cas 1: incertitude sur la raideur du palier 1. Dans chaquetithny et z, la raideurk du premier
palier subit une dispersion représentée a I'aide d’'unedainale dont I'écart-type vaut 5 % de la
valeur nominale. Ceci impacte la matrikeet nous amene a la décomposer sous la foBpavec
Nk = 2.

— Cas 2 : incertitude sur la masse volumique du disque 1. Danasp pour le disque 1 varie selon
une loi normale dont I'écart-type vaut 3 % de la valeur no@in&€eci entraine une composante
incertaine pour les matrices de masse et gyroscopifjye= 2 etNg = 2.

L'étude des cas incertains est effectuée en évaluant Igectioms a I'ordre 2 sur le chaos polyno-
mial des six premiers couples valeurs propres et vectewgregs pour 15 vitesses de rotatiéhe
[0,5,10,...,65,70. N'ayant qu'une seule variable aléatoire pour chaque tasidation de I'ordre 2 im-
plique que la base du chaos polynomial utilisée est compiesg&ois polyndmeg (&) =1, W (§) =§
etPs(§) = &2 — 1. Le systéme augmenté étant de taille 64, cette déconpogiéinére 390 coefficients a
déterminer. Un échantillon de 10000 poigtsst ensuite utilisé pour évaluer les éléments propres &sapr
ces projections en appliquant la formul® @’'une part et un calcul direct d'autre part, c’est-a-direeu
simulation de Monte Carlo qui permettra de valider les tégsilde la méthode proposée.

3.2 Performances de la méthode

Nous comparons ici les résultats obtenus par projectiotesthiaos polynomial et ceux obtenus par
simulations de Monte Carlo en termes de précision de résudtale temps de calcul.

Erreur commise Commencons en précisant que les valeurs propres du systedié gont théorique-
ment imaginaires pures. Or, la possibilité est laisséegardthode de leur attribuer une partie réelle. Il a
donc été vérifié que cette partie réelle était négligeablérfeure a 10%%). Nous entendons maintenant
par « valeur propre » la partie imaginaire des grandeurs temp évaluées.

Pour chacun des deux cas étudiés et pour chaque vitessatlerdterreur relative entre les valeurs
propres obtenues selon les deux méthodes est calculéda&omule suivante pour chacun des 10000
points de I'échantillon test :

€ = (0T — wS) /W' x 100 9)

ou w{l"c et o.)EC correspondent auk-iemes valeurs propres obtenues poui-iéme point§ par calcul
direct et la decomposmon sur le chaos polynomial respectent. L'erreur relative maximale observée
est alors de B2-103% pour le premier cas incertain et de23- 107°% dans le second. Cette erreur
est donc tout a fait négligeable et rend compte d’'une bonéeigion de la méthode pour le calcul des
valeurs propres.

Le méme type de calcul est effectué pour les vecteurs proguesont comparés ddl a ddl. Toutes
les déformées propres ont auparavant été ramenées daas O, Oy) pour que cette comparaison ait
du sens. Lerreur relative sur le déplacement ssglate chacun des 8 noeuds est ensuite évaluée selon
(10) qui élimine les ddl pour lesquels le déplacement est gualsiOn obtient ainsi pour chaque vitesse
de rotation 1000& 8 erreurs relatives.

emjz{ (6l1S — @B ) /i x 100 i [gffS) > 1-10°9 o

0, sinon

ou l'indicel, 1 <1 < 8 correspond au numéro du noeud considéré.

Les résultats sur les vecteurs propres sont moins saéisfsisjue sur les valeurs propres : pour le cas 1,
on trouve que 75% des erreurs calculées sont inférieure$230pour une erreur maximale observée

de 153% ce qui est raisonnable. Dans le second cas, en revan@8s sles erreurs sont inférieures a

3.53%, certaines vont jusqu’a 25%.

Temps de calcul Un autre intérét des méthodes reposant sur une projectida shiaos polynomial est
d’essayer d'étre plus rapide qu’une simulation de MontddCaes temps de calcul sont donnés dans le
Tableaul. Les calculs ont été réalisés avec un processeur Intel Q@8z) avec 8 Go de RAM; la plu-
part des calculs tirant parti du quadri-cceur, les temps idattente sont approximativement le quart des
temps indiqués. On constate donc que I'obtention des cimefticde la projection sur le chadg:gjection)

4



TAB. 1 — Temps de calcul (s cpu)
Chaos polynomial ‘ Monte Carlo
tprojection ‘ tevaluation ‘ tiotal
1 10211 33 10244 4293
‘ 2 ‘ 9695 ‘ 33 ‘ 9728 ‘ 4260 ‘

‘ Cas

est I'étape consommatrice dans la méthode proposée tamelibégaluation des 10000 jeux de valeurs
propres et vecteurs propres,fiuation €St bien plus rapide que dans le cas de simulations de Manmte.C

Il semble donc évident que ces méthodes sont intéressaamedalcas de grands échantillons. De plus,
elles permettent, une fois la projection calculée, deséalrés rapidement des évaluations des éléments
propres pour des échantillons d’écart-types différentdinEdeux pistes semblent pouvoir permettre de
diminuer le co(t de calcul. Tout d’abord, la réduction dedmille de modes déterministes utilisée pour
la projection des grandeurs aléatoires permettrait deingdwnsidérablement la taille du systéme et
ainsi le temps de résolution. Ensuite, précisons que pdie étude, I'évaluation de la matrice jaco-
bienne du systéme est réalisée par différences finies ; mgeggnmation de cette jacobienne permettrait
vraisemblablement d’'accélérer aussi la résolution diesyst

3.3 Interprétation des résultats

Nous séparons ici les commentaires sur I'évolution desuvalgropres et des vecteurs propres. Pour
chacune des grandeurs, on représente I'évolution de lardisgm avec la vitesse de rotation ainsi que leur
dispersion aux vitesses critiques, grandeurs importatans le cadre de I'étude des machines tournantes.

Dispersion des valeurs propres La Figure3 propose une représentation des résultats stochastiques
sous forme d’'un diagramme de Campbell sur lequel ont été&tégmla valeur moyenrngy des valeurs
propres (point bleu) ainsi qu'une plage de valeurs reptésérta valeur moyenne plus ou moins 3 fois
I'écart-typewy &= 30« (fond bleu), pour chaque vitesse de rotation considéré€iduiare4 expose quant

a elle la dispersion des 6 premieres vitesses critiquesfeoue d’histogrammes. Pour chaque pdint

de I'échantillon considéré, ces vitesses critiques ontékéulées en interpolant I'évolution de&(Q) a

I'aide d’'un polyndme d’ordre 2 basé sur les résultats auesgies 5 Hz, 35 Hz et 65 Hz puis en résolvant
w(Q) = Q.

On constate que la dispersion est trés faible pour le prezaeétudié (Figure3(a) et4 (a)). Ceci est
cohérent avec la configuration « paliers rigides » du rotos@#éré : la déformation est majoritairement
absorbée par I'arbre et la raideur des paliers n’a que pedigéince. A l'inverse, le second cas incertain
pour lequel la masse volumique du premier disque est affqut&sente une dispersion plus importante
qui augmente avec le numéro du mode et qui varie avec la gi@ssotation (phénomene tres visible
sur le mode 3F, Figur8 (b)). Ceci se retrouve sur la dispersion des vitesses gesicen Figurel (b).

Ce second cas souligne l'intérét d’'une étude stochastique yn bon dimensionnement de structures
tournantes.

Dispersion des vecteurs propres Pour représenter la dispersion des vecteurs propres ucaiedi
proche du MAC (Modal Accordance Criterion) est proposé : smies modes propres aléatoires sont
décomposés selon les modes propres déterministes (gl 6emble pertinent d’observer la grandeur
| 0Fp(8) +] Miin(E)|, c'est-a-dire la contribution dp-iéme mode déterministe &iéme mode aléatoire.
On se rapproche ainsi d’'un MAC pour lequel le produit scelaiilisé est celui défini par la matrice de
masse. Comme les polyndm@s sont de moyenne nulle poar> 2, on a directement

E[| ¥9p(&) + ¥ip(@)] = | g+ “gl.

Cependant, I'expression de I'écart-type n’est pas aussplsi car on prend en compte le module du
coefficient complexe; il est donc évalué numériquement. d@ésentation graphique est similaire a
celle d'un MAC, avec les modes aléatoires en abscisse etdegsdéterministes en ordonnée. Seules
les contributions des 12 premiers modes déterministeshpsde ceux étudiés sont représentées.
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FiG. 3 — Diagrammes de Campbell aléatoires

(@) Cas1
Mode 1F Mode 2F Mode 3F
400 € 400 od 400 0
200 200 200
0 : 0 : 0 :
11.98 11.98 11.98  34.09 34.11 3412 51.82 51.86 51.91
M 1B M 2B M B
400 ode 400 ode 400 ode 3
200 200 200
0 : 0 : 0 :
10.45 10.46 1046  23.92 23.92 23.92 4354 4354 4355
(b) Cas 2
400 Mode 1F 400 Mode 2F 400 Mode 3F
200 200 200
0 : 0 : 0 :
11.86 11.98 121 3355 34.11 3467 50.16 51.88 53.6
Mode 1B Mode 2B Mode 3B
400 400 400
200 200 200
0 : 0 : 0 :
10.3 10.46 1062  23.63 23.92 2422 4317 4354 43.92

FIG. 4 — Vitesses critiques : nombre d

‘'occurrences selon lauvale la vitesse critique (Hz)



La Figure5 représente I'écart-type de l'indicateur de type MAC sewdam la moyenne consiste en
effet comme attendu en des 1 sur la diagonale. La Figueprésente plus simplement la dispersion
des déformées propres aux vitesses critiques calculéeédamdment : la déformée moyenne est tracée
ainsi que des segments représentant la moyenne plus ou 8drsis I'écart-type a chaque nceud, ce
coefficient ayant été choisi pour rendre la dispersion asslor les figures.

On retrouve une tres faible dispersion des vecteurs prataes le cas d’une incertitude localisée sur le
premier palier (cf. Figure$ (a) et6 (a)) confirmant la trés faible sensibilité d’'un systéme erakeps
rigides » a des perturbations sur la raideur de ses paliersetond cas traité fait apparaitre une dispersion
qui impacte tout le systéme bien que seul le premier discwedunise de I'aléa (Figuré (b)). De plus,

on remarque sur la Figure(b) que certains modes déterministes ont une importanéssarte dans la
décomposition des modes propres aléatoires lorsque kseitde rotation augmente.

Enfin, pour les deux cas traités, la Figéreoutient I'nypothése que seuls quelques modes déteresnist
pourraient étre retenus pour la décomposition des moda®aiés, certains termes étant quasi-nuls. Pour
le second cas, une projection sur les 8 premiers modes seiblglar exemple suffisant, permettant un
gain considérable sur le colt de calcul.

(@) Cas 1
Q=10Hz Q=20Hz Q=30Hz
x107
2 2 2
. . . 3.0
6 6 6
8 8 8
10 10 10
12 12 12 2.0
1B 1F 2B 2F 3B 3F 1B 1F 2B 2F 3B 3F 1B 1F 2B 2F 3B 3F
Q=40Hz Q =50Hz Q =60Hz
2 2 2
4 4 4 1.0
6 6 6 ||
8 -. 8 -. 8
10 10 10
12 12 12 0.0
1B 1F 2B 2F 3B 3F 1B 1F 2B 2F 3B 3F 1B 1F 2B 2F 3B 3F
(b) Cas 2
Q=10Hz Q=20Hz Q=30Hz
x1072
2 2 2
4 4 4 1.2
6 6 6
8 8 8 1.0
10 10 10
12 12 12 0.8
1B 1F 2B 2F 3B 3F 1B 1F 2B 2F 3B 3F 1B 1F 2B 2F 3B 3F
Q=40Hz Q =50Hz Q=60Hz (¢
2 2 2
4 4 4 0.4
6 [ | 6 || 6 |
8 8 8 0.2
10 10 10
12 12 12 0.0

1B 1F 2B 2F 3B 3F 1B 1F 2B 2F 3B 3F 1B 1F 2B 2F 3B 3F

Fic. 5 — Dispersion des vecteurs propres : écart-type de lagiiofesur les 12 premiers modes déter-
ministes

4 Conclusion

Une méthode reposant sur une décomposition sur le chaasqmigl des modes propres aléatoires a
été exposée et illustrée sur un modeéle éléments-finis de toteertitude sur ce systéme a été introduite
successivement sur la raideur d'un palier et la masse valuend’un disque, donnant des résultats trés
différents. La comparaison des résultats avec des sironfatie Monte Carlo a permis de valider la
méthode en termes de précision de résultats et des pistég&@roposées pour la rendre moins colteuse.
Enfin, 'analyse des résultats démontre que la prise en eodgt'aléa dans certains organes peut avoir
des conséquences non-négligeables sur le dimensionndegegystemes tournants.
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