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Résumé— Dans ce travail, nous présentons un enrichissement des modèles Éléments Finis de poutres
de Timoshenko capable de décrire le comportement jusqu’à rupture de structures de type portique en
béton armé. Le modèle proposé combine la prise en compte de phénomènes de rupture diffus et le dé-
veloppement de rotules plastiques gérées par l’introduction de discontinuités de rotation. Les paramètres
du modèle macro de poutre de Timoshenko sont déterminés à partir d’un modèle plus fin s’appuyant sur
des éléments multi-fibres eux-mêmes enrichis de discontinuités de déplacement en mode I.
Mots clés— béton armé, rupture localisée, discontinuité forte, modèle multi-fibre.

1 Introduction

Le travail présenté ici a pour objectif le développement d’outils numériques permettant l’optimisa-
tion du dimensionnement des structures de type portique en béton armé. Les procédures standards de
dimensionnement de ces structures s’appuient, en général,sur l’analyse limite des sections droites à
partir des efforts généralisés obtenus sur le composant considéré. Pour des structures hyperstatiques, la
rupture d’un composant ne conduisant pas nécessairement à la ruine complète de la structure, de telles
approches se traduisent par un sur-dimensionnement. L’objectif du présent travail est de proposer une
approche incluant à la fois la description du comportement pré-pic non-linéaire mais également l’appa-
rition des zones d’endommagement ou de plasticité localisée pour le cas des structures en béton armé
de type portique. Pour ce faire, un modèle «macro» basé sur une formulation de poutre de Timoshenko
est développé. Les phénomènes non-linéaires apparaissantavant la rupture du composant - tels que la
rupture du béton ou la plastification des armatures - sont pris en compte par l’intermédiaire d’un modèle
non-linéaire écrit en termes d’efforts généralisés. Le développement de rotules plastiques est quant à lui
décrit par l’introduction, sur le principe des méthodes à discontinuité forte [1], d’un saut du champ de
rotation. Afin de garantir la prédictivité des résultats obtenus, une attention particulière doit être por-
tée à la formulation et l’identification des lois de comportement «macros» considérées à l’échelle de
chaque composant poteau ou poutre. Pour ce faire, un modèle plus fin intégrant les comportements non-
linéaires pré-pic et à rupture de chaque matériau (béton, armatures et éventuellement liaison acier/béton)
est considéré. Ce dernier consiste en un modèle multi-fibre des sections droites. À chaque fibre, considé-
rée comme un élément de barre, est affecté un comportement élasto-plastique ou élasto-endommageable
pour décrire la phase pré-pic. Par ailleurs, la rupture ou l’apparition de phénomènes localisés est décrite
au niveau de chaque fibre par l’introduction d’un saut de déplacement axial sur la base des modèles à
discontinuité forte. Ce modèle, plus fin que le précédent, sert de base à l’identification des paramètres
du modèle «macro» utilisé à l’échelle de la structure. Nous présentons ici le modèle macro basé sur
un enrichissement de la formulation de poutre de Timoshenkoainsi que les modifications du modèle
multi-fibre afin de prendre en compte le développement de discontinuités de déplacement axial dans les
fibres. La procédure d’identification des paramètres du modèle macro à partir des résultats du modèle
multi-fibre est également présentée. Enfin, des résultats numériques comparant les deux approches ainsi
qu’une validation à partir de résultats expérimentaux obtenus sur un portique sont présentés.
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2 Poutre de Timoshenko enrichie : prise en compte d’une discontinuité
de rotation

Nous présentons ici les principaux ingrédients permettantd’enrichir la cinématique des éléments de
poutre de Timoshenko de façon à prendre en compte, à travers un modèle en effort résultant, les différents
phénomènes de rupture se produisant localement dans une structure en béton armé : fissuration du béton,
rupture de la liaison acier-béton, plastification des armatures. Nous présentons dans la suite rapidement
les modifications générées dans la formulation de l’élémentde poutre de Timoshenko ainsi que les lois
de comportement macro utilisées pour décrire les différents phénomènes non-linéaires se produisant et
en particulier la rupture.

2.1 Formulation théorique et implantation élément fini

Nous considérons ici une poutre de Timoshenko de longueurL et de sectionA soumise à des charges
distribuéesf (x), q(x), m(x) et concentréesF, Q, C (voir Figure 1(a)). Nous noteronsuetv respectivement
les composantes horizontale et verticale du déplacement del’axe neutre de la poutre etθ, la rotation de
la section.
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FIG. 1 – Poutre de Timoshenko : géométrie et cinématique de l’élément

Afin de reproduire l’apparition de rotules dues au développement de phénomènes de rupture et/ou
plastification localisés, le champ de rotation est enrichi par une discontinuité au pointxc. Les champs de
déformations généralisées s’écrivent alors :

ε(x) =
du(x)

dx
, γ(x) =

dv(x)
dx

−
(
θ̄(x)+ αθHxc

)

︸ ︷︷ ︸

θ(x)

etκ(x) =
dθ(x)

dx
= κ̄(x)+ αθδxc (1)

Du point de vue numérique, la discontinuité est prise en compte en enrichissant la base des fonctions de
forme par une fonctionM(x) discontinue enxc et nulle aux nœuds de l’élément (voir Figure 1(b)). Cet
enrichissement est ici géré dans le cadre de la méthode des modes incompatibles (voir [2]) conduisant à
une interpolation des déformations de la forme :

ε =





ε
γ
κ



 = Bd+Gαθ avecd =
[
u1 v1 θ1 u2 v2 θ2

]T
, B = [B1 , B2] , Bi =





dNi
dx 0 0
0 dNi

dx −Ni

0 0 dNi
dx



 (2)

où la fonctionG est obtenue comme le gradient de la fonction d’enrichissement M (voir Figure 1(b))
sous la forme :

G = (−
1
ℓe + δxc)

[
0 0 1

]T
= Ḡ+ δxc

[
0 0 1

]T
(3)

Le champ de déformations virtuelles est obtenu de la même façon sous la formeε∗ = Bd∗ +Gvβ∗ (avec
d∗ et β∗ respectivement les déplacements et les rotations virtuels). La fonctionGv est obtenue à partir de
G en imposant la vérification du patch-test :Gv = G− 1

ℓe

R ℓe

0 Gdx= Ḡv + δxc

[
0 0 1

]T
.
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La forme faible de l’équation d’équilibre est alors obtenueà partir du principe variationnel à trois
champs de Hu-Washizu sous la forme d’un système de deux équations :







Nelem

A
e=1

[
fe,int − fe,ext] = 0

Z ℓe

0
ḠT

v σdx+Mx=xc = 0 ∀e∈ [1,Nδ
elem]

(4)

oùσ =
[
N T M

]T
est le vecteur des efforts résultants,fe,int et fe,ext notent respectivement les vecteurs

des efforts intérieurs et extérieurs. La deuxième équationdu système (4) est, du fait de l’enrichissement
local réalisé, une équation locale écrite sur chaque élément localisé. Cette propriété est utilisée pour
déterminer localement la valeur du saut de rotationαθ. Par condensation statique au niveau élémentaire
et après linéarisation du système (4), le champ de déplacement généralisé est obtenu comme solution de
l’équation :

Nelem

A
e=1

[
K̂e∆d− fe,ext] = 0 (5)

où K̂e est la matrice de rigidité élémentaire modifiée par la prise en compte du développement d’une
rotule ou discontinuité de rotation dans l’élément.

2.2 Lois de comportement en efforts résultants

La description des phénomènes conduisant à la ruine des structures de type poteau/poutre dans le
cadre présenté précédemment nécessite l’écriture de lois de comportement macro formulées en efforts
résultants. La formulation de l’élément enrichi impose la prise en compte d’un comportement pour le
matériau hors discontinuité représentant les phénomènes dissipatifs diffus et d’un comportement associé
à la discontinuité permettant de décrire les phénomènes dissipatifs localisés. Ces deux modèles sont écrits
dans le cadre classique de la thermodynamique des milieux continus. Les comportements de la poutre
en traction et cisaillement sont supposés demeurer élastiques, seul le comportement en flexion prend
en compte d’éventuelles non-linéarités. Des lois de comportement élasto-plastiques sont considérées,
seules les fonctions seuil utilisées afin de reproduire les différents mécanismes responsables de la ruine
des poutres ou poteaux en béton armé sont présentées. Afin de représenter les différentes phases du
comportement plusieurs fonctions seuil sont introduites.Deux fonctions seuil permettent de décrire le
comportement dans la phase d’écrouissage :

– la première phase est gérée par la fonction seuil :φc(M,qc) = |M|− (Mc−qc) oùMc correspond à
la limite élastique en flexion à partir de laquelle la fissuration du béton débute. La loi d’ecrouissage
considérée est ici supposée linéaire :qc = −K1ξ ;

– la seconde phase de comportement est caractérisée par la fonction seuilφy(M,qy)= |M|−(My−qy)
oùMy correspond au moment de flexion pour lequel débute la plastification des armatures d’acier.
L’écrouissage est ici aussi supposé linéaire :qy = −K2(ξ− ξplas) (ξplas désigne la valeur de la
variable d’écrouissageξ lorsque la plastification débute).

Afin de décrire le comportement de la discontinuité de rotation ou rotule plastique, une loi de com-
portement rigide-plastique est introduite, cette dernière est gérée par la fonction seuil :̄̄φ(Mxc, ¯̄q) =
|Mxc| − (Mu − ¯̄q) où Mxc est la valeur du moment de flexion au niveau de la discontinuité, Mu est le
moment de flexion ultime et̄̄q est la variable associée à l’adoucissement décrit par une loi linéaire de la
forme : ¯̄q = − ¯̄K ¯̄ξ avec ¯̄K < 0. La loi constitutive obtenue pour la discontinuité s’écrit alors :Ṁxc = ¯̄Kα̇θ.

3 Modèle de poutre multi-fibre enrichi

Afin d’identifier les paramètres du modèle macro présenté précédemment et de garantir ainsi la pré-
dictivité des résultats obtenus, un modèle plus fin basé sur l’utilisation d’éléments multi-fibre est consi-
déré. L’utilisation d’un modèle multi-fibre permet de gérerdes éléments de type poutre dont la section est
constituée de plusieurs matériaux comme cela est le cas pourles structures en béton armé [3]. Comme
pour le modèle macro précédent, afin de prendre en compte les phénomènes dissipatifs localisés, un
enrichissement de la cinématique classique des fibres est réalisé par l’ajout d’une discontinuité de dépla-
cement axial.
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3.1 Enrichissement des fibres

Nous considérons ici une poutre de longueurL composée de plusieurs éléments de longueurℓe. La
section de la poutre est supposée rectangulaire de largeurb et de hauteurh, elle est décomposée en fibres
de béton ou d’acier. Nous noteronsyi la position verticale de la fibrei par rapport à l’axe neutre de la
poutre. La poutre est soumise à un effort normal supposé constant et à un moment de flexion (voir Figure
2). Chaque fibre est considérée comme un élément de barre enrichi par une discontinuité du déplacement

FIG. 2 – Élément de poutre multi-fibre

axial. Ainsi, de la même façon que pour la rotation dans le casdu modèle de poutre présenté à la section
précédente, le champ de déformation s’écrit sous la forme :

ε̄i
x,t =

2

∑
a=1

Badi
a,t +Grαi = Bidi

t +Grαi
t ; Bi = [B1,B2]

T ; di
t = [di

1,t ,d
i
2,t ]

T (6)

avecBa =
dNa

dx
, Na notant la fonction de forme associée au nœuda et Gr = −

1
ℓi . Le déplacement axial

di
a,t du nœuda de la fibrei est obtenu, en considérant la cinématique de poutre de Timoshenko, à partir

des déplacements et rotations nodaux :di
a = ua−yiθa. La valeur du saut de déplacementαi

t est obtenue
en résolvant, pour chaque fibre, l’équation d’équilibre local associée à l’introduction de la discontinuité :

he,i =

Z ℓi

0
Gvσ(d,αi)dx+ t(αi) = 0 (7)

où t(αi) correspond à la traction au point de discontinuitéxc.

3.2 Assemblage des fibres dans la section

L’état de contrainte calculé, dans chaque fibre, est utilisépour déterminer les efforts intérieurs par
assemblage sur la section. La matrice de rigidité élémentaire est alors de la forme :

Kelmt =

Z ℓe

0
BTK sBdx (8)

où K s correspond à la rigidité de la section obtenue en assemblantles contributions de toutes les fibres
de la section :

K s =





R

ADin dA 0
R

ADin dA
k

R

aGin dA 0
sym

R

Ay2Din dA



 (9)

k est le facteur de correction en cisaillement,Din et Gin les modules élastoplastiques en traction et ci-
saillement. Afin de rendre compte de la présence d’une discontinuité de déplacement au sein de chaque
fibre, les composantes de la matriceK s correspondant aux degrés de liberté en rotation sont modifiées :

Kelmt
3a3b = Kelmt

3a3b−
Nf ib

∑
i=1

F i
r,a

(

H i + ¯̄K
)−1

F i
v,b

T
, a,b = 1,2. (10)
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où F i
r,a = Ai

R ℓe

0 −yBaDinGrdx, F i
v,a = Ai

R ℓe

0 −yBaDinGvdx et H i = Ai
R ℓe

0 −yGvDinGrdx. Ai désigne l’aire

de la section de la fibrei, Nf ib le nombre total de fibres dans la section et¯̄K le module d’adoucissement
associé à la discontinuité.

3.3 Lois de comportement des fibres

Des lois de comportement élasto-plastiques adoucissantes, formulées dans le cadre de la thermody-
namique des milieux continus, sont considérées à la fois pour le béton et l’acier des armatures. La Figure
3 donne une représentation de ces comportements en tractionet en compression. Le comportement du
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FIG. 3 – Lois de comportement considérées pour le béton (gauche)et l’acier (droite)

béton, considéré comme non symétrique en traction/compression, est décrit à l’aide de trois fonctions
seuil pour la partie compression :







φc
ci(σ,q) = |σ|− (σc

i −qi) 6 0 , i = 1,2,3

i = 1 : phase d’écrouissage :σc
1 = fyc, q1 = −Kc

1ξc
1

i = 2 : phase adoucissante :σc
2 = f ′c, q2 = − ¯̄Kcξc

2

i = 3 : rupture complète :σc
3 = 0, q3 = 0

(11)

et deux fonctions seuil pour la partie traction où, le comportement étant supposé fragile, aucune phase
d’écrouissage n’est considérée :







φt
ci(σ,q) = |σ|− (σt

i −qi) 6 0 , i = 1,2

i = 1 : phase adoucissante :σt
1 = ft , q1 = − ¯̄Ktξt

i = 2 : rupture complète :σc
2 = 0, q2 = 0

(12)

Le comportement de l’acier est, quant à lui, géré à l’aide de deux fonctions seuil :






φt
si(σ,q) = |σ|− (σi −qi) 6 0 , i = 1,2

i = 1 : phase d’écrouissage :σ1 = fy, q1 = −K1ξ1

i = 2 : phase adoucissante :σ2 = fu, q2 = − ¯̄K ¯̄ξ

(13)

Des valeurs des différents paramètres matériau sont données dans la section suivante.

4 Procédure d’identification et résultats numériques

4.1 Procédure d’identification

Le modèle multi-fibre présenté précédemment est utilisé pour identifier les paramètres du modèle
macro détaillé dans la Section 2. Le modèle macro, écrit en effort résultant, décrit le comportement de
la section en béton armé en intégrant de façon globale les non-linéarités associées aux différents phéno-
mènes que sont la fissuration du béton, la dégradation de la liaison acier/béton ainsi que la plastification
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des armatures. Le modèle multi-fibre permet, quant-à-lui, une description plus fine de ces différents
phénomènes à une échelle inférieure à celle considérée dansle modèle macro. En ce sens, l’utilisa-
tion du modèle multi-fibre afin de calibrer les paramètres du modèle macro peut être considérée comme
une approche de type homogénéisation non linéaire. L’identification des paramètres du modèle macro est
menée en considérant un élément et un chargement représentatifs du composant étudié et de son fonction-
nement dans la structure. Ainsi, une poutre console modélisée à l’aide du modèle multi-fibre précédent
est considérée pour l’identification. Elle est soumise, à une rotation imposée à son extrémité libre ainsi
qu’éventuellement une charge axiale constante dans le cas d’un élément sollicité en flexion composée
(voir [4]). La réponse en termes de moment mesuré à l’encastrement fournit les valeurs des paramètres
présentés dans la Section 2. Le momentMc est caractérisé par l’initiation de la fissuration dans le béton,
My correspond au début de la plastification des armatures et enfin Mu correspond à la valeur du moment
ultime. Les valeurs des paramètres d’écrouissage peuvent ensuite être déduites aisément.

FIG. 4 – Réponse moment/courbure d’une poutre console par le modèle multi-fibre et le modèle macro

La Figure 4 présente la réponse donnée par le modèle macro après identification comparée à la
réponse obtenue par le modèle multi-fibre. On peut constaterque, bien que le modèle macro considère
un comportement relativement simple pour la section en béton armé, il est capable de reproduire avec
une bonne fidélité la réponse obtenue par un modèle plus raffiné tant en termes de moment limite qu’en
termes d’énergie dissipée au cours du chargement.

4.2 Exemple 1 : poutre en béton armé en flexion 3 points

Nous considérons ici une poutre de longueurL = 5 m et de section rectangulaire. Les données rela-
tives à la géométrie et à la disposition des armatures sont présentées à la Figure 5(a).

Les propriétés du béton considérées pour le modèle multi-fibre (définies Figure 3) sont les sui-
vantes :Eb = 37272 MPa,fyc = 30,6 MPa, f ′c = 38,3 MPa, fct = 3,7 MPa,Kc

1 = 9090 MPa, ¯̄Kc =

−18165 MPa.m−1 et ¯̄Kt =−30000 MPa.m−1. Les propriétés de l’acier sont les suivantes :Es= 200000 MPa
et fy = 400 MPa. La poutre est soumise à une sollicitation de flexion simple en imposant un déplacement
vertical sur sa section centrale et une rotation nulle de cette même section. La poutre est discrétisée en
16 éléments de longueurℓe = 0,3125 m. Afin de calibrer les valeurs des paramètres du modèle macro,
l’identification telle que présentée à la Section 4.1 est menée surun élémentde poutre de même longueur
ℓe et conduit aux valeurs des paramètres du modèle macro suivantes :Mc = 37,9 kNm,My = 268 kNm,
Mu = 282 kNm,K1 = 29400 Nm2, K2 = 172 Nm2 et ¯̄K = −40800 Nm. Ces valeurs sont ensuite uti-
lisées pour calculer le comportement de la poutre complète en termes de déplacement imposé/charge
mesurée. Ces résultats sont comparés aux résultats obtenusen utilisant le modèle multi-fibre présenté à
la Section 3 ainsi que celui disponible dans le code Aster (voir Figure 5(b)). On peut constater que les
réponses fournies par le modèle macro - qui nécessite un temps de calcul et de mise en données inférieur
à ceux nécessaires aux modèles multi-fibre - sont très proches des réponses fournies par les modèles
multi-fibre. Par ailleurs, grâce à l’enrichissement de la cinématique pour gérer la phase adoucissante
du comportement, les modèles macro et multi-fibre développés dans ce travail permettent d’évaluer la
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(a) Géométrie de la poutre en béton armé considérée
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FIG. 5 – Essai de flexion 3 points sur une poutre en béton armé

réponse post-pic de la poutre et non simplement l’état limite ultime.

4.3 Exemple 2 : portique à deux niveaux

Cet exemple est issu de l’article [5] où un portique à deux niveaux est considéré et testé expéri-
mentalement. Les dimensions et le plan d’armature de la structure sont présentés à la Figure 6. Afin de
représenter la présence de charges de service constantes, deux efforts verticaux de 700 kN sont appliqués
sur le haut du portique. Un déplacement latéral est imposé etla charge correspondanteQ est mesurée
jusqu’à rupture complète du portique. Pour les simulationsnumériques, les poutres et les poteaux de la
structure sont discrétisés en éléments de longueurℓe = 0.25 m. Pour le modèle multi-fibre, 20 couches
sont considérées dans la section. Les résultats obtenus parle modèle macro et le modèle multi-fibre sont
comparés aux résultats expérimentaux disponibles dans [5]dont ont également été tirés les paramètres
des lois de comportement du béton et de l’acier. Afin de calibrer les paramètres du modèle macro deux
calculs préliminaires sont menés avec le modèle multi-fibresur un élément de longueurℓe : pour le pre-
mier, une sollicitation de flexion est considérée correspondant au cas de chargement des poutres de la
structure, pour le second, un effort axial constant de 700 kNest ajouté pour représenter la réponse des
poteaux constituant le portique étudié. La Figure 7 compareles résultats obtenus par le modèle macro

FIG. 6 – Géométrie du portique testé dans [5])

et ceux obtenus par une decription plus fine en utilisant le modèle multi-fibre ainsi que les résulats ex-
périmentaux (voir [5]). On peut remarquer que les résultatsdes deux simulations numériques sont en
bon accord avec les résultats expérimentaux. Le modèle macro, bien que peu élaboré en termes de lois
de comportement, permet, pour un coût de calcul peu élevé, deprédire de façon satisfaisante la réponse

7



0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5
x 10

5

Tranversal deflection (m)

L
a
te

ra
l 
fo

rc
e
 (

N
)

Multi fiber model

Experiment result

Stress resultant Macro

(a) Diagramme charge / déplacement

               Time = 1.90E+01
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46

47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60

 1.58E-02

 3.17E-02

 4.75E-02

 6.33E-02

 7.92E-02

 9.50E-02

 1.11E-01

 1.27E-01

 1.43E-01

 1.58E-01

 1.74E-01

 0.00E+00

 1.90E-01

 DISPLACEMENT 1  

Min  =  0.00E+00

Max =  1.90E-01

               Time = 1.90E+01
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FIG. 7 – Réponse du portique : déplacement horizontal / charge latérale mesurée sur le portique et
configuration déformée

du portique tant en termes de charge limite ultime qu’en termes d’énergie dissipée ou de chronologies
d’apparition des rotules plastiques.

5 Conclusion et perspectives

Nous avons présenté, dans ce travail, un modèle macro écrit en efforts résultants permettant de re-
présenter le comportement de poutres en béton armé. Grâce à un enrichissement de la cinématique des
éléments standards de poutre de Timoshenko, la prise en compte de la création de rotules plastiques
associée à l’apparition de phénomènes localisés est possible et permet la description du comportement
jusqu’à la rupture totale. Par ailleurs, afin de garantir la prédictivité des réponses obtenues par le modèle
macro, un modèle plus fin basé sur une formulation de poutre multi-fibre est utilisée pour calibrer les
paramètres du modèle macro. Afin de décrire la phase post-picdu comportement, le modèle multi-fibre
est également enrichi : une discontinuité de déplacement axial peut être introduite dans chaque fibre.
Comme cela a été montré, un tel modèle permet de fournir, à partir de critères simples tels que la pre-
mière fissuration du béton, la plastification des aciers ou l’état limite ultime de la poutre, les paramètres
du modèle macro. Selon le niveau de détail attendu, l’un ou l’autre des deux modèles peut être utilisé.
Des procédures d’adaptation de modèles [6] pourraient êtremises en place afin d’utiliser le «meilleur»
modèle selon la zone de la structure et son état.
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