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Calcul de la charge limite ultime de portiques en béton armé
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Résumé— Dans ce travail, nous présentons un enrichissement deslesofléments Finis de poutres
de Timoshenko capable de décrire le comportement jusqptunel de structures de type portique en
béton armé. Le modeéle proposé combine la prise en compted®pienes de rupture diffus et le dé-
veloppement de rotules plastiques gérées par l'introdnate discontinuités de rotation. Les parameétres
du modéle macro de poutre de Timoshenko sont déterminésiagdan modele plus fin s’appuyant sur
des éléments multi-fibres eux-mémes enrichis de discatésde déplacement en mode I.

Mots clés— béton armé, rupture localisée, discontinuité forte, nedeulti-fibre.

1 Introduction

Le travail présenté ici a pour objectif le développemenutis numériques permettant I'optimisa-
tion du dimensionnement des structures de type portiquetemtarmé. Les procédures standards de
dimensionnement de ces structures s’appuient, en géséralanalyse limite des sections droites a
partir des efforts généralisés obtenus sur le composastdénd. Pour des structures hyperstatiques, la
rupture d’'un composant ne conduisant pas nécessairemamtigaé¢ compléte de la structure, de telles
approches se traduisent par un sur-dimensionnement.ectibfu présent travail est de proposer une
approche incluant a la fois la description du comportemegHpic non-linéaire mais également I'appa-
rition des zones d’endommagement ou de plasticité lo@lisir le cas des structures en béton armé
de type portique. Pour ce faire, un modéle «macro» basé suioumulation de poutre de Timoshenko
est développé. Les phénoménes non-linéaires appara@saritla rupture du composant - tels que la
rupture du béton ou la plastification des armatures - sostgoricompte par I'intermédiaire d'un modéle
non-linéaire écrit en termes d’efforts généralisés. Lestidppement de rotules plastiques est quant a lui
décrit par I'introduction, sur le principe des méthodes scalntinuité forte [1], d’'un saut du champ de
rotation. Afin de garantir la prédictivité des résultatseoiots, une attention particuliere doit étre por-
tée a la formulation et I'identification des lois de compuoréat «macros» considérées a I'échelle de
chaque composant poteau ou poutre. Pour ce faire, un mddslémintégrant les comportements non-
linéaires pré-pic et a rupture de chaque matériau (bétoratares et éventuellement liaison acier/béton)
est considéré. Ce dernier consiste en un modéle multi-fésesections droites. A chaque fibre, considé-
rée comme un élément de barre, est affecté un comportenasib-@lastique ou élasto-endommageable
pour décrire la phase pré-pic. Par ailleurs, la rupture applarition de phénoménes localisés est décrite
au niveau de chaque fibre par 'introduction d’'un saut deat#grhent axial sur la base des modéles a
discontinuité forte. Ce modéle, plus fin que le précédemt,d&base a I'identification des paramétres
du modele «macro» utilisé a I'échelle de la structure. Naésentons ici le modéle macro basé sur
un enrichissement de la formulation de poutre de Timosheihsi que les modifications du modéle
multi-fibre afin de prendre en compte le développement dediswités de déplacement axial dans les
fibres. La procédure d'identification des paramétres du heat@cro a partir des résultats du modele
multi-fibre est également présentée. Enfin, des résultat€rnques comparant les deux approches ainsi
gu’une validation a partir de résultats expérimentaux mlmesur un portiqgue sont présentés.



2 Poutre de Timoshenko enrichie : prise en compte d’'une diseainuité
de rotation

Nous présentons ici les principaux ingrédients permettamtrichir la cinématique des éléments de
poutre de Timoshenko de fagon a prendre en compte, a travensdele en effort résultant, les différents
phénomeénes de rupture se produisant localement dans uoristren béton armé : fissuration du béton,
rupture de la liaison acier-béton, plastification des ammest Nous présentons dans la suite rapidement
les modifications générées dans la formulation de I'élérdergoutre de Timoshenko ainsi que les lois
de comportement macro utilisées pour décrire les différphEnoménes non-linéaires se produisant et
en particulier la rupture.

2.1 Formulation théorique et implantation élément fini

Nous considérons ici une poutre de Timoshenko de londuetide sectiord soumise a des charges
distribuéesf (x), g(x), m(x) et concentréeB, Q, C (voir Figure 1(a)). Nous noteronsetv respectivement
les composantes horizontale et verticale du déplacemedrfaxdeneutre de la poutre € la rotation de
la section.
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(a) Poutre de Timoshenko, chargement et no- (b) Cinématique de I'élément de poutre enrichi et fonctidesorme
tations

FIG. 1 — Poutre de Timoshenko : géométrie et cinématique deriéhé

Afin de reproduire I'apparition de rotules dues au développ® de phénomenes de rupture et/ou
plastification localisés, le champ de rotation est enriehiyme discontinuité au poing. Les champs de
déformations généralisées s’écrivent alors :

00 = 229y — 909 _ (@)1 g ) etic) — 20 — g+ g @
0(x)

Du point de vue numérique, la discontinuité est prise en ¢erap enrichissant la base des fonctions de
forme par une fonctioM(x) discontinue erx; et nulle aux nceuds de I'élément (voir Figure 1(b)). Cet
enrichissement est ici géré dans le cadre de la méthode dissrimmompatibles (voir [2]) conduisant a
une interpolation des déformations de la forme :

£ N 0 0
e= |y| =Bd+Gogavecd = [Ul V1 01 Uz Vo eg]T ,B= [Bl, Bz] ,Bi=10 C(ij—’;l( —N; 2
K o o N

ou la fonctionG est obtenue comme le gradient de la fonction d’enrichissémde(voir Figure 1(b))
sous la forme :

G:(—g—i+6xc)[0 0 1 =G+5[0 0 1" 3)

Le champ de déformations virtuelles est obtenu de la ménoa fegus la forme™* = Bd* + G,3* (avec
d* et B* respectivement les déplacements et les rotations vijtueldonctionG, est obtenue a partir de

G en imposant la vérification du patch-tess; = G — fief(fede: Gy+ 5 [00 1]T.
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La forme faible de I'équation d’équilibre est alors obterdupartir du principe variationnel a trois
champs de Hu-Washizu sous la forme d’'un systéme de deuxiésiat

Nelem

A [fe,int . fe,ext] —0
) @)

; Glodx+My_x, =0 VYee [1,NS,
olo=[N T M| T estle vecteur des efforts résultarffé™ etf* notent respectivement les vecteurs
des efforts intérieurs et extérieurs. La deuxieme équatiosystéeme (4) est, du fait de I'enrichissement
local réalisé, une équation locale écrite sur chaque élétnealisé. Cette propriété est utilisée pour
déterminer localement la valeur du saut de rotatignPar condensation statique au niveau élémentaire
et apres linéarisation du systéme (4), le champ de déplatayéaéralisé est obtenu comme solution de
I'équation :
Nelem

A [Read -] =0 (5)

e=1

ol K® est la matrice de rigidité élémentaire modifiée par la prise@mpte du développement d’une
rotule ou discontinuité de rotation dans I'élément.

2.2 Lois de comportement en efforts résultants

La description des phénoménes conduisant a la ruine deduses de type poteau/poutre dans le
cadre présenté précédemment nécessite I'écriture dedatemportement macro formulées en efforts
résultants. La formulation de I'élément enrichi impose ligsg en compte d’'un comportement pour le
matériau hors discontinuité représentant les phénomeésspatifs diffus et d’'un comportement associé
ala discontinuité permettant de décrire les phénomensipdiss localisés. Ces deux modeéles sont écrits
dans le cadre classique de la thermodynamique des milieuwinas. Les comportements de la poutre
en traction et cisaillement sont supposés demeurer élastigeul le comportement en flexion prend
en compte d'éventuelles non-linéarités. Des lois de cotapmnt élasto-plastiques sont considérées,
seules les fonctions seuil utilisées afin de reproduire if&reints mécanismes responsables de la ruine
des poutres ou poteaux en béton armé sont présentées. Afapidsenter les différentes phases du
comportement plusieurs fonctions seuil sont introduilsux fonctions seuil permettent de décrire le
comportement dans la phase d’écrouissage :

— la premiere phase est gérée par la fonction senilM, gc) = [M| — (M — qc) ou M, correspond a

la limite élastique en flexion a partir de laquelle la fissoratiu béton débute. La loi d’ecrouissage
considérée est ici supposée linéaimg = —K;&;

— laseconde phase de comportement est caractérisée pactiarficseuikp, (M, gy) = M| — (My —ay)
ou My correspond au moment de flexion pour lequel déebute la pzgtdn des armatures d’acier.
L'écrouissage est ici aussi suppose linéaitg = —Kx(& — &pias) (§pias désigne la valeur de la
variable d’écrouissagé lorsque la plastification débute).

Afin de décrire le comportement de la discontinuité de rotatu rotule plastique, une loi de com-
portement rigide-plastique est introduite, cette demniést gérée par la fonction seuitp(ch,d_) =
IMy.| — (My — Q) o0 My, est la valeur du moment de flexion au niveau de la disconéinMt, est le
moment de flexion ultime efest la variable associée a I'adoucissement décrit par utiadaire de la

forme :q= —K& avecK < 0. La loi constitutive obtenue pour la discontinuité s'éafors :I\'/IXC = Kasg.

3 Modeéle de poutre multi-fibre enrichi

Afin d'identifier les parameétres du modéle macro présentéggigmment et de garantir ainsi la pré-
dictivité des résultats obtenus, un modeéle plus fin baségilishtion d’éléments multi-fibre est consi-
déré. Lutilisation d’'un modele multi-fibre permet de gédes éléments de type poutre dont la section est
constituée de plusieurs matériaux comme cela est le cadgmatructures en béton armé [3]. Comme
pour le modele macro précédent, afin de prendre en compteh@omenes dissipatifs localisés, un
enrichissement de la cinématique classique des fibresadisérgar I'ajout d’une discontinuité de dépla-
cement axial.



3.1 Enrichissement des fibres

Nous considérons ici une poutre de longuewwomposée de plusieurs éléments de longutura
section de la poutre est supposée rectangulaire de ldogdwle hauteun, elle est décomposée en fibres
de béton ou d’acier. Nous noteroyisla position verticale de la fibrepar rapport a 'axe neutre de la
poutre. La poutre est soumise a un effort normal supposéartret a un moment de flexion (voir Figure
2). Chaque fibre est considérée comme un élément de barchigrai une discontinuité du déplacement

=N .
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jm 2 (=-1) (n)

|~
-

Le Le Le Le LQJ

SR \\\ANS

FiG. 2 — Elément de poutre multi-fibre

axial. Ainsi, de la méme facon que pour la rotation dans ledcanodéle de poutre présenté a la section
précédente, le champ de déformation s'écrit sous la forme :

&t = z Bady +Gra' =B'd; + Gray ; B' = [By,Bo]" ; dy = [dll.tadlz,t]T (6)
a=1
dNy . . 1 , .
avecB; = X N, notant la fonction de forme associée au ned G, = 7 Le déplacement axial

;’t du nceuch de la fibrei est obtenu, en considérant la cinématique de poutre de ignkse, a partir
des déplacements et rotations nodady == u, — y'6,. La valeur du saut de déplacementest obtenue
en résolvant, pour chaque fibre, I'équation d’équilibreal@ssociée a I'introduction de la discontinuité :

. 0 . .
h* = [ Gyo(d,a')dx+t(a')=0 (7)
0

out(a') correspond a la traction au point de discontinuté

3.2 Assemblage des fibres dans la section

L'état de contrainte calculé, dans chaque fibre, est ufimér déterminer les efforts intérieurs par
assemblage sur la section. La matrice de rigidité élénrentat alors de la forme :

K‘e
Ke'mt:/o BTKBdx (8)

ou K correspond a la rigidité de la section obtenue en assemleobntributions de toutes les fibres
de la section :

[AD"dA 0 [AD"dA
Ks= k[,G"dA 0 9)
sym [ay’D"dA

k est le facteur de correction en cisaillemedt! et G" les modules élastoplastiques en traction et ci-
saillement. Afin de rendre compte de la présence d’'une discité de déplacement au sein de chaque
fibre, les composantes de la matriCgcorrespondant aux degrés de liberté en rotation sont meslifié

Nfip . . = -1 .
KB =K~ 3 Fla(W'+K) Ry’ .ab=12 (10)
1=



OUF, =A [5 —yB.D"Grdx, Rl = A [y —yB.D"GydxetH' = A [§” —yG,D"Gdx A désigne I'aire
de la section de la fibre N¢ij, le nombre total de fibres dans la sectiorkKde module d’adoucissement
associé a la discontinuité.

3.3 Lois de comportement des fibres

Des lois de comportement élasto-plastiques adoucissdatasulées dans le cadre de la thermody-
namique des milieux continus, sont considérées a la foislpdaéton et I'acier des armatures. La Figure
3 donne une représentation de ces comportements en tratt@ncompression. Le comportement du

g (+) t

fu

ft

Ep

FiG. 3 — Lois de comportement considérées pour le béton (gaettiatier (droite)

béton, considéré comme non symétrique en traction/comsipresest décrit a I'aide de trois fonctions
seuil pour la partie compression :

@i(0,0) = 0| - (07 —q) <0,i=123
i = 1: phase d'écrouissag®; = fyc, g1 = —K7&§ (1)
i =2 : phase adoucissante§ = f., g, = —K°&§

i = 3 rupture complétea§ =0, gz =0

et deux fonctions seuil pour la partie traction ou, le corgent étant supposé fragile, aucune phase
d’écrouissage n’est considérée :

¢i(o.q)=lo|~(0j—a)<0,i=12
i = 1: phase adoucissante} = f;, g, = —K!&! (12)
i = 2 rupture complétea; =0, g =0

Le comportement de 'acier est, quant a lui, géré a l'aidealexdonctions seuil :

@i(0,q) = o] — (01— ) <0,i=12
i =1: phase d'écrouissageoi = fy, g1 = —K1& (13)

i = 2 : phase adoucissantess = f,, 0 = —K_E_

Des valeurs des différents parameétres matériau sont dewlaés la section suivante.

4 Procédure d’identification et résultats numériques

4.1 Procédure d’identification

Le modéle multi-fibre présenté précédemment est utilisé jamntifier les paramétres du modéle
macro détaillé dans la Section 2. Le modéle macro, écrit font @€sultant, décrit le comportement de
la section en béton armé en intégrant de fagon globale lesiméarités associées aux différents phéno-
meénes que sont la fissuration du béton, la dégradation ddari acier/béton ainsi que la plastification

5



des armatures. Le modéle multi-fibre permet, quant-a-lug description plus fine de ces différents
phénomeénes a une échelle inférieure a celle considéréelelansdéle macro. En ce sens, l'utilisa-
tion du modéle multi-fibre afin de calibrer les paramétres ddéle macro peut étre considérée comme
une approche de type homogénéisation non linéaire. Liiifgation des paramétres du modéle macro est
menée en considérant un élément et un chargement reptéseht@omposant étudié et de son fonction-
nement dans la structure. Ainsi, une poutre console ma@aéid'aide du modéle multi-fibre précédent
est considérée pour l'identification. Elle est soumise, @ naation imposée a son extrémité libre ainsi
gu’éventuellement une charge axiale constante dans le'@agiEment sollicité en flexion composée
(voir [4]). La réponse en termes de moment mesuré a I'erevasint fournit les valeurs des parametres
présentés dans la Section 2. Le monidpiest caractérisé par l'initiation de la fissuration dans teé
My correspond au début de la plastification des armatures etMpitorrespond a la valeur du moment
ultime. Les valeurs des parameétres d'écrouissage peunsaite étre déduites aisément.

x10°
7

Moment (Nm)

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
Curvature (Rad/m)

FIG. 4 — Réponse moment/courbure d’une poutre console par lélmatlilti-fibre et le modele macro

La Figure 4 présente la réponse donnée par le modéle macks mjgmtification comparée a la
réponse obtenue par le modéle multi-fibre. On peut consgakerbien que le modéle macro considére
un comportement relativement simple pour la section ennbétmé, il est capable de reproduire avec
une bonne fidélité la réponse obtenue par un modeéle plusé&affit en termes de moment limite qu’en
termes d’énergie dissipée au cours du chargement.

4.2 Exemple 1 : poutre en béton armé en flexion 3 points

Nous considérons ici une poutre de longueut 5 m et de section rectangulaire. Les données rela-
tives a la géométrie et a la disposition des armatures séaséptées a la Figure 5(a).

Les propriétés du béton considérées pour le modéle mulg-fidéfinies Figure 3) sont les sui-
vantes :E, = 37272 MPa,fyc = 30,6 MPa, f. = 38,3 MPa, ft = 3,7 MPa,K{ = 9090 MPa,K¢ =
—18165 MPa.m* etk! = —30000 MPa.m?. Les propriétés de I'acier sont les suivantEs== 200000 MPa
et fy =400 MPa. La poutre est soumise a une sollicitation de flexiople en imposant un déplacement
vertical sur sa section centrale et une rotation nulle de ece€éme section. La poutre est discrétisée en
16 éléments de longuedf = 0,3125 m. Afin de calibrer les valeurs des parameétres du modabean
I'identification telle que présentée ala Section 4.1 estéaeumun élémente poutre de méme longueur
¢° et conduit aux valeurs des parametres du modeéle macro sesvavic = 37,9 kNm, My = 268 kNm,

M, = 282 kNm,K; = 29400 Nn?, K, = 172 Nn? et K = —40800 Nm. Ces valeurs sont ensuite uti-
lisées pour calculer le comportement de la poutre compléteerenes de déplacement imposé/charge
mesurée. Ces résultats sont comparés aux résultats oletentiisant le modele multi-fibre présenté a
la Section 3 ainsi que celui disponible dans le code Astdr fvgure 5(b)). On peut constater que les
réponses fournies par le modéle macro - qui nécessite urstéengalcul et de mise en données inférieur
a ceux nécessaires aux modeéles multi-fibre - sont trés pabbe réponses fournies par les modéles
multi-fibre. Par ailleurs, grace a I'enrichissement de l@matique pour gérer la phase adoucissante
du comportement, les modéles macro et multi-fibre dévebmplads ce travail permettent d'évaluer la
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FiG. 5 — Essai de flexion 3 points sur une poutre en béton armé

réponse post-pic de la poutre et non simplement I'étatdimlitime.

4.3 Exemple 2 : portique a deux niveaux

Cet exemple est issu de l'article [5] ou un portique a deweanix est considéré et testé expéri-
mentalement. Les dimensions et le plan d’armature de latateisont présentés a la Figure 6. Afin de
représenter la présence de charges de service constantegffibrts verticaux de 700 kN sont appliqués
sur le haut du portique. Un déplacement latéral est impotst @targe correspondan@ est mesurée
jusqu’a rupture compléte du portique. Pour les simulatimm®ériques, les poutres et les poteaux de la
structure sont discrétisés en éléments de longéfesr0.25 m. Pour le modéle multi-fibre, 20 couches
sont considérées dans la section. Les résultats obtenlesmpadéle macro et le modéle multi-fibre sont
comparés aux résultats expérimentaux disponibles dargofi]ont également été tirés les parameétres
des lois de comportement du béton et de I'acier. Afin de aliles parametres du modéle macro deux
calculs préliminaires sont menés avec le modéle multi-Bloreun élément de longuedt : pour le pre-
mier, une sollicitation de flexion est considérée corredpah au cas de chargement des poutres de la
structure, pour le second, un effort axial constant de 70@&tN\ajouté pour représenter la réponse des
poteaux constituant le portique étudié. La Figure 7 comjemeésultats obtenus par le modéle macro

700 kN
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FIG. 6 — Géométrie du portique testé dans [5])

et ceux obtenus par une decription plus fine en utilisant ldéleomulti-fibre ainsi que les résulats ex-

périmentaux (voir [5]). On peut remarquer que les résullets deux simulations numériques sont en
bon accord avec les résultats expérimentaux. Le modéleomigien que peu élaboré en termes de lois
de comportement, permet, pour un co(t de calcul peu élevgrédiire de facon satisfaisante la réponse
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FIG. 7 — Réponse du portique : déplacement horizontal / chatgeala mesurée sur le portique et
configuration déformée

du portique tant en termes de charge limite ultime qu’en ésraiénergie dissipée ou de chronologies
d’apparition des rotules plastiques.

5 Conclusion et perspectives

Nous avons présenté, dans ce travail, un modéle macro aceff@ts résultants permettant de re-
présenter le comportement de poutres en béton armé. Graceraiohissement de la cinématique des
éléments standards de poutre de Timoshenko, la prise enteatagda création de rotules plastiques
associée a l'apparition de phénomeénes localisés est fmssipermet la description du comportement
jusqu’a la rupture totale. Par ailleurs, afin de garantiré&djtivité des réponses obtenues par le modéle
macro, un modeéle plus fin basé sur une formulation de poutté-fiwe est utilisée pour calibrer les
paramétres du modéle macro. Afin de décrire la phase postipgiomportement, le modéle multi-fibre
est également enrichi : une discontinuité de déplacemeal psut étre introduite dans chaque fibre.
Comme cela a été montré, un tel modéle permet de fournir,té gdercritéres simples tels que la pre-
miére fissuration du béton, la plastification des aciers @at’limite ultime de la poutre, les paramétres
du modéle macro. Selon le niveau de détail attendu, I'un autde des deux modéles peut étre utilisé.
Des procédures d’adaptation de modéles [6] pourraient@ges en place afin d'utiliser le «meilleur»
modeéle selon la zone de la structure et son état.
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