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Résumé— Dans ce travail, nous développons une méthode d’'estimalti&rreur robuste qui permet
de contréler efficacement la qualité des solutions numésiguotenues par la PGD. L'estimateur associé
est basé sur la notion d’erreur en relation de comportenierdgpuie donc sur une solution admissible.
Il prend en compte toutes les sources d'erreur (discriisaen espace et en temps, troncature de la
représentation modale, . ..) et des indicateurs spécifipeieettent de séparer les contributions de ces
différentes sources afin de pouvoir conduire de fagon ojiifea algorithmes adaptatifs.

Mots clés— vérification, réduction de modeéle, PGD.

1 Introduction

Parmi toutes les méthodes de réduction de modéle disperabl@urd’hui, celle appelée commu-
némentProper Generalized DecompositigRGD) est particulierement prometteuse et fait actueligme
I'objet de nombreux travaux de recherche [2, 6, 3, 8]. Eltebasée sur une représentation par fonctions
a variables séparées (modes) de la solution ; ce type desegpadion, dérivé de la méthode POD, per-
met une croissance linéaire du nombre d’'inconnues en fanchi nombre de paramétres. Cependant,
contrairement a la POD, l'originalité de la PGD est qu'eliesiappuie pas sur une base de projection
donnéea priori (la construction de cette derniére base nécessitant umaissance au moins partielle
de la solution du probleme ...). La PGD opeére au contrairenenstratégie itérative dans laquelle les
modes sont calculés a la volée au cours des itérations, @nagsdes problemes simples.

Malgré les nombreux avantages de la PGD, une limitation un@jge cette méthode est qu'’il n’existe
pas aujourd’hui d’outil robuste de vérification associé prlimette de mesurer la qualité de la solution
approchée obtenue. Des résultats de base sur I'estimadmeuwt a priori pour les représentations par
fonctions a variables séparées sont donnés dans [4] tamdisegpremiére tentative d’estimati@enpos-
teriori d’erreur dans ce cadre a été proposée dans [1]. Néanmoms) astimateur d’erreur amenant a
une majoration d’erreur garantie et précise n’existe dletment pour la PGD.

Dans ce travail, nous développons une méthode d’estimdigoreur robuste qui permet de contrdler
efficacement la qualité de la solution numérique obtenudgoBGD [7]. L'estimateur associé est basé
sur la notion d’erreur en relation de comportement en s'agpusur une solution admissible [5]. En se
plagant pour I'exemple dans le cadre de la thermigue ti@nsjton montre que la construction de cette
solution admissible peut étre menée a I'aide d’une doulpecahe PGD : (i) une approche cinématique
classique afin de construire en champ de température cilggreatent admissible ; (i) une approche
duale (non classique) afin de construire un champ de fluxjgtient admissible. Néanmoins, les deux
approches conduisent a des problemes qui peuvent étreaaiséisolus avec les outils standards dispo-
nibles dans les codes industriels ; ceci fait de la méthoestidiation d’erreur proposée un outil pratique
et pertinent. De plus, I'estimateur associé prend en cotoptes les sources d’erreur, i.e les discrétisa-
tions en espace et en temps, ainsi que la troncature de laesdams la représentation modale. Enfin, des
indicateurs spécifiques permettent de séparer les difBseaources d’erreur afin de pouvoir conduire de
fagon optimale les algorithmes adaptatifs.



2 Probleme de référence et approximation par la PGD

2.1 Probleme de référence

On consideére un probléme de thermique transitoire sur unetsteQ, de frontiéredQ, et sur l'inter-
valle de tempg = [0, T|. La structure est soumise & une température imposée suattieopQ + 0 de
son bord, et a un chargement thermique dépendant du temps fiix thermiquegy (x,t) surdgQ C 0Q,
avecdyQNoyQ = etd,QUI4Q = 0Q; (i) un terme sourcedgy(x,t) dansQ. Le matériau est suppose iso-
trope, de diffusiory, de densité, et de capacité thermigue Les conditions initiales sont prises nulles.
Le probléme consiste alors a trouver le couple tempérdiuxetu(x,t),q(x,t)), avec(x,t) € Q x 1,
vérifiant :

e les contraintes thermiques :

u=0 surd,Qx1 (1)
e les équations d’équilibre :
pc%:—v-qufd dansQ x 71 ; q-Nn=0q SuUrdqQ x1 (2)
e larelation de comportement :
g=—-pVu dansQ x 1 3)
e les conditions initiales :
u(x,0")=0 ¥xeQ (4)

n représentant la normale sortant®@aDans la suite, on fait le changement de variaples —q afin
d’avoir une relation de comportement “classiqge= pVu.

En introduisant les espaces fonctionnelset 7 assurant la régularité nécessaire en espace et en
temps, respectivement, la formulation faible du problémsiste a chercher la solutiore v ® 7 telle
que
B(u,v) =L(v) WevY T (5)
La solution exacte de (5), qui est généralement hors deg@$t noté€uey, gex). On introduit pour finir
les produits scalaires et normes suivants, pour des faorsatietv dansy ® 7 :

(u,v>Q:/qudQ ER(TRY)¥ :/oTuvdt ; ((u,v>>:/oT/qudet

IMle=v Va5 [V =vVevr 5 V= viwy)

(6)

2.2 Approximation par la PGD

Dans les méthodes de réduction de modéle basées sur ungergptidn de la solution en variables
séparées (les variables étantxadtt), I'idée est de construire une approximation de la solutipnt)
comme une somme de produits de fonctions d’espace et du temps=(N étant I'ordre de la représen-
tation) :

u(x,t) = um(x,t) = gwi (X)Ai(t) = ¥m(X) - Am(t) (7)

00 W m(X) = [W1(X),W2(X),...,Wm(X)]T (resp.Am(t) = [A1(t),A2(t),...,Am(t)]T) est une base réduite de
fonctions d’espace (resp. fonctions du temps). Dans laodéthppelé®roper Generalized Decompo-
sition (PGD) [2, 6, 3, 8], ni les fonctiona;(t) ni les fonctionay;(x) ne sont données initialement, et ces
deux familles sont calculées “a la volée".

Nous décrivons ici une démarche classique pour la PGD, ép@ellerkin progressiveOn suppose
gu’une décomposition a variables sépanggs, = ¥, 1- Am_1 d’ordre (m— 1) est connue. Un nouveau
couple(y,A) € ¥ x 7 est défini pour la décomposition d’ordmecomme celui qui vérifie le critére de
double orthogonalité de Galerkin suivant :

B(Un_1+ WA, YA+ i A) = LPN + @' A) YN € 7, Vy* € v (8)

On peut alors définir deux applications :



e S,:7 — ¥ estl'application qui associe & une fonction du tethpsie fonction spatialgy = Sy(A)
définie par
B(Un 1+ WA WA) =L(YA) Vg e 9)
Elle est associée a un probléme spatial dépendant du temps;
e Ty : ¥ — T estl'application qui associe a une fonction d’espdicane fonction temporella =
Tm(P) définie par
B(Um—1+ WA, WA*) =L(YPA*) VA eT (20)

Elle est associée a un probléme en temps (EDO scalaire).

Un couple(y,A) vérifie (8) si et seulement gl = Sy(A) et A = Ty(W), qui est un probléme non-
linéaire. Cette version de la PGD peut donc étre interprét@eme un pseudo-probléme aux valeurs
propres, les fonctiong) et A étant respectivement les fonctions propres dominantespiglecations
Gm = Sno Tm €t Gy := Tmo Sy [8]. Cette interprétation est utile car elle permet de psapales algo-
rithmes dédiés, inspirés de ceux utilisés dans les prolsiémme valeurs propres, pour la construction de
la décomposition. Un algorithme possible, natgorithme des puissances itéréest décrit ci-dessous :

— pour m=1 aMmnax

— définirA© (initialisation)

— pour k=1 akmax

— calculery® = S (A1)

5 normery® (| g 1)

— calculerA® = T, (p®)

— vérifier la convergence dapA®)
— fin pour

— définir gm = P® etAn =AK

— définirum = Um_1 + WmAm et vérifier la convergence
— fin pour

On remarque donc qug, est calculée a 'aide de la solution de quelques problenespdte et du
temps, sans aucune connaissanceusua premiére étapg® = S,(A&-1)) de la stratégie itérative, qui
est la plus coliteuse, consiste & résoudre un problémel spatiaune fonction du tempgk—b fixée ; la
seconde étape = T,(y™) consiste a résoudre un probléme en temps sur tout le doneaipotelr,
avec une fonction spatigl® fixée. En pratique, ces deux problémes sont résolus aveectasiques de
discrétisation classiques, i.e. la MEF et un schéma d'ratémn temporelle donné.

A un ordrem donné, la fonction spatialé,, peut étre orthogonalisée par rapport a la base spatiale
existante{W1,Ys,...,Wn_1}; cette procédure améliore généralement les résultatsaltne modifica-
tion simple de I'algorithme des puissances itérées prét&dété proposée pour construire une meilleure
décomposition a un codt raisonnable [6, 8]. Elle consistdraduire I'applicationT pour mettre a jour
tout 'ensemble de fonctions du temps, aprés chaque construction d’'un nouveau coygig,Anm).
Cela méne a l'algorithme suivant :

pour m=1 aMmnax

faire les étapes 2 a 8 de I'algorithme des puissances itérées
définir Y, = Ykmad

calculerAn =T (¥p)

définiruy, = ¥, - A, et vérifier la convergence

fin pour

L4 L1l

3 Meéthode d’estimation d’erreur globale
Considérant le probléme de diffusion introduit dans la i8ac2.1, nous présentons d’abord deux

approches PGD (cinématique et statique) qui servent de puagecalculer des champs admissibles.
Nous introduisons ensuite I'estimateur d’erreur et armlgsses propriétés.
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3.1 Approche cinématique

Nous considérons la formulation faible espace-temps (&h de calculer une approximation de
u, nous utilisons I'approche PGD progressive définie prémddent. Connaissant, ;, cette approche
consiste tout d'abord a trouver le couplp, A) tel que :

B(YA, YA" + PA) = Ry 1 (WA* +Y*A)  VA* € 7, V" € ¥ (11)

ou Rn-1(-) = L(-) — B(uUm-1,-) est le résidu a l'ordren— 1; ceci est résolu en utilisant I'algorithme
des puissances itérées. Aprés convergencgpte AX), on prendy, = P et on met a jour toutes
les fonctions du temps en utilisant I'applicatidqg, = T(¥,). On obtient alors I'approximation PGD
(d’ordrem) uy, deu:
Un=Yn - An (12)
En pratique, I'algorithme des puissances itérées néedasiblution de deux types de problémes :
e l'application = Sy(A) mene a un probléme en espace du type : troyvery’ tel que

N m-1
/Q{O(spCllJlIJ*JrBsuVllJ-VllJ*}dQZ|(Lll*)—_Zifg{ds,iPCLIJiLIJ*JrBSiHVlIJi-VLIJ*}dQ (13)

Une solution approchég” of Y est calculée par la MEF associée a I'espafec v/, en résolvant
un systeme discret de la forme :

(asM+BgK)X =F (14)

e 'application A = T,(W) méne & un probléme en temps du type : trouver7 tel que
A0)=0 ; orA-+PrA=3dr (15)
Une solution approché™ of A est calculée avec un schéma d’intégration temporelle donné

On obtient finalement une approximation PGD d'ordrele la formeufi™* = ST WA (). Elle

est cinématiquement admissible (CA) dans le sens ou ellfieviés équationgl) et (4) du probleme
initial. Cependant, le couple assoﬁér,}am,q(ur,}am)), avecq(Ui™) = uwul™, n'est généralement pas

statiquement admissible car il ne vérifie pas I'équilibrg (@Eme au sens faible des éléments finis. Nous
introduisons dans la section suivante une approche PGiQustaqui fournit un flux vérifiant ce dernier
type d’équilibre.

3.2 Approche statique

On définit une approximation PGD d’ordnedu flux comme :
m
am(X,t) = qi(x,t) + _Z¢i (X)&i (1) = qB(X,t) + Ppn(X) - Zm(t) (16)
1=

OUDM(X) = [@1(X), @2(X), ..., Om(X)]T et=m(t) = [E1(1),&2(1),...,Em(t)]T sont les bases réduites de fonc-
tions d’espace et du temps, respectivequ(tx,t) est un flux particulier en équilibre au sens EF avec
le chargement, et les fonctions d’espagéx) sont statiquement admissibles a zéro au sens EF, i.e. elles
vérifient :

/qui VAR =0 W e v vte0,T] (17)

L'espace associé est natg'.

D’une part, en supposant que le chargement extéfiguny) peut étre écrit avec I'approximation
radiale :

fa(x,t) = Fa(x)K¢(t) 5 Qa(X,t) = Qa(X)Kq(t) (18)
le calcul dqu(x,t) peut étre fait facilement avec une procédure EF classique.



D’autre part, en notant que la formulation de Galerkin duli@robléme de diffusion est de trouver
geqQ xTtelque:

]
//:—Lq-q*detzo Va* € Qo (19)
0o JoHM

et en supposant qug, 1 = q8+ zi”;‘ll ¢i&; est connu, la PGD progressive a I'ordngavec mise a jour
des fonctions du temps) consiste tout d’abord a chercheouple(¢,§) qui vérifie :

.
/ / (Om-1+ ¢E) - }(¢*E +¢E)dQdt =0 Vo' el VE e T (20)
0 Ja M

De fagon similaire a I'approche cinématique, I'algorithdes puissances itérées associé nécéssite la
solution de deux genres de problemes :
e un probléme spatial de la forme= S,(§) tel que :

/. ${G¢+B}-¢*dQ=0 vé* el (21)

aveca = ||&||? et 3 = (€,qm_1),. En utilisant des arguments de dualité, nous en déduisdits qu
existe une fonction/(x) € /" telle que :

ag+ 0 =puvw' (22)

De ce fait,w" doit vérifier :
/Q%{quh—ﬁ}-VW*dQ:O Ywt e (23)

et ce dernier probleme peut étre résolu avec la MEF standard.
e un probléme temporel de la fornde= Tiy(¢) tel que :

[ Zan 1+ 68)-gda=0 vt (24)
o p

Ceci fournit I'expression explicite d&t) (aprés normalisation dg) ;

&(t) = —(am-1(-1),9)a (25)

Dans un second temps, le vectéix(t) des fonctions du temps est mis a jour en utilisant I'applica-
tion globale=,, = T(®y,). L'algorithme des puissances itérées qui est employé padauler la version
statique de la PGD dg est identique a celui précédemment décrit paur

Evidemment, les problémes en espace et en temps associgsmicationsS, et Ty, sont & nouveau

résolus de fagon approchée, et la décomposition (:alculeizte)@&qﬂaAt = q8+ Sy pPEM,

hat _hAt

Finalement, le coupléun ,gm ) est SA au sens EF.

3.3 Calcul de champs admissibles

L'estimateur d’erreur globale que nous mettons en placéa&st sur I'erreur en relation de com-
portement (ERC) [5]. L'utilisation de 'ERC nécessite ldatd d’'un couple température-flux admissible,
noté ("2, G"A) par la suite, associé a la solution PGD calculée. Le codpt¥ (§"2) est admissible au
sens ou il vérifie (1), (2) et (4). Sa construction est menéariirgle la solution approché{eﬂam,qﬂam) :

— un champ de températutB2t vérifiant (1) et (4) est ditinématiquement admissib{€A) ; un
choix simple consiste a prendre le champ de tempérafkﬁ‘evenant de I'approche PGD cinéma-
tique;

— un couple ™2, §gMA) vérfiiant (2) est distatiquement admissibiSA) ; la construction dgM4t
est le point le plus technique. Il consiste & utiliser unatieh énergétique, nommeéendition de
prolongementimpliquant le chammﬂsAt venant de I'approche PGD statique. Les détails sur les
différentes techniques utilisables pour constrdfté' a chaque pas de temps peuvent étre trouvés

dans [5] par exemple.



Remarque En pratiquedh™* est construit comme :

e 3 A = A+ A+ S AAE (26)

ol §f) et & sont des champs SA et SAO, vérifiant la condition de proloregeraveay] et ¢!", respecti-
vement.

3.4 Estimateur et indicateurs d’erreur

A partir de toute solution admissiblgl, §) (les calculs précédents conduisent & preridir§) =

(021“,6121“)), 'ERC est définie comme une mesutegre de la non-vérification de (3) par le couple

admissible. Elle s’écrit :

. Tr . 1. - N -
Erel0.0)= [ [ (@-uv0)- (@ uvaoad = |- uvalZ. @7

Une propriété fondamentale de 'ERC est le lien avec la Ewiwgxacte(u®, q) :
U= allIE+ llla®™ = all|5+ + g (u™— 0) = E&re(0.4) (28)

avec|||- ||z = fo JoHV () V()dQdt etg (u™—0) = [opc(u™— 0)F_rdQ > 0.

L'équation (28), qui peut étre vue comme une extension &galité de Prager-Syngeour les pro-
blemes dépendant du temps, montre directement|mi€— |||, < Ecre donc que la mesurgcge est
une borne supérieure de I'erreur globale (décrite par une@énergétique). Elle prend en compte toutes
les sources d’erreur, i.e. les discrétisations en espagetetnps ainsi que la troncature de la somme dans

la représentation PGD quand on choisitg) = (0™, gh™).

Afin d’optimiser le processus d’adaptation qui vise a dineinlerreur |||u®* — any At|||u, il faut étre
capable d’estimer les contributions apportées par leérdifites sources d’erreur; ceci est fait en défi-
nissant des indicateurs d’erreur appropriés. La procéuume définir de tels indicateurs d’erreur est trés
simple : on définit tout d’abord la solutiaf* du probléme discret obtenu en discrétisant le probléme de
diffusion initial en espace et en temps (avec les mémesdtisations que celles utilisées pour calculer

hAt) En utilisant par exemple une MEF classique et un schémareps de type Euler explicite™
est obtenue en résolvant un systeme de la foRres{ le nombre de pas de temps) :

uptt—uP
Ut=0 ; MW%—KU‘):FE vpe[1,P—1] (29)

On peut alors écrire :

h h, h h
1™ = U = [[[u™ = [ [ = a1 (30)

ou || |u®— u"At| |, est la contribution de I'erreur venant des discrétisatiemgspace et en temps seules,
et |||uMAt — hmmu est la contribution de I'erreur venant de la représental@D seule. La seconde

contribution peut étre facilement estimée, sans aucumlcsilpplémentaire, en définissant le probléme
(29) comme probleme de référence et en utilisant 'ERC. ansadre, un couple admissible associé
(A ghAt) (dans le sens de (29)) peut étre défini; il est directemernoba chaque piquet de temps

comme un post-traitement de la soluti@ﬁam,q'r}]“) a disposition. On peut donc calculer I'estimateur :
Ecrepcp = |||GM — pwa™|| 2 (31)

h At

de l'erreur|||uMAt — |||. venant de la représentation PGD.

Dans un second temps, (30) permet de définir 'estimaEerE qis de I'erreur]||u— u™ |||, venant
des discrétisations en espace et en temps; il s'écrit :

Ecredis = \/EéRE— EéREPGD (32)

La comparaison des valeurs Here gis €t Ecrepcp permet d’estimer la source critique d’erreur et
de conduire la procédure adaptative efficacement.
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4 Résultats numériques

Dans I' exemple qui suit, I'algorithme des puissances égest initialisé avex© (t) =t () (t) =t).

On utilise la MEF avec des éléments linéaires pour résowsrgilobléemes en espace, et un schéma
d’Euler explicite pour résoudre les problémes en temps.drelme d'itérations faites dans I'algorithme
des puissances itérées est fiXéa= 4.

On considere la structure 2D de la Fig. 1, qui présente deus tiectangulaires dans lesquels circule
un fluide ; par symétrie, on ne conserve qu'un quart du doniingue nous notonQ. Il est soumis sur
[0,T] & un flux donnéyy = —1 appliqué sur le bord du trou ; un terme source de la fofgde y) = 200xy
est également appliqué dafas Pour I'étude numérique, on prefid= 10,u=1,pc= 1.

Le maillage spatial utilisé pour discrétis@rconsiste e\ = 50 éléments quadrangulaires, et I'in-
tervalle de temp$0, T] est divisé erlN, = 1000 pas de temps.

| NN NN N

'y

‘
|
\
|
|
|
|
.
!
|
\
|
.
|
le—
le—
l—

NN NN

FIGURE 1 — Domaine 2D considéré (gauche), et maillage EF asso@égyr

On représente sur la Fig. 2 les premiers mddes Am) obtenus poumyax= 5.

space function ¢

nnnnn

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa

FIGURE 2 — Fonctions spatialaeB, (haut) et temporellek, (bas) poum= 1,2, 3 (de gauche a droite).

Sur la Fig. 3 est donnée la valeur de I'estimateur d’errelative Ecre = Ecre/|4]||,-2 en fonction
de I'ordre PGDm utilisé (m € [1,10]). L'estimateur d’erreur (qui prend en compte toutes legcsi
d’erreur) atteint la convergence paur= 4.



relative error
°

FIGURE 3 — Evolution des estimateUBrg, E&re pep: €tEEre i €N fonction de 'ordre PGEn.

On introduit a présent le probléeme de référence obtenu awedigcrétisation en espace et en temps
du probléme de diffusion initial. Aprés avoir calculé lesoips admissibles associés, on obtient I'esti-
mateurEcrepcp de I'erreur venant de la représentation PGD seule. A pagtEEdke et Ecrepep, ON
en déduit alors un estimateBere gis de la discrétisation espace/temps seule. Les trois estimsasont
donnés sur la Fig. 3 en fonction de I'ordre

On observe que I’indicatetEéREdis fournit une évaluation pertinente de l'erreur de discadiis,
méme pour des petites valeursrdeDe plus, on peut voir que l'indicateficre qis devient plus grand que
Ecrepcp pourm> 3; cette information pourrait étre utilisée dans une pracéd’adaptation optimisee
dans laguelle on augmenterait tout d’abord le nombre de sxcaleulés, jusqu’an= 3, avant de raffiner
les discrétisations en espace et en temps pour obtenir Wimeale meilleure qualité.

5 Conclusions

Nous avons présenté une méthode qui fournit un estimatetnedtr garanti et robuste dans le cadre
des simulations numériques menées avec la PGD. Cet ediimaasé sur 'lERC, repose sur une double
approche PGD du probleme qui permet de calculer des champssibles avec outils classiques utilisés
dans les codes EF. Des indicateurs sur les différentesesodierreur ont aussi été déterminés afin de
pouvoir mener efficacement des stratégies adaptativdegazlseront abordées plus tard).

La méthode d’estimation d’erreur est assez générale ; ellergit étre appliquée a d’autres pro-
blémes paramétrés tels que les problemes stochastiqugdud)ées estimateurs d’erreur obtenus pour-
raient étre utilisés pour calculer des bornes d’erreur sargqiantités d’'intérét dans le cadre de la PGD.
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