N

N

Obtention de bornes strictes et pertinentes sur une
quantité d intérét en dynamique

Julien Waeytens, Ludovic Chamoin, Pierre Ladeveze

» To cite this version:

Julien Waeytens, Ludovic Chamoin, Pierre Ladevéze. Obtention de bornes strictes et pertinentes sur
une quantité d intérét en dynamique. 10e colloque national en calcul des structures, May 2011, Giens,
France. pp.Clé USB. hal-00592905

HAL Id: hal-00592905
https://hal.science/hal-00592905

Submitted on 3 May 2011

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://hal.science/hal-00592905
https://hal.archives-ouvertes.fr

CSMA 2011

10e Colloque National en Calcul des Struct
9-13 Mai 2011, Presqu'’ile de Giens (V4

Obtention de bornes strictes et pertinentes
sur une guantité d’intérét en dynamique

J. Waeytens L. Chamoir}, P. Ladevézk?

1 LMT-Cachan (ENS-Cachan/CNRS/UPMC/PRES UniverSud Parisice, {waeytens,chamoin,ladeveze}@Imt.ens-cafthan.
2 EADS Foundation Chair “Advanced Computational Structuvidchanics”

Résumé— L'objet de I'étude est la vérification locale des calculsméwiques pour les problémes de dy-
namique transitoire. A partir de la notion d’erreur en lielatle comportement (erreur en dissipation) et
de la résolution d’'un probléme adjoint, il a été montré quelines garanties de I'erreur sur une quan-
tité d’'intérét pouvaient étre obtenues. Dans cette préasent nous nous focalisons sur des techniques
permettant d'améliorer la pertinence des bornes. Undiriditisn sur un cas-test 2D est présentée.

Mots clés— vérification, dynamique, quantité d'intérét, fonctiores@reen

1 Introduction

Dans l'industrie, la simulation numérique prend une plaeellis en plus importante. Ainsi, elle
permet de remplacer certains essais expérimentaux trésusoét de réduire le temps de conception du
produit. Cependant, peut-on faire confiance a la simulationérique ? Deux thématiques de recherche
appelées validation et vérification tentent de répondréta gaestion. Dans le domaine de la vérification,
I'objectif est d’estimer I'erreur commise entre la solutidu modéele mathématique (généralement hors
de portée) et celle fournie par un modele numéridpeel’'erreur de discrétisation.

Dans un premier temps, des estimateurs d’erreur globafmadad une information globale sur la qualité

de la solution, ont été introduits. De nos jours, I'attemtest portée sur les estimateurs d’erreur locale,
fournissant une information sur I'erreur sur une quantibétérét. Ces estimateurs d’erreur locale sont
particulierement utiles pour l'ingénieur afin de dimensiendes structures a condition qu’ils soient

garantis, i.e. ils majorent I'erreur réelle, giertinents, i.e. ils sont proche de I'erreur réelle.

2 Obtention de bornes garanties sur une quantité d’intérét

Nous nous intéressons aux problemes de viscoélastodynanians ce travail, nous considérons
un probléme de dynamique avec le modéle de comportementiawate Maxwell sous I'hypothése des
petites perturbations. Il s’écrit :

Trouver le champ de déplacemeutk,t) et le champ de contraintg(x,t),
avect € [0,T] etx € Q, qui vérifient :

e U cinématiquement admissible (CA) :
ue ul®T; upo=0 vte[0T] 1)
e=£°+¢g', V¥xeQ, vt [0,T] (2)
e (U,0) dynamiquement admissible (DA) :

oesloT: —/g :g(g*)dQ+/ fd.g*dQ+/ Ed.g*dS:/ piL.u*dQ
o= = Q- 19,0 Q

Yu* € uop, vVt €[0,T]

3)



e équation d'état :

ef=ANg, Vxe Q, vt € [0,T] 4)
e équation d'évolution :
g’ =Bg, Yxc Q, vt € [0,T] (5)
e conditions initiales :
ut=0)=0,Ut=0)=0 g(t=0)=0 (6)
ulOTl estr espace des champs de déplacement a énergie finie définiks0, T], u [O T est I'espace
défini paru 2" = {ue a0l Ug,o =0, vt € [0,T]} ets®T] est lespace des champs de contrainte

a énergie finie, défini s x [0, T]. Dans ce probléme, deux relations de comportement sorerisss:
— I'équation d’état correspond a la loi d’élasticité ;
— I'équation d’évolution correspond a la loi de viscositésiappelée loi de dissipation. Elle est liée
au caractére dissipatif du matériau.
€€ ete¥ sont les variables internes de déformation élastique queisse.

L'objectif de ce travail est d’encadrer de facgarantie et pertinente la valeur exacte des quantités
d’intérét linéaires s’exprimant sous la forme :

NAC

ou Z g etrz sont des extracteurs choisis suivant la quantité d’'int&t&nue. Dans un premier temps,
la methode classique d’obtention de bornes garanties uguantité d’'intérét est présentée. Dans un
second temps, divers stratégies sont proposées afin daardh qualité de I'encadrement.

IIMz
m

£1 5, +pu. [z) dQt

2.1 Meéethode classique

Dans [1], les auteurs ont prouvé que des bornes garantiésrigil de discrétisation slipouvaient
étre obtenues en utilisant I'estimateur d’erreur globaleetation de comportement appelé “erreur en
dissipation”, la résolution d’'un probléme adjoint et I'gadité de Cauchy-Schwarz. L'encadrement de la
quantité d'intérét exactly est de la forme :

[+ Ihh — EcreEcre < lex < Ih+ Ihn+ EcreEcre 0

— Iy, est la quantité d'intérét approchée, calculée & partir d®liation approchée du probléme qui
est obtenue en pratique avec la méthode des éléments fimsehéma d'intégration temporel de
Newmark ;

— Ihn est un terme correcteur dépendant de la solution du probtnréférence et du probléme
adjoint;;

— Ecre (resp.Ecre) représente I'erreur en dissipation associée au probléméference (resp. pro-
bléme adjoint).

Il est important de souligner que cette méthode basée sotitanrd’erreur en relation de comportement
nécessite la reconstruction de champs dit “admissiblest&éavec um). Ces champs doivent satisfaire

I'ensemble des équations excepté I'équation d’évolutg)nRour plus de détails, on peut consulter[2, 3,
4].

2.2 Amélioration de la pertinence des bornes

Afin d’'améliorer la pertinence des bornes, divers approsbesenvisagées :
— raffiner la discrétisation du probléme adjoint. Cette rodéhest facile a mettre en ceuvre. Cepen-
dant, elle est colteuse ;



— utiliser un autre encadrement obtenu avec une inégalitgpgel egendre-Fenchel. L'avantage de
cet encadrement est la possibilité d’'introduire une famctle pondération choisie en fonction du
type de quantité d'intérét étudiée ;

— enrichir la solution du probleme adjoint a I'aide de foans analytiques (fonctions de Green).

Seuls les deux derniéres approches sont détaillées ici.

2.2.1 Encadrement avec I'inégalité de Legendre-Fenchel

Dans le cadre de la dynamique linéaire, on peut montrer greddrement avec l'inégalité de
Legendre-Fenchel est voisin de I'encadrement (7) :

I+ I — E&reEdre < lex < T+ I + E2reElre (8)

Pour les détails sur I'obtention de cet encadrement, ongeetéporter a [6].
La différence majeure concerne le produit des erreurs esipdison. En effet, il est remplacé par le
produit des erreurs en dissipation pondérées par une doregti) pour le probléme de référenceagt)”
pour le probléme adjoint. Il est important de préciser quitetion de pondération(t) doit vérifier
certaines propriétés :

— a(t) doit étre positive sur toute la plage temporelle ;

— la fonctiona s’annule a l'instant final ;

— sa dérivée doit étre négative sur toute la plage tempgrelle
Concernant la fonctiom(f), elle est déterminée par dualité a partir de la fonction dedpmation du

probléeme de référencxt).

2.2.2 Enrichissement de la solution du probléme adjoint

D’aprés I'encadrement (7), on constate qu’une diminutiefefreur en dissipation associée au pro-
bléeme adjoint entraine une amélioration de la pertinensebdenes sur la quantité d’intérét. Dans cette
partie, nous choisissons d’affiner la solution du probledjeiat. Pour cela, la solution est décomposée
en une partie “handbook” analytique, déterminée a partifdections de Green de dynamique en milieu
infini, et une partie résiduelle, déterminée numériquendeidide de la méthode des éléments finis et

d’'un schéma d'intégration temporel :
~hand ~res
= Upgym + U
)

a
~ hand
g PU M + 0

ou:
— ahand représente le déplacement enrichi, défini @GFM U QEUM, ces domaines sont définis sur
la Figure 1:
~hand ~hand
Upym = @U (10)

"ad est le déplacement “handbook”, déterminé a partir desisokifondamentales viscoélas-
todynamiques, ep est une fonction de pondération permettant de satisfagr&daditions aux
limites en déplacement (1) :
1,inQfUM

. PUM (1)
p€l0,1],in Q5

*F‘,?J”l\‘jl est la contrainte associée :

— (0'%5,6™°) représente la partie résiduelle de la solution.
Une illustration des fonctions de Green de dynamique en 2B Boypothése de contraintes planes

est donnée sur la Figure 2.
Enfin, en utilisant une solution du probléme adjoint de larfer(9), nous pouvons montrer que

'encadrement garanti sur la quantité d'intérét exacteeteyv

I+ I — EcreESRe < lex < T+ Ii5,+ EcreES (12)
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FIG. 1 — Définition des zones d’enrichissem@it’M et Q5VM
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FiG. 2 — Chargement (a gauche) et solution de Green de dynamig2B € droite),d représentant la
distribution de Dirac

On note que :

— la solution handbook analytique (déterminée en milietninfiérifie I'ensemble des équations
excepté les conditions aux limites. Par conséquent, Uerem dissipation du probléeme adjoint
correspond a I'erreur en dissipation de la partie résidyell

— le terme correcteuﬁ‘fh dépend de cette solution handbook analytique. Il faut dacorder une
attention particuliére a I'intégration numérique.

3 Exemples numériques

3.1 Exemplel

La Figure 3 représente le probléme de dynamique a résoudsd’kgpothése de contraintes planes.
Le modéle rhéologique de Maxwell est utilisé, avec un modiYeung E = 10°Paet un coefficient de
Poissonv = 0,3. Un amortissement proportionnel de Rayleigh de la foBre %/\ est considéré. Le
temps caractéristique de viscosité est 10~3s, Le chargemeniy est appliqué sur la partie droite de la
structure. De plus, son évolution temporelle est linéaiec)Pa au tempg = 0 aNg = 10’ Paau temps
t=10"7s

La quantité d'intérét étudiée est :

l \"
= eis) /w £l rdw (13)



Fic. 3 — Probléme de référence et zone d’intéoét

Ih Ihh Ecre Ecre & 3
2,923010°2 | 4,1.10° | 46,4 | 1,26.10°% | 0,800 | 1,202

TAB. 1 — Détail des différents termes des bornes avec I'inégdkt Cauchy-Schwarz pour la quantité
d’intérét de I'exemple 1 - Discrétisation identique pouptebléme de référence et le probléme adjoint

Pour résoudre ce probléme, on utilise une méthode des éefiréa avec des éléments quadrangles
a 4 noeuds (QUA4) et le schéma de Newmark des accélératigrasris ¢ = 1/2, B = 1/6).
La discrétisation du probleme de référence est fixée :d@l2Zn espace et 140 pas de temps (paramétre
CFL de Q9).

3.1.1 Méthode classique : encadrement avec l'inégalité deaGchy-Schwarz

En utilisant la méme discrétisation pour le probléme adjetnpour le probleme de référence, on
obtient 'encadrement garanti du Tableau&:,&") représente les bornes normalisées définies par :

— E_
E. = |q:<
_ T (14)
g

- |qex

(§,&") étant les bornes sur la quantité d'intérétgf étant la quantité d'intérét “quasi-exacte” obtenue
en raffinant la discrétisation du probléme de référencasjascpnvergence.

Avec la méthode classique, sans raffiner la discrétisatigprobléme adjoint, des bornes normalisées
a+20% sont obtenues.

3.1.2 Méthode améliorée : encadrement avec I'inégalité dedlgendre-Fenchel

Dans [6], nous avons montré que I'encadrement de LegerehieHel avec une fonction de pondéra-
tion linéaire décroissante de la forme ¢

at) =1- = (15)

permettait d’obtenir un encadrement plus pertinent posrgimntités d'intérét dépendant de I'histoire,
e.gdéformation visqueuse.
Dans le Tableau 2, les différents termes des bornes avégdilité de Legendre-Fenchel pour la quantité
d’intérét (13) sont fournis. On conserve la discrétisatierla partie précédente.

Dans notre cas, nous constatons une amélioration de laéydak bornes normalisées de 5%. En
effet, avec I'encadrement de Legendre-Fenchel et la fomcte pondération de type linéaire, des bornes
normalisées &15% sont obtenues.



I | Edre |  Eére & &
2,923010°2 | 5,1.10° | 20,3 | 2,2810°% || 0,842 | 1,156

TAB. 2 — Détall des différents termes des bornes avec I'inégett Legendre-Fenchel pour la quantité
d’intérét n°2 - Discrétisation identique pour le probléneeréférence et le probleme adjoint

Ih (m/s) | 1§ (m/s) | Ecre Ecre & 3
2548 | 743102 | 8204 | 453102 || 0,855 | 1,145

TAB. 3 — Détall des différents termes des bornes adimensioputgda quantité d'intérét A

3.2 Exemple 2

Dans cette partie, on s'intéresse a I'amélioration de lammrce des bornes par I'enrichissement
de la solution du probléme adjoint. Cette technique estqudigrement adaptée aux quantités d'intérét
ponctuelles.

Dans un premier temps, une structure carrée en 2D consgifdees, encastrée a sa base et sollicitée en
cisaillement sur sa partie supérieure est étudiée. Pounbieme, schématisé sur la Figure 4, la quantité
d’intérét retenue est la vitesse horizontale moyennétsty] au pointM;.

Le probléme adjoint associé a cette quantité d'intérétegstsenté sur la Figure 4. Son chargement est
singulier car la quantité d’intérét est ponctuelle. Powotilre le probléme adjoint, on décompose la
solution en une partie handbook analytique et une partieuéle numérique (voir équation (9)).

g
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FIG. 4 — Probleme de référence (a gauche) et probleme adjoimbit@)dde I'exemple 2

Aprés la résolution du probléme de référence et du problélj@ng des bornes garanties sur la
quantité d’'intérét sont calculées. Pour une structureifieeint amortie (amortissement associé au premier
mode d’environ 100%), des bornes-45% sont obtenues. Le détail des différents termes estifdans
le Tableau 3.

Par contre, les bornes sur la quantité d’'intérét sont pdinpates lorsque I'amortissement est moins
important. En effet, pour un amortissement modal de 10%hdeses normalisées sont#b5%. Dans
ce cas afin d’améliorer la qualité des bornes, on pourraisager d'introduire des fonctions analytiques
plus riches prenant en compte la premiere réflexion d’ondéadtontiére de la structure [7].

4 Conclusion

Nous avons présenté une méthode afin d’obtenir des bornastigarsur une quantité d’intérét pour
des problémes de viscoélastodynamique. Celle-ci est lsagée concept d’erreur en relation de com-
portement et sur la résolution d’'un probléme adjoint. Biaa ges bornes soient garanties, elles ne sont
pas toujours pertinentes. Afin de pallier ce probléme, digénatégies ont été proposées :

— la plus simple a mettre en ceuvre est I'amélioration de l&it§ude la solution du probléme adjoint



en raffinant sa discrétisation ;

— pour des quantités d’'intérét dépendant de I'histoire srexons vu qu’un encadrement basé sur
I'inégalité de Legendre-Fenchel permettait d’'obtenir nnaglrement plus pertinent ;

— la derniere approche consiste a améliorer la solution dolggme adjoint en introduisant de ma-
niére explicite une solution analytique. Des premiersltésuencourageants ont été obtenus pour
une quantité d’intérét ponctuelle en espace sur une steuatadémique fortement amortie.
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