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Résumé — La résolution des problèmes dynamiques d’interaction entre deux sous-domaines dont l’un,
linéaire, n’est connu que par une impédance de bord, entraîne lorsqu’on cherche à prendre en compte
des non-linéarités, l’apparition d’intégrales de convolution dans le domaine temporel. Dans ce travail, on
présente une approche pour les évaluer, basée sur la transformée de Laplace de l’impédance. Une analyse
plus détaillée est ensuite poursuivie sur un cas pratique d’interaction sol-structure.
Mots clés — fonction d’impédance, méthode de quadratures de convolution, interaction sol-structure.

1 Introduction générale

Les problèmes dynamiques d’interaction sont souvent résolus en utilisant une technique de sous-
structuration où le système complet est décomposé en deux ou plusieurs sous-domaines. Considérons le
cas particulier de deux sous-domaines séparés par une interface Γ : l’un noté Ω1, qui est non-borné et
qui présente un comportement linéaire et l’autre, Ω2, borné et éventuellement non-linéaire. Considérons
aussi que les effets d’interaction entre les deux sous-domaines sont représentés sur l’interface par une
impédance définie dans le domaine de Fourier ou de Laplace. Dans ce cadre, on résout le problème
global en temps dans Ω2 en prenant en compte les effets du sous-domaine Ω1 au moyen d’une force
externe appliquée sur la frontière. Cette force d’interaction, qui met en jeu la fonction impédance dans le
domaine temporel Z(t), revient à calculer une intégrale de convolution avec le champ inconnu u(t) :

(Z ∗u)(t) =
Z t

0
Z(t− τ)u(τ) dτ, 0 ≤ t ≤ T (1)

où Z(t) et u(t) sont deux fonctions causales.
Pour ce faire, la littérature propose la méthode temps-fréquence [1] ou la méthode de variables ca-

chées [2] qui, en utilisant la fonction impédance ou son inverse [3, 4], reposent sur une formulation dans
le domaine fréquentiel. On trouve également des formulations de la fonction impédance dans le domaine
de Laplace [5, 6, 7] qui peut se combiner à des méthodes de quadratures de convolution [8].

En l’occurrence, on s’intéresse à une fonction impédance Ẑ(s) = L (Z(t)) définie dans le domaine
de Laplace, analytique dans le demi-plan complexe ℜ(s) > σ0 et à croissance lente pour s grand :∣∣∣Ẑ(s)

∣∣∣≤ M |s|µ (2)

avec M, µ ∈ R. Pour des problèmes d’interaction dynamique, on peut alors factoriser cette partie poly-
nomiale en faisant apparaître des termes d’inertie, d’amortissement et de raideur.

2 Méthode

On cherche à résoudre une intégrale de convolution entre deux fonctions causales telle que donnée
dans l’équation 1. Considérons dans la suite toutes les grandeurs déjà discrétisées dans l’espace.

Soit Ẑ(s) = P̂ (s)Ẑm(s) avec P̂ (s) une fonction polynomiale en s à valeurs matricielles de degré m≥
µ. Dans ce cadre, on considére le cas où le noyau de convolution Z(t) est défini au sens des distributions
comme une somme de dérivés d’ordre p (0 ≤ p ≤ m) d’une fonction continue et exponentiellement
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bornée Zm(t) = L−1
(
Ẑm(s)

)
, ponderées par des coefficients matriciels {Λp}i j ∈ R, i.e.

Z(t) =

(
m

∑
p=0

Λp
dp

dt p

)
Zm(t). (3)

Notons que, par le theorème de l’intégral de Cauchy, Zm(t) est une fonction causal. On a donc :

(Z ∗u)(t) =
m

∑
p=0

Λp

(Z t

0
Zm(τ)u(p)(t− τ) dτ

)
(4)

avec u(t) une fonction causale suffisamment différentiable.
En se servant de la méthode de quadratures de Lubich [8], on exprime l’équation 1 sous forme d’une

convolution discrète. Si l’on note ∆t le pas de temps de discrétisation, celle-ci peut s’écrire aux instants
de temps n∆t (0 ≤ n∆t ≤ t) comme suit :

(Z ∗u)(n∆t) =
n

∑
k=1

(
Ψn−k+1

1 uk + ...+Ψn−k+1
p u

(p)
k + ...+Ψn−k+1

m u
(m)
k

)
(5)

où u
(p)
k u u(p)(k∆t) et les coefficients {Ψi

j} (i = 1 ..n, j = 1 ..m) contiennent la contribution de Zm(t)
et des Λp.

3 Application aux problèmes dynamiques d’interaction sol-structure

Dans un problème dynamique d’interaction sol-structure, le noyau de l’intégrale de convolution et la
fonction u(t) correspondent respectivement à l’impédance de sol Ẑs(s) définie dans le domaine temporel
et au déplacement. La partie régulière de cette impédance vérifiant la condition 2 pour µ < 0, la méthode
de quadratures de convolution peut être utilisée pour la résolution de l’équation 4, en obtenant ainsi une
équation analogue à 5 qui dépend du déplacement, de la vitesse et de l’accélération.

La partie non-régulière de Ẑs(s) intervient directement dans le schéma d’intégration en temps lors-
qu’on l’exprime sous forme d’une impédance dynamique classique : ẐsNonReg(s) = Ms2 +Cs+K. Cela
permet ainsi d’améliorer la convergence de la résolution en choisissant les bons coefficients M ,C,K.

Le but de cette thèse étant le calcul des centrales électriques avec prise en compte des non-linéarités
dans le sol, le bâtiment et/ou avec décollement de radier, un cas d’application d’interaction sol-structure
est traité pour illustrer les propriétés de cette nouvelle approche.
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