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Résumé — La résolution des problèmes d’interaction dynamique entre deux sous-domaines dont l’un,

linéaire, n’est connu que par une impédance de bord, entraîne lorsqu’on cherche à prendre en compte

des non-linéarités, l’apparition d’intégrales de convolution dans le domaine temporel. Dans ce travail, on

présente une approche pour les évaluer, basée sur la transformée de Laplace de l’impédance. Une analyse

plus détaillée est ensuite poursuivie sur un cas pratique d’interaction sol-structure.

Mots clés — fonction d’impédance, méthode de quadratures de convolution, interaction sol-structure.

1 Introduction générale

Les problèmes dynamiques d’interaction sont souvent résolus en utilisant une technique de sous-

structuration où le système complet est décomposé en deux ou plusieurs sous-domaines. Considérons le

cas particulier de deux sous-domaines séparés par une interface Γ : l’un noté Ω1, qui est non-borné et

qui présente un comportement linéaire et l’autre, Ω2, borné et éventuellement non-linéaire. Les effets

d’interaction entre les deux sous-domaines peuvent être représentés sur l’interface par une impédance

que nous supposons définie dans le domaine de Fourier ou de Laplace. Dans ce cadre, on résout le

problème global en temps dans Ω2 en prenant en compte les effets du sous-domaine Ω1 au moyen d’une

force externe appliquée sur la frontière. Cette force d’interaction, qui met en jeu la fonction impédance

dans le domaine temporel Z(t), revient à calculer une intégrale de convolution avec le champ inconnu

u(t), que l’on notera (Z ∗u)(t).
Le problème de l’évaluation de ces produits de convolution est souvent rencontré par exemple, lors de

calculs d’interaction fluide-structure ou d’interaction sol-structure. Pour ces derniers, la littérature pro-

pose la méthode temps-fréquence [1] ou la méthode de variables cachées [2] qui, en utilisant la fonction

impédance ou son inverse [3, 4], reposent sur une formulation dans le domaine fréquentiel. On trouve

également des formulations de la fonction impédance dans le domaine de Laplace [5, 6, 7] qui peut se

combiner à des méthodes de quadratures de convolution [8].

Ces intégrales de convolution étant homogènes à des efforts, on trouve également dans la littérature

des méthodes [9] qui cherchent à les calculer en faisant apparaître les termes d’inertie, d’amortissement

et de raideur qui caractérisent les problèmes dynamiques.

2 Méthode

De manière générale, la résolution de ce problème passe par l’évaluation d’une intégrale de convolu-

tion entre deux fonctions causales définie comme :

(Z ∗u)(t) =
Z t

0
Z(t − τ)u(τ) dτ, 0 ≤ t ≤ T (1)

L’approche présentée dans cet article est essentiellement une extension des travaux effectués par [10, 11].

Vu qu’elle repose sur des méthodes de quadrature de convolution, on supposera que la transformée de

Laplace du noyau de convolution Ẑ(s) = L (Z) est analytique dans le demi-plan complexe ℜe(s) > σ0

et à croissance lente pour |s| grand :
∣

∣

∣
Ẑ(s)

∣

∣

∣
≤ D |s|µ (2)
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avec D,µ ∈ R. Nous considérons dans la suite toutes les grandeurs déjà discrétisées dans l’espace.

Soit Ẑ(s) = Ẑm(s)P̂ (s) avec P̂ (s) une fonction polynomiale en s à valeurs matricielles de degré

m ≥ µ. Dans ce cadre, le noyau de convolution Z(t) défini au sens des distributions peut s’exprimer sous

la forme d’un opérateur de différentiation d’ordre p (0 ≤ p ≤ m) comme :

Z(t) =
m

∑
p=0

Zm(t)Λp
dp

dt p
(·) (3)

où Zm(t) = L
−1

(

Ẑm(s)
)

est ponderée par des coefficients matriciels {Λp}i j ∈ R. Notons que, par le

théorème de l’intégral de Cauchy, Zm(t) est une fonction causal. On a donc :

(Z ∗u)(t) =
m

∑
p=0

(

Z t

0
Zm(τ)Λpu

(p)(t − τ) dτ

)

(4)

avec u(t) une fonction causale suffisamment différentiable.

En se servant de la méthode de quadratures de Lubich [8], on exprime l’équation 4 sous forme d’une

convolution discrète. Si l’on note ∆t le pas de temps de discrétisation, celle-ci peut s’écrire aux instants

de temps n∆t (0 ≤ n∆t ≤ t) comme suit :

(Z ∗u)(n∆t) =
n

∑
k=1

(

Ψ
n−k+1
1 uk + ...+Ψ

n−k+1
p u

(p)
k + ...+Ψ

n−k+1
m u

(m)
k

)

(5)

où u
(p)
k ≅ u

(p)(k∆t) et les coefficients {Ψi
j} (i = 1 ..n, j = 1 ..m) contiennent la contribution de Zm(t)

et des Λp.

3 Application aux problèmes dynamiques d’interaction sol-structure

Le but de cet travail étant les calculs dynamiques d’interaction sol-structure en temps pour des cen-

trales électriques, avec prise en compte la modélisation des non-linéarités globales ou localisées, on par-

ticularisera la méthode de la section précédente à ce domaine. Pour ce type de problèmes dynamiques,

le sous-domaine Ω1 répresente la partie de sol non-bornée ayant un comportement linéaire et Ω2, le sys-

tème sol non-linéaire plus bâtiment. L’impédance de bord reste définie sur l’interface Γ entre les deux

sous-domaines. Cet opérateur peut s’écrire, pour des problèmes dynamiques, sous la forme [2] :

Ẑ(s) = MΓs2 +CΓs+KΓ + Ẑreg(s) (6)

où KΓ,CΓ and MΓ sont les matrices associées aux effets d’inertie, d’amortissement et de raideur du

sol et où Ẑreg(s) correspond à une fonction régulière qui s’annule pour des valeurs de |s| suffisamment

grandes. On peut donc conclure que cette impédance vérifie la condition énoncée dans l’équation 2 de la

section précédente.

Dans ce cadre, la méthode de quadratures de convolution présentée par Lubich [8] peut être appli-

quée pour l’évaluation numérique d’une intégrale de convolution telle que donnée dans l’équation 1, où

on considérera Z(t) la transformée de Laplace inverse de l’impédance de sol Ẑ(s) et u(t), le champ

déplacement. Cette méthode permet d’approcher 1 par une convolution discrète (avec un pas de temps

∆t > 0) :

(Z ∗u)(n∆t) = ∑
0≤n∆t≤t

Φku(t −n∆t) , t = ∆t,2∆t,3∆t, ... (7)

où les coefficients Φk correspondent aux poids de la série de puissances suivante :

+∞

∑
k=0

Φkζk = Ẑ (s∆t) (8)

Les points s∆t où l’impédance dynamique de sol est évaluée sont données, dans le cadre de ce travail, par

une fonction rationale liée à une méthode linéaire multi-pas d’ordre p qui vérifie des fortes conditions de

A-stabilité. En l’occurrence, on va considérer que s∆t = δ(ζ)
∆t avec δ(ζ) = 3

2
−2ζ+ 1

2
ζ2.
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Néanmoins, étant l’expression 1 homogène à une force, il paraît judicieux d’exprimer cette convolu-

tion non seulement en termes de déplacement, mais aussi en fonction des accélérations et des vitesses.

L’approche proposée s’inscrit dans cette optique et repose sur la factorisation de la partie polynomiale

P̂ (s) de l’impédance. On considère donc :

Ẑ(s) = Ẑm(s)P̂ (s) = Ẑm(s)
(

M̃Γs2 + C̃Γs+K̃Γ

)

(9)

où K̃Γ, C̃Γ et M̃Γ sont respectivement les estimateurs des matrices KΓ,CΓ et MΓ définies dans l’équa-

tion 6, qui correspondent en même temps avec les matrices Λp (0 ≤ p ≤ 2) définies dans 3.

Dans ce cadre, la convolution peut s’écrire au moyen de la transformée de Laplace inverse comme

suit :

(Z ∗u)(t) =
1

2πi

Z

σ0+iR
Ẑm(s)P̂ (s)û(s) estds (10)

Par conséquent, la fonction polynomiale P̂ (s) étant vue comme un opérateur de différentiation qui agit

sur le champ déplacement, l’équation 1 devient :

(Z ∗u)(t) = (Zm ∗M̃Γü)(t)+(Zm ∗ C̃Γu̇)(t)+(Zm ∗K̃Γu)(t) (11)

où les efforts d’interaction (notés dans la suite RΓ(t)) sont calculés par convolutions avec d’accélérations,

vitesses et déplacements.

En prenant un pas de temps ∆t > 0, l’intégrale de convolution peut être discrétisée à nouveau comme

dans l’équation 7 et récrite comme l’équation 5 pour m = 2 :

Rn = (Z ∗u)(n∆t) =
n

∑
k=1

(

Ψ
n−k+1
2 ük +Ψ

n−k+1
1 u̇k +Ψ

n−k+1
0 uk

)

(12)

où les matrices multipliant les vecteurs déplacement uk, vitesse u̇k et accélération ük sont donnés par :

Ψ
k
0 = Z

k
mK̃Γ

Ψ
k
1 = Z

k
mC̃Γ

Ψ
k
2 = Z

k
mM̃Γ (13)

avec Z
k
m = Zm(k∆t), des coefficients qui peuvent être calculés à l’aide d’une Transformée de Fourier

Rapide (FFT) [12] :

Z
k

m =
ρ−n

L

L−1

∑
l=0

Ẑm(sl)e
− 2πinl

L , n = 0,1, ..,N (14)

où les points d’échantillonnage de la transformée de Laplace Ẑm(s) correspondent à sl = δ(ρe2πil/L)
∆t .

D’un point vue numérique, on s’intéresse au calcul des grandeurs à l’instant t = n∆t qui dépendent

des mêmes grandeurs évaluées aux instants précédents. Il semble donc pertinent d’écrire l’équation 12

en séparant l’instant n :

Rn = Ψ
1
2ün +Ψ

1
1u̇n +Ψ

1
0un +RΣ(n−1) (15)

Ainsi, les Ψ
1
i (i = 0,1,2) font référence respectivement à la raideur, l’amortissement et l’inertie instanta-

nés et RΣ(n−1) dépend uniquement des quantités aux instants précédents :

RΣ(n−1) =
n−1

∑
k=1

(

Ψ
n−k+1
2 ük +Ψ

n−k+1
1 u̇k +Ψ

n−k+1
0 uk

)

(16)

4 Schéma d’intégration en temps

On cherche dans la suite à résoudre le problème dynamique linéaire dans le domaine temporel. En

particulier, l’équation qui décrit la dynamique de la structure (notée avec l’indice b, en contraposition

aux degrés de liberté de l’interface, notés Γ) s’énonce dans le cas général :

[

Lbb(·) LbΓ(·)
(sym.) LΓΓ(·)

][

ub(t)
uΓ(t)

]

+

[

0

RΓ(t)

]

=

[

Fb(t)
FΓ(t)

]

(17)
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où un opérateur de différentiation en temps est introduit Lαβ(·) = Mαβ∂tt(·) + Dαβ∂t(·) + Kαβ pour

α,β ∈ {b,Γ}. Le vecteur RΓ(t), appelé efforts d’interaction, correspond à une intégrale de convolution

et les matrices Mαβ, Cαβ et Kαβ aux matrices de masse, d’amortissement et de raideur du modèle

discrétisé de la structure.

En résolvant le système avec un schéma d’intégration Newmark inconditionnellement stable (β =
0.25, γ = 0.5) en déplacement, l’équation 17 devient :

[

K̄11 K̄12

K̄21 K̄22

]

un = ¯̄
F n = F̄n −

{

0

RΣ(n−1)

}

(18)

où F̄n et K̄i j sont respectivement l’effort équivalent et la matrice de raideur issus de l’application d’un

tel schéma de Newmark. En particulier, le terme K̄22 qui correspond aux degrés de liberté de l’interface

Γ, s’écrit :

K̄22 =
1

β∆t2

(

M22 +Ψ
1
2

)

+
γ

β∆t

(

C22 +Ψ
1
1

)

+
(

K22 +Ψ
1
0

)

(19)

Les termes Ψ
1
2, Ψ1

1, Ψ1
0 dans l’équation 19 modifient le conditionnement de la matrice de Newmark K̄

et par conséquent, leur valeurs ont un impact sur la convergence de la solution. Notons que cette matrice

reste constant pendant tout le calcul et il est donc nécessaire de la calculer juste la première fois.

5 Résultats numériques

Afin de tester la méthode, un modèle numérique d’un système sol-structure est considéré. En l’oc-

currence, la structure est représentée par une masse m1 liée à une masse m2, plus petite, par un ressort

et un amortisseur. Une fondation superficielle modélisée à l’aide d’éléments surfaciques est rattachée

à la masse m2 par une liaison de corps rigide (voir figure 1). L’ensemble de la structure repose sur un

sol élastique et homogène modélisé par une méthode d’éléments frontière qui s’applique à l’interface

entre le sol et la fondation. C’est aussi au moyen de cette méthode d’éléments frontière qu’on obtient

l’impédance de sol dans le domaine de Laplace. Les données concernant les propriétes du système sont

fournies dans le tableau 1.

TAB. 1 – Données de la structure et de sol.

m1 m2 k c ρ E

Structure 1.8 ·1007 3.6 ·1006 2.1 ·1010 1.23 ·1007 - -

Sol - - - - 2.1 ·1003 1.5 ·1009

Le chargement, appliqué sur m2 dans la direction z, correspond à un séisme d’accélération maximale

0.3g. Les paramètres utilisés pour la méthode de quadratures de convolution ont été repris de la littérature

pour des problèmes similaires.

FIG. 1 – Modèle simplifié de structure sur une fondation superficielle.

La figure 2 montre l’accélération absolue subie par la masse m1 lorsque la méthode de quadratures

de convolution est directement appliquée à l’impédance de sol. Dans ce cas, l’erreur quadratique moyen
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FIG. 2 – Accélération absolue subie par la masse m1 calculée par l’approche hybride Laplace-temps

(ligne noire) et par un calcul de référence (ligne pointillée rouge).

relative à l’accélération maximale sur un intervalle de 20s et par rapport à la solution de référence donnée

est de ε = 0.53%. Les résultats s’améliorent si on factorise la partie polynomiale de l’impédance. Le

tableau 2 montre les erreurs obtenues pour les cas suivants :

(i). (Z ∗u)(t) = (Zm ∗Mü)(t) ;

(ii). (Z ∗u)(t) = (Zm ∗Mü)(t)+(Zm ∗Ku)(t) ;

(iii). (Z ∗u)(t) = (Zm ∗Mü)(t)+(Zm ∗Cu̇)(t)+(Zm ∗Ku)(t).

En ce qui concerne l’estimation des valeurs KΓ, CΓ et MΓ, elles ont été saisies en cherchant celles

minimisant l’erreur quadratique moyen par rapport à une solution de référence.

TAB. 2 – Erreur quadratique moyen relative à l’accélération maximale sur la durée du séisme lorsque des

termes (i) d’inertie (ii) d’inertie et de raideur et (iii) d’inertie, de raideur et d’amortissement sont pris en

compte pour l’évaluation des efforts d’interaction.

(i) (ii) (iii)

1.35% 0.50% 0.43%

Ces résultats montrent effectivement que l’écriture des efforts d’interaction sous la forme de termes

d’inertie, amortissement et raideur permet un meilleur pilotage de la convergence vers la solution, ce qui

rend le schéma de résolution plus robuste face aux perturbations numériques.

6 Conclusions

Dans cet article, une approche hybride Laplace-temps a été présentée pour l’évaluation temporel

des efforts d’interaction dynamique qui interviennent lors de la prise en compte du couplage entre deux

sous-domaines, en particulier lorsque l’un est linéaire et l’autre non-linéaire.

La méthode, exposée de façon générale, a été ensuite particularisée au cas de problèmes dynamiques

d’interaction sol-structure en introduisant la notion de matrice d’impédance de sol. Un cas d’applica-

tion numérique formulé avec un schéma d’intégration temporel de la famille Newmark a été finalement

abordé.
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En termes numériques, la méthode s’avère d’abord moins sensible au choix du pas de temps que

d’autres méthodes traditionnelles basées sur des passages temps-fréquence. Il profite aussi des avantages

offerts par la Transformée de Fourier Rapide, gagnant ainsi en nombre d’operations à effectuer. Finale-

ment, cette approche rend possible l’écriture des efforts d’interaction au moyen de convolutions avec les

déplacements, les vitesses et les accélérations qui d’après les résultats obtenus améliorent la convergence

de la solution.

La suite de ces travaux de recherche s’orientent vers l’introduction de non-linéairités et la validation

de la méthode sur des modèles plus complexes.
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