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Résumé— Dans cet article, on présente un algorithme numérique basé sur une technique de perturbation
appelée Méthode Asymptotique Numérique (MAN) pour résoudre des problèmes non linéaires dans le
cadre des matériaux hyperélastiques compressibles et incompressibles. L’efficacité et la précision de la
méthode sont examinées en comparant cet algorithme avec la méthode classique de Newton-Raphson
pour des problèmes de structures en présence de grandes déformations hyperélastiques et instabilités.
Mots clés— Méthode asymptotique numérique, Matériaux hyperélastiques, Instabilités,Flambage.

1 Introduction

Les matériaux hyperélastiques sont souvent utilisés dans diverses applications industrielles grâce à
leurs propriétés remarquables de flexibilité, de déformabilité et de résistance à la déformation à des ni-
veaux élevés. Le comportement mécanique non linéaire de cette classe de matériaux a été largement
étudié par plusieurs chercheurs (voir, par exemple ; [1]). Dans ce travail, nous cherchons à résoudre les
problèmes impliquant des lois de comportement hyperélastique en utilisant la méthode asymptotique nu-
mérique (MAN) [2, 3]. La MAN est basée sur un développement des différentes variables du problème
non linéaire à résoudre sous la forme de séries tronquées à des ordresrelativement élevés [4]. Cela nous
permet de transformer les équations non linéaires en une séquence d’équations linéaires qui admettent
le même opérateur tangent. La MAN peut être considérée comme un prédicteurd’ordre élevé, qui n’a
généralement pas besoin de la phase de correction. Une procédure decontinuation est utilisée pour par-
courir toute la branche solution du problème posé. Les principaux avantages de la MAN par rapport à
Newton-Raphson sont les suivants : a) une réduction importante du nombre de décompositions de la
matrice tangente ; b) une très bonne efficacité pour les problème présentant des instabilités ou des points
de limite.

2 Formulation du problème

Dans ce travail, on se place dans le cadre d’une formulation lagrangiennetotale qui prend en compte
les grands déplacements et les grandes rotations. Plusieurs lois de comportement hyperélastique sont
proposées. On montrera comment ces lois fortement non linéaires peuventêtre adaptées au cadre de la
méthode asymptotique numérique. La forme faible du problème à résoudre dans un domaineΩ peut
s’écrire sous la forme suivante :
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

∫

Ω
tP : δ F dΩ = λ Text(δ u)

S= F (γ)
P= F ·S

γ =
1
2

(tF ·F− I
)

F = I +∇ u .

(1)

où P et S représentent respectivement le premier et le second tenseurs de Piola-Kirchhoff ; γ est le ten-
seur de déformation de Green Lagrange ;F est le tenseur gradient de déformation ;λ est un paramètre
de chargement etText est le travail des efforts extérieurs.I est le tenseur identité d’ordre deux etu re-
présente le champ de déplacement. Notons qu’on définitS en fonction deγ au travers de la relation de
comportement détaillée plus loin.
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En ce qui concerne la relation de comportement, on se propose de présenter quatre modèles de rela-
tion de comportement hyperélastique qui présentent divers degrés de difficulté concernant leur adaptation
au cadre de la MAN.

Modèle de Saint-Venant Kirchhoff:
S= C : γ . (2)

Modèle de Mooney-Rivlin:

S= 2(c1+c2I1)I −2c2C+[2cJ(J−1)−d]C−1
. (3)

Modèle de Néo-Hookéan:
S= (λ0 lnJ−µ0)C−1+µ0I . (4)

Modèle de Gent:

S= µ
[

J(bJ−b−1)C−1+
Jm

Jm− I1+3
I
]

. (5)

Dans ces relations,C représente le tenseur classique d’élasticité d’ordre 4,C = tF · F le tenseur des
déformations de Cauchy-Green droit.I1 = Tr(C) etJ =

√

det(C) sont deux invariants du tenseurC. Les
paramètres scalairesc1, c2, c, d, λ0, µ0, b etJm sont des constantes du matériau.

Comme ces modèles hyperélastiques impliquent généralement des relations fortement non linéaires,
l’application de la MAN à ces modèles n’est pas directe. Pour appliquer la technique de perturbation
d’une manière simple, il faut remplacer ces équations par des relations quadratiques. Ceci permet de
générer les formules de récurrence pour des différents ordres de troncature avec une addition simple et
efficace. De cette manière, on transforme les relations de comportement hyperélastique avec forte non
linéarité en une forme plus convenable dans le cadre de la MAN.

En principe, toutes les variables de la loi de comportement non linéaire sont développées sous forme
de séries entières par rapport à un paramètre de développement. Les relations non linéaires sont ainsi
transformées en une suite récurrente de relations linéaires. Plus généralement, si on considère le modèle
de Saint-Venant Kirchhoff qui donne une relation linéaire entre les contraintes et les déformations, l’ap-
plication de la technique de perturbation conduit à la relation linéaire suivantepour un ordre arbitraire
de troncature des sériesk :

Sk = C : γk . (6)

Dans le cas de relation non linéaire entre les contraintes et les déformations,on peut écrire les problèmes
linéaires générés par l’application de la technique de perturbation comme suit:

Sk = Ct : γk+Sres
k , (7)

où le tenseurC est remplacé par le tenseur de module tangentCt , qui dépend à la fois des constantes
élastiques du matériau et du champ de contraintes actuelles. En outre, la non linéarité du matériau induit
un terme résiduelSres

k qui dépend de la solution calculée aux ordres précédant l’ordre ’k’.
Les différents modèles considérés (les relations (2), (3), (4) et (5))peuvent être écrits sous la forme

des relations (6) ou (7) en termes du second tenseur de Piola-Kirchhoff, Set du tenseur des déformations
de Green-Lagrange,γ. Comme le modèle de Saint-Venant Kirchhoff a une forme quadratique, on peut
facilement traiter cette relation dans le cadre de la MAN. Toutefois, les autresrelations de comportement
contiennent les variables suivantes :C−1, J, lnJ, qui ne peuvent pas être directement développées en
séries pour une raison d’efficacité numérique.

Étant donné que ces relations ne sont pas quadratiques, des variablessupplémentaires sont intro-
duites afin de simplifier les formules de récurrence dans le cadre de la MAN.En outre, des relations
différentielles peuvent également être utilisées pour certaines fonctions.Pour cette raison, une variable
supplémentaireCinv = C−1 est introduite. Elle permet d’écrire la relation quadratique suivante :

C ·Cinv = I . (8)

La variable scalaireJ implique une relation cubique par rapport au tenseurC : J2 = det(C) =
εlmnCl1Cm2Cn3. Pour cela, on transforme cette relation sous une forme quadratique en introduisant une
variable supplémentairẽClm =Cl1Cm2 :

J2 = det(C) = εlmnC̃lmCn3 . (9)
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Enfin, une nouvelle variableβ est introduite pour traiter la fonction lnJ telle queβ = lnJ. Une relation
quadratique est obtenue en considérant la forme différentielle de cette équation :

J δβ −δJ = 0 . (10)

Les relations (8), (9) et (10) sont utilisées dans la loi de comportement permettant ainsi d’obtenir
une forme simple à développer en séries entières dans la cadre de la MAN. Ceci permet d’écrire les
différentes lois de comportement considérées dans cette étude sous la forme de la relation (7).

Une fois le problème non linéaire à résoudre est mis sous une forme quadratique, les variables du
problème sont donc développées en séries entières comme suit :

{

U(a) = U0+∑N
k=1ak

Uk ,

λ (a) = λ0+∑N
k=1akλk .

(11)

oùU représente les variables du problème à résoudre etN l’ordre de troncature des séries. La substitution
de ces développements dans le problème non linéaire permet d’obtenir la suiterécurrente de problèmes
linéaires comme suit (1≤ k≤ N) :
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∫

Ω
tPk : δ F dΩ = λk Pext(δ u)

Sk = Ct : γk+Sres
k

Pk = F0 ·Sk+Fk ·S0+
k−1

∑
r=1

Fk−r ·Sr

γk =
1
2

(

tF0 ·Fk+
tFk ·F0+

k−1

∑
r=1

tFk−r ·Fr

)

Fk = ∇ uk .

(12)

Dans cette formulation, seul le vecteur déplacement sera discrétisé. Pourcela, une méthode de sub-
stitution est utilisée pour condenser les différentes équations de (12) dans celle d’équilibre (121). Donc,
le problème à l’ordrek peut s’écrire sous la forme suivante :

L (uk,δu) = λp Text(δ u)+F
nl
p (δu) , (13)

où L est un opérateur tangent de rigidité qui dépend de la solution initiale, il est lemême pour tous
ordres de la série ;F nl

p est un terme résiduel qui contient des termes dépendant des ordres inférieures à
k et nul pour l’ordre 1. Les détails de calcul relatifs à ces termes peuventêtre consultés dans la référence
[3].

La technique présentée dans cette étude permet d’obtenir une bonne partie de la branche solution
en décomposant une seule matrice de rigidité tangente. Rappelons que malgréla présence de la relation
non linéaire de comportement, aucune itération n’est effectuée ni au niveau local au point d’intégration
ni au niveau global sur la condition d’équilibre de la structure. Il est important également de noter que
le comportement non linéaire de type hyperélastique s’apprête bien au développement en séries à l’aide
de la MAN puisqu’il ne présente pas de singularité comme celle rencontrée dans une loi de plasticité :
condition de passage de l’état élastique à l’état plastique et vice versa. Lasolution complète du problème
est obtenue en utilisant une technique de continuation asymptotique. Cette technique est assez simple
à mettre en ouvre, elle consiste à comparer des solutions à des ordres consécutifs et d’exiger que la
différence relative entre ces deux solutions reste petite par rapport à un paramètre de précisionδ (exemple
δ = 10−5 ). Pour réduire le nombre de pas asymptotique, il est possible d’utiliser desapproximants de
Padé. L’expérience montre que cette technique permet de diviser d’environ par deux le nombre de pas
asymptotiques. Le surcoût relatif au calcul des fractions rationnelles estnégligeable.

3 Exemples numériques

La précision et l’efficacité de la procédure proposée ont été testées sur plusieurs problèmes de struc-
tures. Tout d’abord, des problèmes de tension et de compression de matériaux hyperélastiques ont été
étudiés pour valider notre procédure (MAN avec approximants de Padé). Les résultats sont comparés

3



avec ceux obtenus à l’aide de l’algorithme de Newton-Raphson. La MAN montre clairement sa robus-
tesse et son efficacité dans ces problèmes par rapport à Newton-Raphson [3].

En outre, une microstructure de matériaux cellulaires montrée sur la figure 1(a) a été étudiée montrant
l’utilisation de cette procédure dans une analyse multi échelle des matériaux hétérogènes en présence des
instabilités. Les inclusions sont faites d’un matériau hyperélastique pour lequel la loi de comportement
de Mooney-Rivlin est considérée et la matrice est faite d’un matériau hyperélastique modélisé à l’aide
de la loi de Gent. Le gradient de déformation homogène avec des fluctuations périodiques est imposé
sur le bord de la microstructure (voir, par exemple, [5]). Le chargementappliqué est une compression
avec un cisaillement de faible amplitude, introduit pour déclencher le flambage.On voit dans les figures
1(b) et 1(c) les états déformés de la microstructure pour les points A et B dela courbe 2. Avant le point
A, la réponse est essentiellement linéaire. Après le point A, des instabilités au niveau local induisent un
changement brutal dans la rigidité de la structure (portion de courbe entreles points A et B).

16 µ m

10 µ m

(a) (b) (c)

FIGURE 1 – Microstructure cellulaire (a) ; et l’état déformé de cette microstructure au point A (b) et au
point B (c) montrés sur la figure 2.
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FIGURE 2 – Le diagramme contrainte-déformation de la microstructure du matériau cellulaire.

Dans ce deuxième exemple, on présente un problème d’homogénéisation à deux échelles comportant
un matériau hétérogène hyperélastique. Le but est de montrer le potentiel de notre approche pour étudier
des matériaux comme les polymères renforcés ou des biomatériaux. La structure étudiée est représentée
par une bague annulaire composée d’un manchon métallique interne, un manchon métallique externe,
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et un matériau hétérogène décrit par la microstructure périodique montrée dans la figure 3. Le manchon
rigide interne est soumis à un déplacement vertical imposé comme le montre la figure 3. Pour étudier ce
problème, nous utilisons une procédure multi échelles employant la MAN à deux échelles. Cette tech-
nique initialement présentée dans [5] et [6], est appelée MAN-multi échelleet offre un cadre efficace
pour l’homogénéisation non linéaire en raison des propriétés de la "linéarisation" de la MAN. Les inclu-
sions sont modélisées par le modèle de Saint-Venant Kirchhoff. La matrice est constituée d’un matériau
décrit par le modèle de Mooney-Rivlin.

Metal outer sleeve
(rigid)

Metal inner sleeve
(rigid)

Inclusion

Matrix

Microstructure

Macrostructure

R
o
 = 10 mm

R
i
 = 6 mm

x

y

FIGURE 3 – Géométrie et conditions aux limites du problème,.

Les états déformés de la macrostructure et des microstructures sont présentés dans la figure 4. La
Figure 5 présente le seconde tenseur de contraintes macroscopiques dePiola-KirchhoffS par rapport à
la déformation macroscopique de Green-Lagrangeγ aux points d’intégration situés aux pointsA, B etC.

Point A

Point C

Point B

FIGURE 4 – Les états déformés des macro- et micro- structures.
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FIGURE 5 – Courbes contraints-déformations macroscopiques pour les pointsA, B etC.

4 Conclusion

Dans cet article, nous avons présenté les formulations permettant de résoudre des problèmes hyper-
élastiques à l’aide de la méthode asymptotique numérique (MAN). En utilisant la MAN, le problème
non linéaire à résoudre est transformé en une séquence de problèmes linéaires. Par conséquence, la ma-
trice de rigidité tangente est calculée une seule fois pour chaque pas asymptotique. Une technique de
continuation classique est utilisée dans le cadre de la MAN pour décrire toutela branche solution. Dans
ce type de problème où la réponse ne présente pas de singularité ou de fortes irrégularité, peu de pas
est suffisant pour calculer la réponse complète de la structure sur un grand intervalle de chargement, ce
qui permet une réduction significative du temps de calcul par rapport aux méthodes classiques de type
Newton-Raphson.
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