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Résumé— Dans cet article, on présente un algorithme numérique basé sur unigjtectie perturbation
appelée Méthode Asymptotique Numérique (MAN) pour résoudre desgonels non linéaires dans le
cadre des matériaux hyperélastiques compressibles et incompresséffesadité et la précision de la
méthode sont examinées en comparant cet algorithme avec la méthode elagsijawton-Raphson
pour des problémes de structures en présence de grandes défasrhgtierélastiques et instabilités.
Mots clés— Méthode asymptotique numérique, Matériaux hyperélastiques, Instatiliadsbage.

1 Introduction

Les matériaux hyperélastiques sont souvent utilisés dans diverdasapps industrielles grace a
leurs propriétés remarquables de flexibilité, de déformabilité et de résstalacdéformation a des ni-
veaux élevés. Le comportement mécanique non linéaire de cette classe dauxaété largement
étudié par plusieurs chercheurs (voir, par exemple; [1]). Dans eailiraous cherchons a résoudre les
problémes impliquant des lois de comportement hyperélastique en utilisant ladeéshanptotique nu-
mérique (MAN) [2, 3]. La MAN est basée sur un développement deséréifites variables du probleme
non linéaire a résoudre sous la forme de séries tronquées a desreldtigement élevés [4]. Cela nous
permet de transformer les équations non linéaires en une séquenuatibgg linéaires qui admettent
le méme opérateur tangent. La MAN peut étre considérée comme un prédictelre élevé, qui n'a
généralement pas besoin de la phase de correction. Une procédumetideiation est utilisée pour par-
courir toute la branche solution du probléeme posé. Les principaux aemntigla MAN par rapport a
Newton-Raphson sont les suivants : a) une réduction importante du eaieldécompositions de la
matrice tangente ; b) une trés bonne efficacité pour les probléme préstgganstabilités ou des points
de limite.

2 Formulation du probleme

Dans ce travail, on se place dans le cadre d’'une formulation lagrandisateequi prend en compte
les grands déplacements et les grandes rotations. Plusieurs lois de womgmirhyperélastique sont
proposées. On montrera comment ces lois fortement non linéaires pétreeatiaptées au cadre de la
méthode asymptotique numérique. La forme faible du probléme a résoudsaidatomaine peut
s’écrire sous la forme suivante :

Jo'P:dFdQ=A Tex(dU)

S=7(y)
P=F.S
1, (1)
y:E(FF—I)
F=I+0Ou

ou P et Sreprésentent respectivement le premier et le second tenseurs d&ireblaeff ; y est le ten-
seur de déformation de Green Lagrangegst le tenseur gradient de déformatignest un parameétre
de chargement éliey est le travail des efforts extérieulsest le tenseur identité d’ordre deuxiete-
présente le champ de déplacement. Notons qu’on dé&figit fonction dey au travers de la relation de
comportement détaillée plus loin.



En ce qui concerne la relation de comportement, on se propose detprégeaire modeles de rela-
tion de comportement hyperélastique qui présentent divers degréBaldtd concernant leur adaptation
au cadre de la MAN.

Modéle de Saint-Venant Kirchhaff

S=C:y. 2)
Modéle de Mooney-Rivlin
S=2(c1+Col1)l —2¢,C+[2cI(J—1)—d]C L. (3)
Modéle de Néo-Hookéan
S= (AoInJ— o) C L+ ol . (4)
Modele de Gent
Jm

S=pu[J(bI-b—1)C 1+ | (5)

Jn—11+3 '

Dans ces relations représente le tenseur classique d’élasticité d’ordr€ 4 'F - F le tenseur des
déformations de Cauchy-Green dréjt= Tr(C) etJ = /detC) sont deux invariants du tense0r Les
parametres scalaires, C, C, d, Ag, Lo, b etJy, sont des constantes du matériau.

Comme ces modeles hyperélastiques impliquent généralement des relatiemefdmon linéaires,
I'application de la MAN a ces modéles n’est pas directe. Pour appliquer liaiteee de perturbation
d’'une maniere simple, il faut remplacer ces équations par des relatiodsatigaes. Ceci permet de
générer les formules de récurrence pour des différents ordresrd=ture avec une addition simple et
efficace. De cette maniére, on transforme les relations de comportememnélagique avec forte non
linéarité en une forme plus convenable dans le cadre de la MAN.

En principe, toutes les variables de la loi de comportement non linéaire &albgpées sous forme
de séries entiéres par rapport a un paramétre de développementlatiensenon linéaires sont ainsi
transformées en une suite récurrente de relations linéaires. Pluslgér@rg si on considere le modele
de Saint-Venant Kirchhoff qui donne une relation linéaire entre les aiomgss et les déformations, I'ap-
plication de la technique de perturbation conduit a la relation linéaire suipanieun ordre arbitraire
de troncature des sériks

S=C:y. (6)
Dans le cas de relation non linéaire entre les contraintes et les déformatiqrejt €crire les problemes
linéaires générés par I'application de la technique de perturbation comme suit

Sc=Cr: v +S°°, (7)

ou le tenseufC est remplacé par le tenseur de module tan@gntjui dépend a la fois des constantes
élastiques du matériau et du champ de contraintes actuelles. En outre, lagaoitdidu matériau induit
un terme résidueB s qui dépend de la solution calculée aux ordres précédant I'ordre 'k’.

Les différents modeles considérés (les relations (2), (3), (4) epé&iyent étre écrits sous la forme
des relations (6) ou (7) en termes du second tenseur de Piola-KircBleofflu tenseur des déformations
de Green-Lagrangeg, Comme le modéle de Saint-Venant Kirchhoff a une forme quadratique,uwn pe
facilement traiter cette relation dans le cadre de la MAN. Toutefois, les aetet®ns de comportement
contiennent les variables suivante€~1, J, InJ, qui ne peuvent pas étre directement développées en
séries pour une raison d'efficacité numérique.

Etant donné que ces relations ne sont pas quadratiques, des vasighpéémentaires sont intro-
duites afin de simplifier les formules de récurrence dans le cadre de la BANuUtre, des relations
différentielles peuvent également étre utilisées pour certaines fonddons cette raison, une variable
supplémentair€™ = C~1 est introduite. Elle permet d’écrire la relation quadratique suivante :

c.cv=|. (8)

La variable scalaire) implique une relation cubique par rapport au tensgur J*> = detC) =
&mnC11CmeCns. Pour cela, on transforme cette relation sous une forme quadratique @iuisant une
variable supplémentai@m, = C1Cnp :
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Enfin, une nouvelle variabl@ est introduite pour traiter la fonction Intelle quef = InJ. Une relation
guadratique est obtenue en considérant la forme différentielle de catigay:

JOB—-38J=0. (10)

Les relations (8), (9) et (10) sont utilisées dans la loi de comportememep@nt ainsi d’obtenir
une forme simple a développer en séries entiéres dans la cadre de la M&NpeZmet d'écrire les
différentes lois de comportement considérées dans cette étude sousdalfota relation (7).

Une fois le probleme non linéaire & résoudre est mis sous une forme tiga€erdes variables du
probléme sont donc développées en séries entieres comme sulit :

{ U(a) = Uo+ 51 @Uk , (11)

A@) = Ao+ SR N .

ouU représente les variables du probleme a résoudyid’etdre de troncature des séries. La substitution
de ces développements dans le probléme non linéaire permet d’obtenir leésuiteente de probléemes
linéaires comme suit (X k< N):

Jo'Pk: 6 FdQ = A Pex (6 1)
Sc=Cr v+ 8
k-1

P« = Fo- Sc+ Fx- Fir-
k= Fo-Sc+Fx So+r; ker - Sy 12)

1 k—1
ie=5 (tFO'Fk+tFk' Fo+ Y Fir- Fr)
r=1

Fk:DUk.

\

Dans cette formulation, seul le vecteur déplacement sera discrétisecd?aunne méthode de sub-
stitution est utilisée pour condenser les différentes équations de (12dba d’équilibre (12). Donc,
le probléme a 'ordrék peut s’écrire sous la forme suivante :

L (U, 8u) = Ap Text(d U) +.7)' (8U) (13)

ou .Z est un opérateur tangent de rigidité qui dépend de la solution initiale, il @séhee pour tous
ordres de la sérieﬁg' est un terme résiduel qui contient des termes dépendant des orémnisurds a

k et nul pour 'ordre 1. Les détails de calcul relatifs a ces termes peéuentonsultés dans la référence
[3].

La technique présentée dans cette étude permet d’obtenir une botiredpda branche solution
en décomposant une seule matrice de rigidité tangente. Rappelons quelmplgsence de la relation
non linéaire de comportement, aucune itération n'est effectuée ni aauniveal au point d’'intégration
ni au niveau global sur la condition d’équilibre de la structure. Il est t@md également de noter que
le comportement non linéaire de type hyperélastique s’'appréte bien doplgsment en séries a l'aide
de la MAN puisqu’il ne présente pas de singularité comme celle rencontn&eud@ loi de plasticité :
condition de passage de I'état élastique a I'état plastique et vice versaluten compléte du probleme
est obtenue en utilisant une technique de continuation asymptotique. Ceti@techst assez simple
a mettre en ouvre, elle consiste a comparer des solutions a des ordrésutibm®et d’exiger que la
différence relative entre ces deux solutions reste petite par rappogarametre de précisi@n(exemple
& =107°). Pour réduire le nombre de pas asymptotique, il est possible d'utiliseppesximants de
Padé. L'expérience montre que cette technique permet de diviselirdepar deux le nombre de pas
asymptotiques. Le surco(t relatif au calcul des fractions rationnellegghbtieable.

3 Exemples numériques

La précision et I'efficacité de la procédure proposée ont été testéphisieurs problemes de struc-
tures. Tout d’'abord, des problémes de tension et de compression déamatéyperélastiques ont été
étudiés pour valider notre procédure (MAN avec approximants de Pael€yésultats sont comparés



avec ceux obtenus a 'aide de I'algorithme de Newton-Raphson. La MAN maotgirement sa robus-
tesse et son efficacité dans ces problémes par rapport a NewtoseRdBh

En outre, une microstructure de matériaux cellulaires montrée sur la figa)ra ¢ étudiée montrant
I'utilisation de cette procédure dans une analyse multi échelle des matériguadenes en présence des
instabilités. Les inclusions sont faites d’'un matériau hyperélastique pauwellgloi de comportement
de Mooney-Rivlin est considérée et la matrice est faite d’'un matériaur@égstique modélisé a l'aide
de la loi de Gent. Le gradient de déformation homogeéene avec des fluctigtioiodiques est imposé
sur le bord de la microstructure (voir, par exemple, [5]). Le chargemepliqué est une compression
avec un cisaillement de faible amplitude, introduit pour déclencher le flamBeageoit dans les figures
1(b) et 1(c) les états déformés de la microstructure pour les points A etdBodeirbe 2. Avant le point
A, la réponse est essentiellement linéaire. Apres le point A, des instabilitéigeau local induisent un
changement brutal dans la rigidité de la structure (portion de courbelesifpeints A et B).
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FIGURE 1 — Microstructure cellulaire (a) ; et I'état déformé de cette microstructugoint A (b) et au
point B (¢) montrés sur la figure 2.
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FIGURE 2 — Le diagramme contrainte-déformation de la microstructure du matériau cellulair

Dans ce deuxieme exemple, on présente un probleme d’homogénéisationéeldelles comportant
un matériau hétérogéne hyperélastique. Le but est de montrer le potentierd approche pour étudier
des matériaux comme les polyméres renforcés ou des biomatériaux. Larsttouiée est représentée
par une bague annulaire composée d’'un manchon métallique interne, uhananétallique externe,
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et un matériau hétérogéne décrit par la microstructure périodique moamééadfigure 3. Le manchon
rigide interne est soumis a un déplacement vertical imposé comme le montre éaiqRour étudier ce
probléme, nous utilisons une procédure multi échelles employant la MAN>aéddelles. Cette tech-
nique initialement présentée dans [5] et [6], est appelée MAN-multi écaetdfre un cadre efficace
pour 'homogénéisation non linéaire en raison des propriétés de la "liagan’sde la MAN. Les inclu-
sions sont modélisées par le modéle de Saint-Venant Kirchhoff. La masticerstituée d’'un matériau

décrit par le modéle de Mooney-Rivlin.
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FIGURE 3 — Géomeétrie et conditions aux limites du probléme,.

Les états déformés de la macrostructure et des microstructures samtpsédans la figure 4. La
Figure 5 présente le seconde tenseur de contraintes macroscopidqRietael€irchhoff S par rapport a

la déformation macroscopique de Green-Lagrangex points d'intégration situés aux poimtsB etC.
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FIGURE 4 — Les états déformés des macro- et micro- structures.
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FIGURE 5 — Courbes contraints-déformations macroscopiques pour les poitstC.

4 Conclusion

Dans cet article, nous avons présenté les formulations permettant denesies problémes hyper-
élastiques a l'aide de la méthode asymptotique numérique (MAN). En utilisant Id, MAprobleme
non linéaire a résoudre est transformé en une séquence de probléagsdsinPar conséquence, la ma-
trice de rigidité tangente est calculée une seule fois pour chaque pastasgog Une technique de
continuation classique est utilisée dans le cadre de la MAN pour décrireladatanche solution. Dans
ce type de probléme ou la réponse ne présente pas de singularité otedarfégularité, peu de pas
est suffisant pour calculer la réponse compléte de la structure suand igtervalle de chargement, ce

qui permet une réduction significative du temps de calcul par rappenné@thodes classiques de type
Newton-Raphson.
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