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Résumé— Ce papier traite de la désynchronisation desabkes internes dans la résolution de
problémes élasto-plastiques en utilisant la mét#daldR (A Priori Hyper Reduction). Cette méthode
a priori ne nécessite en amont aucune prévisiamediés finis (EF) et permet la construction d'un
modéle d'ordre réduit (ROM). Dans la continuité ttagsaux menés [4], la formulation multi-niveaux
est utilisée de fagcon désynchronisée sur une plagee inclusions. Les résultats seront critiqués en
termes de précision et d’'efficacité numérique.

Mots clefs— réduction de modele, méthode APHR, méthode Ri@Bomposition de domaine.

1 La méthode APHR multi-niveaux

Dans un contexte industriel concurrentiel, la cptioe de pieces mécaniques nécessite de
nombreux calculs. Certains peuvent s'avérer rapiagis d’autres doivent fournir des résultats précis
La méthode APHR offre de tels choix de calculs épigissant de privilégier graduellement la
précision ou le temps de calcul.

La méthode APHR est une méthode de réduction ireméate et adaptative. Elle fournit des
prévisions issues d’un modele d’ordre réduit (RGM@ntuellement corrigées par des calculs partiels
éléments finis (EF) utilisés pour enrichir les sas&duites associées au ROM d’'un mode empirique.
Afin de contrdler la croissance du ROM, une décasitum orthogonale aux valeurs propres (POD)
menée sur les bases réduites sélectionne les nemagisiques les plus représentatifs. Concernant
I'hyper-réduction, les lois de comportement sotégrées sur un domaine d'intégration réduite (RID).

1.1 Deéfinition des espaces de fonctions

On s’intéresse a un domai 2 pendant un intervalle de tem] O,T]. La frontiere deQ2 est notée
0Q2=9,,Q00.2. Surd, L, on a une condition de Dirichlu(x,t)=00t0]0,T] et surd .2,

on aune forch(x,t) dépendant du temps.

Le modele EF est déduit du modéle continu en atitisin sous espaV, deV etle ROM en est

déduit en utilisant un sous espaVFEg)M deV, selon (1), (2) et (3) [4].

Vz{u(x,t)DHl(Q) Us0™ } @
v, ={ u(x,t)av| EqDDh,u(x,t)=Zh:Nj (x)a; (t)DxDQ} ()
v, ={ u(x,t)ov, | ™ DDS,u(x,t)ziwﬁ“) (x)al" (t) DXDQ} 3)

Comme les bases réduites peuvent évoluer en rdeaventuelles POD, I'exposi(n) donne la
version du ROM.



La résolution de I'état mécanique a I'insttntloit satisfaire au principe des travaux virtu@&i¥V)
donné par (4).

IQ e(u)  ole(ut), (x,2)) 2 <t)dQ—LFQ u F(x t)dr=0 0Ou OV, (4)

Dans le cas du ROM, le PTV fait intervenir uniquetr S équations scalaires au lieu hz=dans le
cas d'un modele EF. L’hyper-réduction consiste sabiintroduire de nouveaux espaces de fonctions
tronquéesV,,, etV selon (5) et (6) afin d’appliquer le PTV.

1TROM

v, ={u(x,t)uv\ 0" () =660 3N, (), ) mxm} ©)

Vi, = { (k) 0V, | CAP00°, u(x, 1) =blx) 3" (x)al® (1) O ug} ©)

k=1

Ces fonctions tronquées sont les fonction:V,, eet Vég)M annulées en dehors d’'un doma£?,,
appelé RID crée a I'aide d’'une fonction bulle régnd b(x) de suppor £,, donnée par (7).

()

o) = 1 Ox02,\ (02, n 2,)
0 sinon

Dans ce cas, le domail2,, fait intervenir au moin:s équations dans la résolution et on obtient
une formulation du PTV restreinteQ2; selon (8) ave 9. Q,, =02 n Q.

[ elu) ole(ulx, ).z <t)de-[ U F(xt)dr=0 Ou' OV, 8)
Qy |F 2

1.2 Deésynchronisation des variables internes

La désynchronisation adoptée porte sur la représentdes variables internes uniqguement. La
représentation des déplacements reste inchangéorhaine 2 est alors écrit comme une partition
(@ )iD{1...¢} . A chaque regio ©Q, de I'espact£2, une base de modes empiriques relatifs aux vasgabl

internes est associée [2][3].

A un instanit donné, les variables d'état (9) et les variabigsries (10) sont décrites comme des
combinaisons linéaires des variables d'état résleiteles variables internes réduites.

uld, (k) =3 @ ()al(t) Ox0e (©)
20, 0= 3 ) () Dx0Q, DiofL.....4) (10)

1.3 La construction du RID

L'idée de I'hyper-réduction est d'utiliser seulerhemne partie des équations d’équilibre du modele
EF afin de satisfaire I'équilibre du domai (2 .



Pour tenir compte de la désynchronisation de leésgmtation des variables internes et permettre
I'extrapolation des variables internes €, , le RID doit étre construit par agglomération eanant

en compte la partitio (Qi )iD{1 e Toutefois, afin que le RID puisse étre constdegitfacon identique

pour un calcul synchronisé ou désynchronisé, orodoit une nouvelle partitim(Qi )iD{1

.......... u

Le domaine® est alors scindé en une partitiQ,, 0Q, ot Q, comprend une régioQ,
contenant des éléments sur lesquels s’appliqusrdfferts et éventuellement augmenté d’'une région
d’intérét Q, selon (11).

Q,=Je,0e. 09 (11)

i=1

centrées sur les éléments qui maximisent le gradiea modes empiriques relatifs au champ de
déplacement selon (12). Le paraming:permet de choisir le nombre de boules pour chaupae.

Ng s

Qni = U U B(arg!;na)ﬂ 5(‘//|£n))

v=1k=1

\,hj 0 O{1,.... &} (12)

1.4 L’algorithme incrémental
Les approximations multi-niveaux sont données sgl8het (14) :
u(x,t)=ul) (x,t)+8u, (x,t) OxOQ (13)
'z(x,t) =20 (x,t)+8'z, (x,t) OxO@ OiO{d,...,4} (14)
Selon une démarche incrementale, I'état mecanigtiesupposé connu a un instét tet on

recherche les inconnues a l'instt,,, [4].

Etape 1 : les variables d'état réduites relatives au chdmpéplacemera(”)(tiﬂ) sont prédites et
les variables interne' 2%, (x.t,,) OiD{a,...8} sontcalculées siQ, selon (15).

LG E(U*) :U(E(U(SC)JM (X’T))'T <ti+1) dQ—L\Fszn U TF(x t.,) dr=0 Du" OVih,, (15)

Etape 2 : les variables interne'z{),, (x,t,,) C0iO{1,....4} sont étendues au domai Q,, en

calculant les variables internes réduib(”)(tM) 0i 0{1,...,4} selon (16) et (17).

g 2
ib(”)(tiﬂ):al’gmin(j (izg‘gM(x,tiﬂ)_Ziylgn)(x)ib,:j dg} 0i O{1,....4} (16)
" Qpng =1
20 (x)=i‘y,£")(x) o Ox0Q nQ, 0i0{1,...,¢} (17)

Etape 3 : un indicateur d'erret/],, mesurant la précision de la prévision est évalligide du



résidu tronqué selon (18) avu’ DVHh

Hf R%M (x, T)) T <t.+1)d9 - [F(x ,tiﬂ)dFH (18)

B\an

Etape 4 @ Si /)y <&g|F|. alors la prévision du ROM est suffisamment pecist

u, (x,t,,)=0 OxOQ et &'z (xt,)=0 OxOQ Oi0{1,..,4}. Dans le cas contraire, une
correction EF est menée selon (19).

J;) e(u*) 'a(e(u(RC)JM (x,7)+8u,(x, r))r<t|+l)d9— u F(x t,,)dr=0 Ou 0OV, (19)

1 B\an

Etape 5 : Si 7pon > £xl|F [, une correction EF a été menée et une actualisaxV,(), est
possible par enrichissement en utilisﬁuh( t I+1) La premiére étape est de conserver le résida de |

projection orthogonale céu ( X,t I+l) surVFgoz\,I selon (20) et (21).

8oy (x,t,.1) = 8u, (X, i) - Zwk() Ot Ox0Q (20)

ﬁa(n)(tiﬂ):ar%!pin[j ( u, (x,t,,) - Z(//k ()Jakj2 J (21)

La base(z//lg”)) 9 relative au champ de déplacement associée au R&Dlafors étre étendue en

k{L,...,
une bas{wgr”;)} selon (22) et (23).
k{L,...,s+1}
R “
O%h
(~3) (n) (~3)
3, (tu)=a"(t.) OkOfL...g etay, ”/(t.)= ||65Uh|| (23)

La seconde étape consiste a contréler la croisslsbases réduites associées au ROM. Une POD
est alors menée sur les inconnues d’état rédwtatves au champ de déplacement [5].

internes suQ, .

2 Les résultats numériques

2.1 Présentation du cas d’étude

Le cas d’étude est une plague ca Q@e 100 mm de coté présentant trois inclusiong={glre
1) dans une matrice sous a un chargement cycligtr@etion-compression d’amplituig, =70MPa

a contrainte moyenne nulle. Les trois rayons sontds par,, =5mm, r,, =5mm et r, =8mm.

La plaque est maillée a I'aide de 6.113 élémerdssgde 92.101 DDL, 264.753 variables internes
dont 244.017 dans la matrice et 20.736 dans ldéssions.

La matriceQ, est décrite par une loi de comportement élaststiplze isotrope avec écrouissage
4



isotrope linéaire et les inclusiolQ, sont élastiques isotropes linéaires. Les paramét@eriaux

sont ceux d'un alliage daluminium contenant descipités [1]. Dans la matrice, on a
E, =76.000MPa, v,=033, R,,=80MPa et h, =760MPa. Dans les inclusions, on a

E; =1.610000MPa ety, = 033.

Inclusion 1

Inclusion 2

Inclusion 3

FIG. 1 — Plague munie d'inclusions

Les simulations d’étude sont réalisées a I'aideahlle ZeBulLon.

2.2 La stratégie de calcul

Le propos de cette étude est de montrer une amdiorde la qualité des résultats pour un gain de
temps équivalent en désynchronisant par matéraeprésentation des variables internes.

Un calcul préliminaire S1 est mené sur la plaguelésynchronisant ou non les variables internes
afin d’établir un ROM et un RID. On désigne par $Dla simulation ‘S1 désynchronisée avec
hyper-réduction’ et par S1ISHR la simulation ‘S1dyonisée avec-hyper réduction’.

En gardant la topologie du maillage, la géométsicemsuite modifiée en augmentant le diametre
des inclusions. Le diamétre de la premiére inclugst augmenté de 10%, celui de la deuxiéme
inclusion n’est pas madifié et celui de la troiseemclusion est augmenté de 5%.

Un second calcul S2 est ensuite réalisé sur la ggmmmodifiée en désynchronisant ou non les
variables internes. Deux stratégies sont étudiée® :stratégie sans actualisation (aucune correctio
EF n’est calculée) et une stratégie avec actuisdties corrections EF peuvent étre calculées et
utilisées pour enrichir les bases réduites). Ongdéspar S2DHR la simulation ‘S2 désynchronisée
avec hyper-réduction’, S2SHR la simulation ‘S2 $yoaisée avec hyper-réduction’, S2DNHR la
simulation ‘S2 désynchronisée sans hyper-réducgdiB2SNHR la simulation ‘S2 synchronisée sans
hyper-réduction’.

Les résultats obtenus sur les simulations sont eoéspen termes de précision sur la déformation
plastiqgue cumulée ainsi qu’en termes d’efficaciténgrique. Le paramétre d'erreur et le paramétre de
gain choisis sont définis selon (24).

_[ (V_VEF )2 do t
—Jdo ety ="E (24)
2l) _[QVEFZ do 77

2.3 Résultats de la simulation S1
Le chargement pendant la simulation S1 correspameanontée en charge suivie d’un cycle.

Le ROM de la simulation SISHR contient 7 modes enyeés relatifs au champ de déplacement
sur Q et 77 modes empiriques relatifs au champ de asgamternes suQ.Le ROM de la
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simulation S1DHR contient 7 modes empiriques rislatu champ de déplacement Qr 77 modes
empiriques relatifs au champ de variables intesue:Q, et 40 modes empiriques relatifs au champ

de variables internes sQ, . Dans ce cas, le champ de déformation plastiqueilée est représenté
avec des modes empiriques definis sur tout le doerQ car les variables internes deQ, sont

uniqguement des déformations élastiques. Le nombranddes empiriques relatifs aux variables
internes dans les inclusions est bien inférieureluicdans la matrice ce qui justifie une telle
désynchronisation par matériaux.

%_Q «

FIG. 2—RID en fin de simulation S1, & gauche dans |€sd43HR, & droite dans le cas S1ISHR

Le RID de la simulation S1DHR contient 467 élémegttselui de la simulation S1ISHR contient
461 éléments (cf. Figure 2). Lors des simulatiohBI3R et S1SHR, le RID a été construit de fagon
identique pour avoir une taille de RID voisine catte taille a une influence immédiate sur la
précision des calculs. Ce procédé de construcgomet donc de décorréler I'influence de la taille d
RID de I'impact de la désynchronisation des vagalihternes.

La simulation S1 assure une excellente qualitéppbre un faible gain en temps de calcul par
rapport a un calcul EF (cf. Tableau 1).

TAB 1 - Résumé des erreurs et des gains sur S1

Simulation S1DHR S1SHR
) 0,00241% 0,00258%
£o(p) 0,00336% 0,00377%

n 1,18 1,25

La désynchronisation par matériaux de la reprédentales variables internes permet une
amélioration des résultats sur la déformation pjastcumulée (cf. Tableau 1). Pour aller plus loin,
les erreurs sont d’avantage localisées a I'extedalRID de par I'extrapolation des variables ines.
Les gains en temps de calcul représentent envd®sndu temps de calcul EF.

2.4 Résultats de la simulation S2

Le chargement pendant la simulation S2 correspamteanontée en charge suivie de deux cycles.
Stratégie sans actualisation

Cette stratégie associée a I'hyper-réduction pediabtenir les gains les plus importants.

Comme le nombre de modes empiriques relatifs amplde déplacement est identique dans les
deux cas, les simulations S2DHR et S2SHR sontsgsdi dans des conditions comparables car le
calcul des variables internes sur le RID a un imerdé donné fait intervenir uniguement la base de
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modes empiriques relatifs au champ de déplacement.

TAB. 2 - Résumé des erreurs et des gains sur S2 sandsatiaal

Simulation S2DHR S2SHR S2DNHR S2SNHR
€a, (IO) 18,1% 23,1%
4,24% 4,12%
¢o(p) 18,6% 23,5%
n 6,29 6,12 0,980 0970

Le gain des simulations S2DHR et S2SHR est tresiitapt avec plus de 80% du temps de calcul
EF. De plus, la tendance s’affirme significativeme@vec une nette diminution de l'erreur en
désynchronisant les variables internes (cf. FigBye Enfin, I'erreur est de nouveau d'avantage
localisée a I'extérieur du RID en raison de I'apinlation des variables internes (cf. Tableau 2).

0 00015 0003 00045 0006 00075 0003 00105 001z 00135 0015 00165

epeun map:113.000_tine4s min-0.00632364 max0.0180715

FIG. 3 — Déformation plastique cumulée a la fifS@ a gauche le cas S2EF, au milieu dans le cas
S2DHR, a droite le cas S2SHR (échelles identiques)

L'utilisation de bases réduites pour la représamtades DDL et des variables internes ne suffit pas
a apporter un gain en temps de calcul et I'hypduction est nécessaire pour les problemes avec peu
de DDL. Les simulations sans actualisation et dayer-réduction traduisent les erreurs dues a
I'utilisation d’une base réduite pour décrire leaoip de déplacement. L’hyper-réduction apporte
également une contribution a I'erreur d’autant piogortante que le RID est petit.

Les améliorations observées en termes de qualitédemx raisons. Tout d’abord, les modes
empiriques sont de meilleure qualité dans le cagradronisé. Ensuite, la meilleure estimation des
modes empiriques permet de construire un RID qtiimige d’avantage le calcul.

Stratégie avec actualisation

Cette stratégie associée a une hyper-réductiornoplmsoins étendue permet de favoriser le gain en
temps de calcul ou bien la précision des prévisiQuatre calculs ont donc été menés en augmentant
le RID avec le parameét ngy (cf. Tableau 3).

TAB. 3 - Résumé des erreurs et des gains sur S2 avecisseictent

Simulation | S2DHR1 | S2SHR1 | S2DHR2 | S2SHR2 | S2DHR3 | S2SHR3 | S2DHR4 | S2SHR4 | S2DNHR | S2SNHR
eo(p) | 390% . 3,69% " 322% | 458% | 2,16% . 0.467% | 0.631%
n 2,97 . 2,23 . 215 2,06 1,55 . 0856 | 0,839




La désynchronisation des variables internes pediaehéliorer la robustesse de la méthode car
tous les calculs synchronisés na#ésnt échoué en raison de problémes de convergence.

Les gains représentent entre 35% et 70% du tempalde EF alors que dans le méme temps, les
erreurs sont bien plus faibles que dans un caémg actualisation. La Figure 4 met en évidencdajue
représentation désynchronisée permet d’avantagmideen temps de calcul pour une erreur donnée
obtenue avec la représentation synchronisée. D& plour un gain équivalent, la représentation
désynchronisée semble fournir les meilleurs résuleencore une fois, les représentations S2DNHR et
S2SNHR permettent de mesurer la contribution deelle due a I'hyper-réduction, sachant que les
bases réduites sont enrichies lors des correciénglles ne fournissent aucun gain étant donné que
I’hyper-réduction est désactivée.

Quadratic error and computational time
10 T T T

T T
€n (P)desynchronized  +
] (p)synchronized +

Quadratic error g0y (p) (%)

0 I I I I I
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14

Computational time t/tpgm

FIG. 4 : Résumé des résultats sur S2 avec actiiatisa

Conclusion

La méthode APHR est une méthode de réduction effiea polyvalente. Elle permet de mener
un calcul & qualité contrdlée avec un faible gaineeps de calcul (simulation S1) ou bien optimiser
le temps de calcul au détriment d'une qualité ma@nsimulation S2). Dans les deux cas, une
désynchronisation par matériau de la représentateenvariables internes permet de diminuer les
erreurs en conservant un gain en temps de caldlikuneou équivalent.
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