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Résumé — Nous proposons dans cet article une réflexion sur la résolution de problemes mécaniques
comprenant trois dimensions dans I’espace et une dans le temps, en utilisant la Méthode des Eléments
finis Espace-Temps. Nous proposons une technique de génération de maillages 4D adaptée au remaillage.
Il s’agit d’une approche originale, que nous avons testée sur un probleme d’élastodynamique en HPP.
Cette technique ne nécessite pas de reprojection du maillage grossier sur le maillage fin et permet de
conserver des systemes a résoudre de taille identiques aux méthodes classiques.

Mots clés — Eléments finis, espace-temps, 4D, élasto-dynamique.

1 Introduction

La STFEM (Space Time Finite Element Method) n’est pas une méthode tres répandue. Elle peut
étre considérée comme une extension de la méthode des éléments finis “classique”, dans le sens ou
elle s’applique a un probléme aux limites issu d’un probleme d’évolution. Actuellement, plusieurs ap-
proches existent. On peut citer par exemple la méthode a grands incréments de temps (LATIN [15]),
la méthode de “Galerkin Discontinue” [9, 10, 14], et la notre que I’on nommera “méthode de Galerkin
Semi-Discontinue". Dans la plupart des publications sur la méthode de Galerkin Discontinue [4], les
fonctions d’interpolation sont considérées comme étant le produit de fonctions d’espace et de temps.
Nous verrons dans ce papier qu’une attention particuliere sera portée a la non séparation des variables
esspace et temps. La raison de ce choix n’est pas motivée par des questions de précisions de résultats,
mais plutdt par ce qui constitue le fond de notre étude a savoir le remaillage. Nous verrons que ce type
d’interpolation est adapté au remaillage. Le remaillage espace-temps que nous avons développé est basé
sur une méthode de génération de maillages espace-temps non structurés. La construction d’un maillage
4D se heurte aux limites de représentation. Pour contourner cette difficulté, nous proposons une méthode
de construction automatique inspirée de ce qui se fait en 2D et 3D. Notre technique de remaillage a été
appliquée a un probléme de charge mobile modélisant des actions de contact. Notre approche permet de
construire un maillage évolutif capable de suivre la zone de contact.

Notons qu’un des inconvénients de la STFEM telle qu’elle est définie dans les travaux de [3] et [11]
est la taille des systémes a résoudre. Utiliser un maillage stratifié tel que nous le faisons permet de ne
pas assembler la matrice totale du probleme, mais seulement des sous-matrices. Ceci permet de réduire
considérablement la taille des systémes a résoudre. La taille de ces systemes linéaires est exactement la
méme que celle obtenue dans le cas des approches couplant les méthodes incrémentales de type diffé-
rences finies en temps a la méthode d’éléments finis en espace.

2 Principes de la méthode

L’ objectif de cette étude étant d’appliquer une méthode d’éléments finis, le probleme d’évolution est
a considérer comme un probléme aux limites sur le domaine espace-temps Q x [0, T]. Dans ce probleme
aux limites, la condition sur la vitesse initiale (a t = 0) et une éventuelle condition sur la vitesse finale
(at =T), par exemple si le systeme est arrété brutalement, sont considérées comme des conditions aux
limites. Ces conditions peuvent mener a des discontinuités de vitesse ou du point de vue dual a des
impulsions. De la méme maniere que dans la méthode de Galerkin discontinue [8, 9, 13] et que dans la
méthode a grands incréments de temps (LATIN) [15], [12], la formulation variationnelle est établie sur
le domaine espace-temps Q x [0, 7.



Dans cette approche, I’inconnue principale est le déplacement u et les déformations sont supposées
petites. On note € le tenseur des déformations et a le tenseur de Hooke. La formulation variationnelle en
déplacements peut s’écrire :

Trouver le déplacement u € U, tel que

/T/ (piiv+ ag(u) : €(v) — fyv)dxdt = /T/ Fyvdsdt,
0 Jo 0 Jao 1)
YwelU gd

ou U,y est ’ensemble des déplacements suffisamment réguliers, qui satisfont les conditions ciné-
matiques et initiales, v est le déplacement virtuel et U[?d est I’ensemble des déplacements suffisamment
réguliers, qui satisfont les conditions cinématiques et initiales nulles.

Afin de tenir compte, dans la formulation variationnelle, de la condition sur la vitesse initiale, le
travail virtuel des quantités d’accélérations est intégré par parties par rapport au temps. Ce qui donne,

T T
/ / piivdxdt = — / / puvdxdt
0 Jo Q 2

+ /; [piir (x)v(x, T) — piig (x)v(x,0)]dx

ol ur (x) est la vitesse au temps r = T'. L”approximation proposée dans cette étude est de type Galerkin
en temps et en espace. L’interpolation espace-temps est construite a partir de polyndmes de Lagrange.
Les éléments finis sont isoparamétriques.
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FIGURE 1 — Elément fini de référence en 2D espace-temps de type simplex

Sur un élément fini espace-temps E, (figure 1), le déplacement vérifie :

ulrt) = Y @ (x.1)u 3)
i=1

ou 7, est le nombre de nceuds de I’élément E,, ¢f sont les fonctions d’interpolation et u{ les dépla-
cements nodaux. La m&me interpolation est utilisée pour les déplacements virtuels v. La discrétisation
espace-temps de la précédente formulation variationnelle meéne au systeme linéaire suivant :

(M) + [KD{U S = {F} +{A} ©)
ol [M,] est la matrice relative aux efforts d’inertie, [K,] la matrice relative aux efforts intérieurs, {F, }
le vecteur nodal relatif aux efforts extérieurs, {A} le vecteur nodal relatif aux conditions aux limites en
vitesses et {U } le vecteur nodal des déplacements.
Considérons un maillage espace-temps construit par couches successives d’éléments dans le temps.
On pourra parler de maillage “stratifié”. Si de plus, les numéros des nceuds qui ont les mémes coordon-
nées temporelles sont proches les uns des autres (figure 2), alors le membre de gauche du systeme (4) se
met sous la forme

(M) + [K)){U} = [THU} =

[Tu] [T2] O 0 0 0 {Uo}
(1] [T2a] [T23] 0 0 0 {U1}
0 [T32} [T33} [T34] 0 0 .

0 0 0 [Tyl Tl [Tywn] .

0 0 0 0 [T}’H‘I/I‘J [Tn-i-l/n-'rl} {Un}
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FIGURE 2 — Exemple d’un maillage 2D espace-temps

Par exemple, pour le maillage espace-temps de la figure 2, on a

Ui us ug

N ) _ | us _ | o
Wor=1 ., =], |«itb=|
Ug us ui2

En utilisant ce type de numérotation, la matrice totale [T] et les sous-matrices [7;;] sont de type bande.

REMARQUES . — Le fait de choisir une interpolation de Lagrange pour les déplacements implique que
les déplacements sont continus mais que les vitesses sont discontinues. Par conséquent 1’intégration par
parties (2) n’est pas exacte, il faut plutdt utiliser la formulation de la méthode de Galerkin discontinue,
ce qui revient a écrire la dérivée de la vitesse au sens des distributions. Dans la suite nous conserverons
la formulation (2), sachant que I’erreur commise est du méme ordre que dans le cas d’éléments finis en
espace classiques. En effet, avec une interpolation de Lagrange, le déplacement est continue alors que
la déformation est discontinue. De plus, on peut montrer, dans le cas d’une interpolation linéaire, que la
méthode de Galerkin discontinue et celle développée dans cet article donnent les mémes résultats.

— Utiliser un maillage stratifié tel que nous 1’avons défini, permet de ne pas assembler la matrice
totale [7'] , mais seulement les sous-matrices [7j;] . Ceci réduit considérablement la taille des systeémes
a résoudre. En fait, la taille de ces systemes linéaires est exactement la méme que celle obtenue dans le
cas des approches couplant les méthodes incrémentales de type différences finies en temps a la méthode
d’éléments finis en espace.

— Ensuite, il convient de préciser que le vecteur nodal relatif aux conditions aux limites en vitesses {A}
est de la forme

{A} = ({A0}707 -0, {An})T

et que {Ap} est donné a partir des conditions sur la vitesse initiale, alors que {A,} est inconnu. Par
conséquent, la résolution du systeme (4) est effectuée de la manieére suivante :
le premier systeme d’équations,

[Tu]{Uo} + [T2{U1} = {Fo} + {Ao} (5)
donne {U, }, les systemes d’équations,

[Tiji A [{Ui2} + [Tyil{Ui-1} + [Ty U} = {Fi-1} 2<i<n, (6)

donnent les déplacements {U;} et le dernier systeme d’équations,

[Tosrjnl{Un—1} + (Lot i {HUn} = {Fa} +{An} )
donne {A,}.



Insistons sur le fait que si 1’on se réfere a la procédure classique adoptée dans la méthode des éléments
finis, puisque 1’on connait {Uy} le premier systeme d’équations (5) ne doit pas servir a déterminer {U; }.
C’est le deuxieme (6) qu’il faudrait utiliser. Et pourtant, ce n’est pas le cas. Cela vient du fait que ’on
résout un probleme d’évolution.

— Notons enfin que les matrices de résolution [7;/; 1] sont généralement non symétriques, alors que la
matrice totale [T] est symétrique. Ainsi, pour 1’algorithme présenté ci-dessus, il faut utiliser un solveur
non symétrique.

3 Maillage 4D et remaillage

Avant méme de pouvoir batir une technique de remaillage, il faut étre capable de construire un
maillage 4D. Construire un élément fini 4D ne pose pas de réels problémes, si ce n’est des problemes de
représentation (voir figure 3). Par contre, construire un maillage 4D, méme le plus élémentaire, est loin
d’étre trivial, excepté dans le cas de maillages réguliers formés d’éléments finis de type multiplex (fonc-
tions d’interpolations obtenues comme le produits de fonctions d’espace par des fonctions du temps).
Dans les autres cas, et c’est principalement ceux qui nous intéressent pour le remaillage, le maillage
reste une difficulté. Cependant, cette technique ne nécessite pas de reprojection et permet de conserver
des systemes de taille identiques sur chaque intervalle de temps.

3.1 Génération de maillage 4D

Dans la figure 3 sont représentées des parties élémentaires de maillages 2D, 3D et 4D avec la numé-
ration des nceuds. On note ngy le nombre total de noeuds a I’instant # = 0 du maillage espace entier, et I’on
suppose qu’a l'instant # = /& le nombre de nceuds reste le méme. Pour le maillage 2D, les connectivitées

t t ek Oui t
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FIGURE 3 — Maillages espace-temps 2D, 3D et 4D

sont
i,j,l’l()+i
Jino+i,no+ j.

Pour le maillage 3D, les connectivitées sont

i,j,k,no+i

Jyk,no+ing+j

k,ng+i,ng+ j,no+k.
En s’inspirant de ce qui précede, on propose la généralisation suivante des connectivitées pour le maillage
4D.

i,j,k,l,ng+i

Jyk,Lno+i,ng+ j

k,l,no+1i,ng+ j,ng+k

l,ng+i,ng+ j,no+k,ng+1.



Nous proposons de construire les maillages 4D, issu de maillage 3D quelconques, en appliquant la
technique de construction, développée ci-dessus, a chaque élément du maillage 3D. Mais dans ce cas, il
faut s’assurer que I’intégralité du volume espace-temps est occupé par 1’ensemble des éléments finis 4D
du maillage. Pour se faire, nous avons calculé la somme des volumes des hypertétracdres du maillage 4D
et I’avons comparée au volume total engendré par 1’objet 3D sur I'intervalle de temps.

Pour un maillage 3D constitué de tétracdres, les interfaces entre les éléments sont des triangles. En
4D, ces interfaces sont des tétracdres (voir schéma de droite de la figure 4). Nous devons donc vérifier
que pour notre technique de génération de maillage, tous les éléments finis 4D mitoyens possedent des
tétracdres communs. Comme nous utilisons une technique de construction a base de permutations circu-
laires, il faut respecter un ordre de rangement particulier des nceuds dans chaque élément fini 3D. Une
facon de faire est de ranger les nceuds de chaque élément 3D dans 1’ordre croissant. Le tableau 1 donne
un exemple de table de connectivitées pour un maillage 4D élémentaire, issu du maillage 3D représenté
par le schéma de gauche de la figure 4. Notons que ce maillage 4D contient 8 éléments finis, contre
2 pour le maillage 3D source et que ng = 5. On observe que les connectivitées sont rangées par ordre
croissant. Dans ce cas, on vérifie bien que les tétraedres remplissant I’interface espace-temps (schéma
de droite de la figure 4) sont communs aux éléments mitoyens. En effet, les éléments 1 et 5 contiennent
le tétraedre (1 ;2 ;4 ;6), les éléments 2 et 6 contiennent le tétraedre (2 ;4 ;6 ;7). Enfin, les éléments 4 et 7
contiennent le tétraedre (4 ;6;7;9).

FIGURE 4 — Maillages 3D initial (schéma de gauche); Maillage 4D de la face (1;2;4) commune aux
deux éléments finis du maillage 3D (schéma de droite)

TABLE 1 — Tableau des connectivitées du maillage 4D issu du maillage élémentaire 3D de la figure 4

Numéro d’élément | nceud 1 | nceud 2 | nceud 3 | nceud 4 | neeud 5
1 1 2 3 4 6
2 2 3 4 6 7
3 3 4 6 7 8
4 4 6 7 8 9
5 1 2 4 5 6
6 2 4 5 6 7
7 4 5 6 7 9
8 5 6 7 9 10

3.2 Techniques de remaillage

Dans ce paragraphe nous présentons les techniques de remaillage espace-temps que nous avons dé-
veloppées. Dans la littérature, on trouve de nombreux articles sur le remaillage, [5], [6], .... Parmi ces



papiers, un bon nombre traite de remaillage espace-temps. Ces derniers utilisent la méthode de Galer-
kin discontinue, comme dans les travaux de Feng [7]. Dans la plupart, I’approche est incrémentale [16].
C’est a dire que le remaillage s’effectue a des pas de temps donnés. Le plus souvent, les valeurs des
inconnues du nouveau maillage sont obtenues par approximation ou interpolation de celles de I’ancien
maillage, ce que nous appellerons reprojection. De plus, 1’interpolation utilisée est de type multiplex.
La fonction d’interpolation est définie par le produit d’une fonction d’espace par une fonction du temps.
Dans I’article [2], nous présentons une technique d’adaptation de maillage incrémentale qui ne nécessite
pas de reprojections. Elle a été couplée a des problemes de contact frottant (voir [1]). Par ailleurs, nous
avons développé une technique de remaillage non incrémentale, basée sur des maillages espace-temps
non structurés.

Certaines équipes se sont déja penchées sur ce probleme. On peut citer les travaux de Hugues et
Hulbert [9, 10], Tezduyar [17, 18] et Idesman [11]. IIs utilisent la méthode de Galerkin discontinue.
Dans ces approches, le calcul s’effectue sur tout le domaine espace-temps Q x [0,7]. Ainsi, pour un
domaine Q de dimension d et un nombre total N de nceuds du maillage espace-temps, la dimension du
probleme linéaire a résoudre est d X N, ce qui devient vite grand lorsque d = 2 ou d = 3. Une solution
pour diminuer le temps de résolution est d’utiliser le calcul parallele. C’est 1’option choisie dans [11] et
[3].

Dans I’article [2] nous avons proposé une solution non incrémentale, qui substitue a la notion de pas
de temps, celle de “front espace-temps”. L’idée est de réduire la taille du probleme, par I’emploi d’une
résolution frontale originale. L’ avantage de cette approche est de diminuer la taille des systemes linéaires
a résoudre. Faute d’automatisation de cette méthode frontale, nous ne pourrons pas aller plus loin dans
cette direction.

Par contre, nous proposons une technique de remaillage particulieére, bien adaptée a la STFEM. 11
s’agit d’une approche incrémentale basée sur la construction de maillages espace-temps capables de
suivre une zone de charge évolutive. Cette technique de génération de maillage 4D permet de conserver
les matrices 7;/; 1, T;/;, T;/i11 identiques quelque soit i, ce qui entraine une réduction du temps de calcul.
La figure 5 en présente une illustration.

FIGURE 5 — Génération du maillage espace-temps, par rotation, de la surface chargée

Cet technique a pour ambition d’€tre appliquée a des problemes d’usure en calcul des structures. Le
principe est de conserver le méme nombre de noeuds, mais en les disposant de telle maniere qu’ils soient
suffisamment nombreux sous la zone chargée. Un exemple d’application est fourni dans le paragraphe
suivant.

4 Résultats numériques

Notre méthode de calcul par éléments finis espace-temps 4D a été programmée a 1’aide du logiciel
MATLAB et validée sur un exemple élémentaire du type de la figure 4. Nous avons constaté que notre
méthode de génération de maillage 4D nécessitait d’avoir un découpage en temps tres fin, du méme ordre



que pour des méthodes d’intégration explicites. C’est déja ce que nous avions constaté en 2D et 3D dans
[2] lorsque I’interpolation était linéaire.

Par ailleurs, pour illustrer notre technique de remaillage, nous considérons I’exemple d’un disque
de frein soumis au serrage d’une plaquette sur une de ses faces (voir modele source figure 6) et bloqué
sur la face opposée. Le disque est en acier de module de Young égal a 210.000 MPa, de coefficient de
poisson égal 4 0,3 et de masse volumique égale 4 7800 kg/m>. Le maillage 3D contient 634 nceuds et
1752 éléments.

FIGURE 6 — Maillage 3D source : Le maillage est raffiné sous la zone de charge. Les dimensions sont en
mm

Le serrage est modélisé par une zone de pression constante de 100 MPa. Cette zone est mobile est
parcours la circonférence du disque avec une vitesse de rotation égale a celle de la propagation d’onde.
Nous construisons un maillage 4D incrémental, qui conserve le maillage 3D, mais en lui imposant une
rotation axiale lui permettant de garder sa zone la plus raffinée sous la zone de charge, comme shématisé
dans la figure 5.

Les résultats des calculs présentés dans la figure 7 sont obtenus pour un découpage en temps de 10~s.
Ils montrent que la zone raffinée reste bien sous la zone de serrage. La répartition des déplacements des
nceuds, en norme, est similaire pour les deux positions de la charge. Notons que les déplacements des
nceuds ne peuvent pas étre identiques a cause des effets dynamiques. Il est important de signaler qu’il
s’agit de déplacements incrémentaux et non de déplacements totaux.

displacement {mmy

¥ v
i 0.0031 0.00619 - x i 0.00311 0.00621 z x

displacement {mm)

FIGURE 7 — Isovaleurs des normes des déplacements, exprimées en mm, 2 t = 2.1077s (vue de gauche)
etat =4.10"3s (vue de droite)



5 Conclusion

La méthode de génération de maillage espace-temps 4D que nous avons présentée dans cet article
a permis de développer une technique d’adaptation de maillage capable de suivre une zone de charge
mobile. Cette technique originale est batie pour assurer un coup de calcul minimal et ne nécessite pas de
reprojection du maillage grossier sur le maillage fin. Cependant, pour montrer 1’étendue des capacités de
cette méthode, il faut aller beaucoup plus loin dans les applications mécaniques et proposer une technique
de remaillage 4D par approche frontale telle que présenté dans les articles [1] et [2].
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