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Résumé —
En combinant convergence variationnelle et théorie ergodique des processus sous-additifs, nous dé-

crivons le comportement macroscopique d’un matériau aléatoirement fibré. Les sections transversales
des fibres sont aléatoirement distribuées suivant un processus ponctuel stationnaire, leur taille est d’ordre
ε et la rigidité du matériau dans la matrice est d’ordre εp. La limite variationnelle de l’énergie quand ε

tend vers 0 est déterministe et non locale.

1 Introduction.

On s’intéresse au comportement macroscopique d’une structure aléatoirement fibrée dont la configu-
ration de référence est le sous-ensemble ouvert O := Ô×(0,h) de R3, de base Ô := (0, l1)×(0, l2)⊂R

2.
Plus précisément, on considère la réunion des fibres Tε(ω) := εD(ω)×R où D(ω) :=

⋃
i∈N D(ωi) et D(ωi)

sont des disques distribués aléatoirement dans R2 selon un processus stochastique ponctuel ω = (ωi)i∈N

de R
2 associé à l’espace de probabilité (Ω,A ,P).

h

FIGURE 1 – Structure (S) aléatoirement fibrée

Pour obtenir le comportement limite de la structure complète (S), on commence par étudier sépa-
rément le comportement dans la matrice O \Tε et dans les fibres Tε en décrivant la limite variationnelle
déterministe de chacune des fonctionnelles énergies Fv

ε et Gε de Ω×Lp(O,R3) à valeur dans R+∪{+∞}
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définies par

Fv
ε (ω,u) =





εp

ˆ

O\Tε

f (∇u) dx si u ∈W
1,p
Γ0

(O,R3), u = v sur O ∩Tε

+∞ sinon,

Gε(ω,u) =





ˆ

O∩Tε

g(∇u) dx si u ∈W
1,p
Γ0

(Tε ∩O,R3), u = 0 dans O \Tε

+∞ sinon,

La fonctionnelle Gε modélise l’énergie mécanique interne de la structure, constituée de l’union Tε, repré-
sentant les fibres cylindriques parallèles fixées sur Ô. Nous avons seulement une connaissance statistique
de leurs répartition, dans le sens où leurs positions sont statistiquement homogènes. D’un point de vue
mathématique, cela signifie que les sections transversales sont placées au hasard à partir d’un processus
ponctuel stationnaire.
La fonctionnelle Fv

ε modélise l’énergie interne dans la matrice O \ Tε , avec un déplacement prescrit
le long de la frontière aléatoire ∂Tε ∩O, la rigidité du matériau mou et élastique qui occupe O \Tε est
d’ordre εp. Nous supposons de grandes déformations dans la matrice et les fibres (voir par exemple [6]
) de sorte que les matériaux solides soient hyper-élastiques. Si on suppose alors que les deux corps sont
parfaitement collés et soumis à un chargement L, nous obtenons le problème (PHε)

(PHε) inf

{
Hε(ω,u)−

ˆ

O

L.u dx : u ∈ Lp(O,R3)

}

où L ∈ Lq(O,R3), q = p
p−1 et

Hε(ω,u) =





εp

ˆ

O\Tε

f (∇u) dx+

ˆ

O∩Tε

g(∇u) dx si u ∈W
1,p
Γ0

(O,R3)

+∞ sinon.

Lorsque ε tend vers 0 nous obtenons un modèle simplifié (la configuration de référence à une géomé-
trie simple) et déterministe du comportement d’un matériau de type TexSolT M([4, 5, 6]). Nous montrons
que la Γ-limite de la fonctionnelle Hε est non locale, elle est plus précisément la somme épigraphique
(ou inf-convolution) des Γ-limites de chacune des énergies associées aux deux structures précédentes.

2 Étude probabiliste

Dans notre problème, l’aléatoire intervient seulement par la position des centres de chaque fibres
dans R

2, les fibres étant supposées verticales. Pour cela on définit l’ensemble Ω des centres des fibres
par

Ω =
{
(ωi)i∈N : ωi ∈ R

2, |ωi −ω j| ≥ d for i 6= j
}
,

où 0 < d < 1. On définit les bases des fibres de la façon suivante : D(ωi) := ωi +Dd/2(0) où Dd/2(0) est
le disque de R2 centré en O et de rayon d/2 (voir Figure [2]). Par conséquent ω 7→ T (ω) = D(ω)×R est
un ensemble aléatoire de R

3, union de cylindres aléatoires, dont la base est l’union des disques disjoints
D(ωi) de R

2 centré en ωi.
En outre, nous supposons qu’il existe une mesure de probabilité sur (Ω,A), vérifiant le système des trois
axiomes suivants :

(A1) Distribution “riche ” : P
({

ω ∈ Ω : |Ŷ ∩D(ω)|> 0
})

= 1 ;

(A2) Stationarité : ∀z ∈ Z2, τz#P = P où τz#P est la probabilité image de P par τz ;

(A3) Indépendance asymptotique : pour tout ensembles E et F de A , lim|z|→+∞ P(τzE∩F)=P(E)P(F).
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   (O, 1)²

FIGURE 2 – Distribution des sections à l’échelle ε = 1

2.1 Densité d’énergie associée au milieu mou

La densité f est supposée non convexe et vérifie les conditions de croissance et de continuité d’ordre
p > 1 standards. On définit la fonction f ∞,p de la manière suivante : on suppose qu’il existe β′ > 0,
0 < γ < p et une fonction homogènep-positive f ∞,p (la fonction de récession d’ordre p de f ) tels que
pour tout M ∈ M3×3

| f (M)− f ∞,p(M)| ≤ β′(1+ |M|p−γ). (1)

De (1) on déduit que lim
t→+∞

f (tM)

t p
= f ∞,p(M) et que f ∞,p vérifie également les conditions de croissance

et de continuité standard. Plus précisément : pour tout M ∈ M3×3

α|M|p ≤ f ∞,p(M)≤ β|M|p. (2)

et
| f ∞,p(M)− f ∞,p(M′)| ≤ L|M−M′|(|M|p−1 + |M|p−1) (3)

pour tout (M,M′) ∈ M3×3 ×M3×3.
Nous allons définir la densité d’énergie limite associée à la fonctionnelle énergie élastique du milieu

mou Fv
ε de densité f à l’aide d’un Théorème ergodique de type Ackoglu-Krengel appliqué au processus

sous-additif défini dans l’espace de probabilité (Ω,A ,P) par : soit A est un ouvert de R
3.

SA(ω,a) := inf

{
ˆ

◦
A\T (ω)

f ∞,p(∇w) dx̂ : w ∈ AdmA(ω,a)

}
,

AdmA(ω,a) :=

{
w ∈W

1,p
0

( ◦
A \T (ω),R3) :

 

◦
A

w dx̂ = a

}

La densité d’énergie associée au problème limite de (PFv
ε
) est alors définie pour tout a ∈ R

3 par

f ∗∗0 (a) =
[

inf
m∈N∗

{
E

S[0,m[3(.,a)

m3

}]∗∗
.

où E est l’espérance mathématique.

3 Limite varitionelle de l’énergie associée à la structure (S)

La limite s’obtient en trois étapes (voir [3]). Notons que le comportement du matériau (matrice +
fibres) est supposé hyper-élastique (voir [6]).
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3.1 Limite variationelle de l’énergie associée au milieu mou

En premier lieu, on cherche le comportement macroscopique du milieu mou seul. Pour cela, on a
besoin du résultat de compacité suivant.

Lemma 1 (compacité). Soit (uε)ε>0 une suite telle que supε>0 Fv
ε (ω,uε) < +∞ pour P presque partout

ω ∈ Ω. Alors pour P p.p. ω ∈ Ω, il existe une sous suite pouvant dépendre de ω, et u ∈ Lp(O,R3) pouvant

aussi dépendre de ω tel que uε ⇀ u dans Lp(O,R3).

La fonctionnelle Fv
ε modélise l’énergie interne du matériau étudié sur O \Tε , avec un déplacement

prescrit v sur les bords de ∂Tε ∩O (qui sont donc aléatoires), la rigidité du matériau élastique du milieu
mou O \Tε étant de l’ordre de εp. Dans la partie qui suit, on montre que Fv

ε Γ-converge vers une énergie
limite F0 défini de la façon suivante,

Fv
0 : Lp(O,R3)→ R

+

Fv
0 (u) =

ˆ

O

f ∗∗0 (u− v) dx.

Theorem 1. La suite aléatoire de fonctionnelle (Fv
ε )ε>0 Γ-converges presque sûrement vers la fonction-

nelle déterministe Fv
0 quand Lp(O,R3) est muni de la topologie faible suggérée par le Lemma 1.

Pour démontrer le théorème précédent, on procède en deux étapes : on établit la Γ-limite-sup puis la
Γ-limite-inf.

3.1.1 Estimation de la borne supérieure de la Γ-limite-sup

Proposition 1. Pour tout u ∈ Lp(O,R3) et tout ω ∈ Ω′ il existe une suite aléatoire (uε(ω, .))ε>0 de

Lp(O,R3) vérifiant presque sûrement en ω

uε(ω, .)⇀ u dans Lp(O,R3)
Fv

0 (u)≥ limsupε→0 Fv
ε (ω,uε(ω)).

3.1.2 Estimation de la borne inférieure de la Γ-limite-inf

Proposition 2. Pour tout uε convergeant faiblement vers u dans Lp(O,R3) on a presque sûrement en ω

Fv
0 (u)≤ liminf

ε→0
Fv

ε (ω,uε).

3.2 Limite variationelle des fibres seules

La densité g est également supposée non convexe et vérifie les conditions de croissance et de conti-
nuité d’ordre p > 1 standards. La fonctionnelle Gε modélise l’énergie interne du matériau constitué de
l’union Tε de cylindres parallèles représentant les fibres fixées sur la base Ô. Rappelons que nous avons
seulement une connaissance statistique de leurs sections transversales de taille ε dans le sens où leurs po-
sitions sont statistiquement homogènes. D’un point de vue mathématique, ceci signifie que les sections
transversales sont placées aléatoirement selon un processus ponctuel défini dans la première partie. Nous
obtenons une énergie limite G0.

On note la fonction caractéristique de l’ensemble aléatoire εD(ω) de la manière suivante :

1εD(ω)(x̂) = 1D(ω)(
x̂

ε
) := a(ω,

x̂

ε
) ∀x̂ ∈ Ô.

A l’aide de cette notation, on peut réécrire la fonctionnelle

Gε(ω,u) : Lp(O,R3)→ R∪{∞}
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comme suit :

Gε(ω,u) =





ˆ

O

a(ω,
x̂

ε
)g(∇u)dx if u⌊(O\Tε) = 0, u⌊(O ∩Tε) ∈W

1,p
Γ0

(O ∩Tε,R3)

+∞ sinon.

À l’aide d’un résultat de type Birkoff, on obtient la limite suivante,

Proposition 3. Presque sûrement en ω on a

a(ω,
.

ε
)⇀ E(

ˆ

Ŷ

a(ω, ŷ)dŷ) := E pour la topologie σ(L∞,L1).

Pour la limite de Gε(ω,u) on a besoin de définir la fonction g⊥ : R3 → R : pour tout a ∈ R,

g⊥(a) := inf
ξ∈M3×2

g(ξ|a) ,

puis on définit la fonctionnelle deterministe limite G0 : Lp(O,R3)→ R∪{∞} par

G0(u) =




E

ˆ

O

(g⊥)∗∗(
1
E

∂u

∂x3
)dx si u ∈V0

+∞ sinon

où V0 :=

{
u ∈ Lp(O,R3) :

∂u

∂x3
∈ Lp(O,R3), u(x̂,0) = 0 on Ô

}
.

Dans ce qui suit, on va montrer le théorème suivant,

Theorem 2. La suite (Gε)ε>0 Γ-converge presque sûrement vers la fonctionnelle G0 quand Lp(O,R3)
est muni de la topologie faible.

Le fait que l’on munisse Lp(O,R3) de sa topologie faible résulte du résultat de compacité suivant.

Lemma 2. Soit (uε)ε>0 une suite telle que sup
ε

Gε(ω,uε)<+∞ pour tout ω∈Ω”. Alors pour tout ω∈Ω”

il existe une sous suite pouvant dépendre de ω et u ∈V0 pouvant aussi dépendre ω tel que

a(ω,
.

ε
)uε ⇀ u dans Lp(O,R3) (4)

a(ω,
.

ε
)
∂uε

∂x3
⇀

∂u

∂x3
dans Lp(O,R3). (5)

Comme pour le milieu mou, on montre le théorème précédent en deux étapes : en étudiant la Γ-
limite-sup puis la Γ-limite-inf.

3.2.1 La borne inférieure

Proposition 4. Pour tout uε tel que a(ω, .ε)uε converge faiblement vers u dans Lp(O,R3), on a presque

sûrement en ω

G0(u)≤ liminf
ε→0

Gε(ω,uε).

3.2.2 La borne supérieure

Proposition 5. Pour tout u ∈V0 il existe une suite (uε(ω, .))ε>0 dans Lp(O,R3) convergeant faiblement

vers u dans Lp(O,R3) tel que presque sûrement en ω

G0(u)≥ limsup
ε→0

Gε(ω,uε(ω)).
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3.3 Limite varitionelle de la structure totale

Pour le comportement de la structure complète, on réexamine dans un cadre aléatoire l’étude faite
dans [1, 2, 3]. On établit la convergence presque sûre de (PHε) quand ε→ 0 vers un problème déterministe
et homogène :

(PH) min

{
H(u)−

ˆ

O

L.u dx : u ∈ Lp(O,R3)

}

où L correspond aux efforts volumiques, et notons L :=
´

O
L.udx .

Notons ici que l’énergie H est non-locale. Plus précisément on établit la Γ-convergence presque sûre
de la suite (Hε)ε>0 vers l’inf convolution F0 ▽G0, où F0 et G0 sont les fonctionnelles d’énergies limites
calculées précédemment. On démontre le théorème suivant :

Theorem 3. La suite (Hε)ε>0 Γ-converge presque sûrement vers l’ inf convolution F0 ▽G0 définie pour

tout u ∈ Lp(O,R3) par

F0 ▽G0 (u) := inf
v∈Lp(O,R3)

(
F0(u− v)+G0(Ev)

)
= inf

v∈Lp(O,R3)

(
Fv

0 (u)+G0(Ev)
)
.

Par conséquent, (Hε +L)ε>0 Γ-converges presque sûrement vers la fonctionnelle F0 ▽G0 −L .

La démonstration de ce résultat s’obtient aisément grâce aux limites obtenues pour chacun des deux
milieux. La seule difficultée est dans le recollement des deux champs dans la matrice et dans les fibres,
i.e., νε = a(ω, .)uε et (1−a(ω, .))uε.

En résumé on a :

Theorem 4. Le problème

(PHε) inf

{
Hε(ω,u)−

ˆ

O

L.u dx : v ∈ Lp(O,R3)

}

converge presque sûrement vers le problème

(PH) min

{
H(u)−

ˆ

O

L.u dx : v ∈ Lp(O,R3)

}

dans le sens où toute suite (uε(ω, .))ε>0 de ε-minimiseurs de (PHε) converge presque surement et faible-

ment dans Lp(O,R3) vers un minimiseur de (PH).

4 Système couplé d’équations associées au problème limite

Si on décide de ne pas éliminer la variable interne v, l’équilibre du système mécanique associé à la
structure complète est alors décrit par l’énergie totale suivante définie dans l’espace Lp(O,R3)×V0 :

E(u,v) := F0(u− v)+G0(Ev)−

ˆ

O

L.u dx.

Notons (ū, v̄) la solution du problème 1

(PE) min
{

E(u,v) : (u,v) ∈ Lp(O,R3)×V0
}
= E(ū, v̄)

1. Ici, on suppose l’unicité de la solution du problème (PE ).
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Un calcul standard de l’équation d’Euler du problème (PE) dans l’espace Lp(O,R3)×V0 conduit au
système couplé suivant vérifié par (ū, v̄)





(ū− v̄) = ∂ f ∗0 (L) p.p dans O,

∂

∂x3
(∂g⊥∗∗)(

∂v̄

∂x3
) = L p.p dans O,

v̄ = 0 p.p dans Ô ×{0},

∂v̄

∂x3
= ∂(g⊥∗)(0) p.p dans Ô ×{h}.

Ce sytème se résoud aisément et nous obtenons les expressions suivantes des champs solutions :




v̄ =−

ˆ x3

0
∂(g⊥)∗[ L̄(x̂,s)−∂(g⊥))∗(L̄(x̂, l)) ]ds p.p dans O,

ū = v̄+∂( f0)
∗(L) p.p dans O.

où la moyenne des champs de forces est donnée par : L̄(x̂,s) :=
´ s

0 L(x̂, t)dt
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