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Résumé— Dans cette communication, on présente un formalisme adapté à la linéarisation de comporte-
ments autour d’un état pré-chargé et en grandes transformations. Ce formalisme générique est appliqué
dans le cas d’un élastomère viscoélastique soumis à de petites vibrations avec pré-chargement statique.
Par rapport aux approches existantes il permet de prendre automatiquement en compte des rotations de
la configuration linéarisée par rapport à la configuration pré-chargée. Ainsi, on peut montrer que cette
approche permet d’étendre le domaine de validité des modèles linéarisés existants.
Mots clés— Linéarisation, pré-chargement, viscoélasticité.

1 Introduction

Le comportement dynamique des élastomères chargés a été étudié intensivement ces 30 dernières an-
nées et de nombreux modèles en grandes déformations ont été proposés.Pour autant, un certain nombre
d’applications industrielles sont concernés par des petites vibrations autourd’un état de pré-chargement
statique. C’est le cas de la plupart des pièces utilisées comme isolants anti-vibratoires que ce soit dans
l’aéronautique ou l’automobile. Le matériau constitutif de ces pièces amortissantesest formé d’une base
élastomérique (caoutchouc naturel ou synthétique) renforcée par des charges de noir de carbone ou de
silice. Ce type de matériau dissipatif exhibe une dépendance fortement non-linéaire aux paramètres de
chargement, on peut citer entre autre : l’effet Mullins, l’effet Payne, etl’effet Fletcher-Gent (voir par
exemple [13, 4, 1]). Dans le cas qui nous intéresse, on peut constaterexpérimentalement que la réponse
dynamique est fortement dépendante de la fréquence des vibrations et de l’amplitude du pré-chargement
statique.

La linéarisation de comportements non-linéaires (viscoélastiques ou hyperélastiques) autour d’un état
pré-déformé quelconque a été abordé par un certain nombre d’auteursdepuis les années 50, mais Lianis
(voir [10]) est l’un des premiers à dériver de manière générique un modèle de petites transformations
viscoélastiques superposées à un état de grandes transformations statiques. Ces travaux, théoriques, ont
été ensuite repris ou étendus par d’autres auteurs et des implémentations numériques (éléments-finis) ont
été proposées (voir [12, 6, 7, 5, 11]). Dans tous ces modèles, la linéarisation se base sur deux hypothèses
principales : la contrainte peut être décomposée de manière additive en unepartie statique et une partie
dynamique, et la configuration dynamique est supposée confondue avec laconfiguration statique. En
particulier, une rotation (grande ou petite) de la configuration dynamique, parrapport à la configuration
statique, n’est pas autorisée par ces modèles.

Dans ce papier, nous proposons un formalisme général pouvant prendre en compte de grandes rota-
tions de la configurations dynamique. Ce formalisme repose sur la notation d’états intermédiaires (voir
[14]) et sur la décomposition polaire du gradient de la transformation. En particulier, nous montrons
que dans le cas général la décomposition additive des contraintes (en une partie dynamique et une par-
tie statique) n’est plus vrai. Ce formalisme est appliqué au modèle viscoélastique deZener. Ce papier
se compose des parties suivantes : la première présente un rappel du modèle de Zener. Dans une sec-
onde partie, le choix d’une configuration appropriée pour la linéarisation estensuite discutée puis cette
dernière est détaillée dans le cas du modèle de Zener. Enfin, dans la dernière partie, quelques exemples
sont proposés afin d’illustrer les avantages du formalisme adopté.
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FIGURE 1 – Modèle de Zener

2 Rappels sur le modèle viscoélastique de Zener (en transformations-finies)

Dans le cadre de la thermodynamique des processus irréversible, les équations constitutives doivent
satisfaire l’inégalité de Clausius-Duhem (second principe), qui prend laforme eulérienne, isotherme
suivante :

Dint = σ : D−J−1ρ0ψ̇ ≥ 0

où σ est la contrainte de Cauchy,D est le taux de déformation eulérien,J = detF est la variation de
volume (etF est le gradient de la déformation),ρ0 est la masse volumique dans la configuration initiale,
Dint est la dissipation intrinsèque etψ est l’énergie libre spécifique. Afin de tenir compte de la faible
compressibilité du matériau, nous choisissons de décomposer le gradient dela transformation en parties
volumique et isochorique (voir [2]). Cette dernière partie est ensuite décomposée en parties élastique et
inélastique (voir figure 1(a)) :

F =
(

J
1
3 1
)

·F =
(

J
1
3 1
)

·Fe ·Fv

Ces choix impliquent que les processus dissipatifs seront purement isochores et que toutes les variations
de volumes sont réversibles.

Le modèle de Zener se compose d’un élément viscoélastique de Maxwell mis en parallèle avec un
élément ressort (voir figure 1(b)). On peut ensuite écrire l’énergie libre comme la contribution de trois
parties :

ψ = ψeq(B)+ψneq(Be)+ψvol(J)

avecB et Be les tenseurs de Cauchy-Green gauches, respectivement basés surles transformationsF et
Fe. Nous obtenons ainsi l’écriture suivante de la dissipation intrinsèque :

Dint =

(

σ−ρ0J−1
(

2B ·
∂ψeq

∂B

)D

−ρ0J−1
(

2Be ·
∂ψneq

∂Be

)D

−ρ0

(
∂ψvol

∂J
1
))

: D

+

(

2ρ0J−1Ve ·
∂ψneq

∂Be
·Ve

)

: D
o
v ≥ 0

où D est un opérateur déviatorique,Ve est la déformation élastique pure provenant de la décomposition
polaireFe = Ve ·Re etD

o
v est un taux de déformation anélastique, objectif, défini parD

o
v = Re ·DvRT

e ou
Dv est le taux eulerien de déformation anélastique incompressible. Au final, le comportement du modèle
de Zener est défini par l’équation suivante :

σ =

σeq
︷ ︸︸ ︷
(

2ρ0J−1B ·
∂ψeq

∂B

)D

+

σneq
︷ ︸︸ ︷
(

2ρ0J−1Be ·
∂ψneq

∂Be

)D

+

σvol
︷ ︸︸ ︷

ρ0
∂ψvol

∂J
1 (1)

En se restreignant au cas des comportements isotropes, en introduisant un pseudo-potentiel de dissipa-
tion ϕ, fonction deD

o
v, conjointement avec l’hypothèse de normalité force/flux, on peux obtenir laloi

d’évolution suivante :

Ḃe = L ·Be+Be ·LT −
2
3
(1 : L)Be−

2
η
σneq·Be (2)
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FIGURE 2 – Etats intermédiaires

3 Linéarisation autour d’un état pré-chargé

3.1 Remarques sur le choix d’une configuration

Pour obtenir une formulation variationnelle cohérente avec les équations d’équilibre, on peut utiliser
trois formes différentes de la puissance des efforts intérieurs en fonction la configuration considérée. On
a typiquement :

Pint =
∫

Ω0

S : δE =
∫

Ω0

Π : δF =
∫

Ω
σ : δD

oùΠ et S sont le premier et second tenseur des contraintes de Piola Kirchhoff,Ω0 et Ω représentent le
domaine considéré dans la configuration de référence ou actuelle. Les variations des grandeurs cinéma-
tiques :E (tenseur de Cauchy-Green),F etD sont définies par :

δE =
1
2
(▽Xδu+▽

T
Xδu+▽

T
Xδu▽Xδu)

δF = ▽Xδu

δD = (▽xδu)sym

avec▽X et ▽x les opérateurs gradient par rapport à la configuration de référence et à la configuration
déformée,δu est le champ cinématique virtuel. L’écriture et l’implémentation numérique d’un com-
portement linéarisé doit faire intervenir un élément de puissance interne quisoit quadratique en terme
de gradient cinématique, il est donc clair que le choix de la configuration mixte (Π,F) est particulière-
ment intéressant car il fait intervenir seulement une linéarisation de la contrainte. Pour les autres con-
figurations, il faut également linéariser la déformation. Par ailleurs, toutes les configurations une fois
linéarisées ne sont pas équivalentes si l’on traite séparément la linéarisation des contraintes et des défor-
mations. Dans la suite, on choisira donc de travailler en configuration mixte, les équations eulériennes
seront donc transportées avant linéarisation.

3.2 Hypothèses sur la transformation

En premier lieu, nous considérons une décomposition du gradient de la transformation F en une
partie statiqueFo (qui ne dépend pas du temps) et une partie dynamiqueFd (qui dépend du temps) :

F(t) = Fd(t) ·Fo

L’état dynamique est ensuite décomposé en une partie rotation et une partie déformation pure (ce
processus est schématisé dans la figure 2) :

F = Vd ·Rd ·Fo = Vd · F̃o

Ainsi, la transformatioñFo peut être considérée comme une rotation dynamique avec pré-chargement. Il
faut noter que la variation totale de volume vient à la fois de la partie statique et de lapartie dynamique :
J = JoJd. Le gradient total de la déformation est donc :

F =

(

J
1
3
d Vd

)

·

(

J
1
3
o F̃o

)
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Le tenseur, isochore, de Cauchy-Green gauche s’écrit :

B = Vd · F̃o · F̃
T
o ·Vd = Vd · B̃o ·Vd

Enfin, la déformation pure dynamiqueVd se décompose en une partie élastique et une partie visqueuse :

Vd = Ve ·Vv et Be = V
2
e

3.3 Linéarisation des quantités cinématiques

La décomposition de la déformation dynamique en déformation pure et rotation permetde considérer
le cas :

Vd = 1+ε

où ε est un tenseur petites déformations, c.à.d. que les termesε
2 sont négligés. La variation volumique

linéarisée est donc :
J = JoJd = Jodet(1+ε)≈ Jo(1+ trε)

La déformation pure dynamique s’écrit :

Vd = J
−1
3

d Vd ≈ 1+ε
D

Le tenseur linéarisé de Cauchy-Green gauche devient :

B ≈ B̃o+ε
D · B̃o+ B̃o ·ε

D

En supposant queVe = 1+ ε
D
e et Vv = 1+ ε

D
v , on retrouve la définition classique :ε = εe+ εv et le

tenseur élastique linéarisé de Cauchy-Green gauche est :

Be ≈ 1+2εD
e

Le tenseur vitesse de déformation s’exprime de la manière suivante :

L ≈ ε̇+ L̃o+ε · L̃o− L̃o ·ε

où
�

F̃o =
�

Rd ·Fo. CommeFo ne dépend pas du temps, si l’on considère le cas d’une déformation dy-
namique de rotation nulle ou constante, le tenseur vitesse de déformation linéarisé devient dans ce cas :
L ≈ ε̇. En considérant uniquement les comportements isotropes, il nous reste à définir les invariants de
la transformation. Nous avons ainsi :

I1(B) = 1 : B ≈ I1(B̃o)+2(εD : B̃o)

I2(B) =
1
2
(I1(B)2−1 : B

2
)≈ I2(B̃o)+(εD : B̃o)−2(εD : B̃

2
o)

Par ailleurs, il faut remarquer que de part les propriétés du tenseur rotation, on a :

I1(B̃o) = I1(Bo) and I2(B̃o) = I2(Bo)

3.4 Linéarisation des contraintes

En partant de l’équation (1), il nous faut transporter les contraintes de Cauchy dans la configuration
mixte, puis effectuer la linéarisation de chacun des termes. Ainsi, le premier tenseur des contraintes de
Piola-Kirchoff provenant deσeq devient :

Πeq= JσeqF−T = 2ρ0

[

B
(

∂ψeq

∂I1
− I1

∂ψeq

∂I2

)

−B
2∂ψeq

∂I2

]D

·F−T
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Les notations suivantes sont adoptées :ψo
eq,1 et ψε

eq,1 dénotent la dérivée partielle deψeq par rapport àI1
dépendant respectivement deε

0 etε1. On obtient :

Πeq≈τ̃o ·F−T
0 − τ̃o ·ε · F̃−T

o +2ρ0

[

(εD · B̃o+ B̃o ·ε
D)
(
ψo

eq,1− I1(Bo)ψo
eq,2

)

− 2(εD : B̃o)ψo
eq,2B̃o− (εD · B̃

2
o+ B̃

2
o ·ε

D +2B̃o ·ε
D · B̃o)ψo

eq,2

]D

· F̃−T
o

+2ρ0

[

B̃o
(
ψε

eq,1− I1(Bo)ψε

eq,2

)
− B̃

2
oψε

eq,2

]D

· F̃−T
o

où τ̃o est définie par :

τ̃o = 2ρ0

[

B̃o
(
ψo

eq,1− I1(Bo)ψo
eq,2

)
− B̃

2
oψo

eq,2

]D

= Rd ·τo ·R−T
d

La détermination de la contrainte visqueuse est plus simple (même raisonnement pour la partie volu-
mique) :

Πneq≈ 4ρ0
[
ε

D
e

(
ψo

eq,1e −5ψo
eq,2e

)]
· F̃−T

o

Par conséquent, on obtient une formulation dans laquelle la contrainte totale n’est pas définie comme
une somme de sa partie statique et de sa partie dynamique (hormis si les rotations dynamiques sont
négligées). L’équation d’évolution (2), peut également être linéarisée en utilisant les expressions établies
dans la section précédente :

ε̇
D
e ≈ ε̇

D + D̃D
o +(ε ·W̃o−W̃o ·ε)+(εD

e · L̃o+ L̃o ·ε
D
e )−

2
3
(L̃o : 1)εD

e −
1
η
σneq (3)

oùσneq est définie par :
σneq≈ 4ρ0J−1

o

[
ε

D
e

(
ψo

eq,1e −5ψo
eq,2e

)]

D̃o,W̃o sont les parties symétriques et anti-symétriques du tenseurL̃o
1

3.5 Implémentation numérique

Ce modèle de comportement linéarisé a été implémenté dans le logiciel ZéBuLoN, développé par les
Mines de Paris, l’Onéra et Northwest Numerics [3]. La faible compressibilitédu matériau est traitée via
une formulation mixte{u, p} en lagrangien perturbé, pour laquelle un transformation de legendre a été
utilisée afin d’introduire la pression hydrostatiquep, variable duale deJ. La loi d’évolution (eq. 3) est
intégrée localement (au niveau du point de Gauss) par un schéma d’Eulerimplicite. Pour plus de détails,
notamment sur le calcul de l’opérateur tangent on peut se référer à [9]. Enfin, pour valider le modèle
linéarisé, des comparaisons avec le modèle de Zener en grandes transformations sont proposées dans la
suite, nous nous référons à [8] pour ce qui concerne son implémentation.

4 Quelques exemples

4.1 Torsion et traction sur un bloc en caoutchouc

On considère un bloc rectangulaire en caoutchouc, soumis sur sa surface supérieure à une torsion
dynamique, superposée à un état de torsion statique ou bien à une traction dynamique (imposée en dé-
placement), superposée à une traction statique. La surface inférieure est encastrée et les surfaces latérales
sont libres de contraintes. Le bloc rectangulaire a pour dimension 30x30 mm de section et 150 mm de
longueur. Pour l’essai de torsion, l’angle de torsion est imposé par un point de référence qui contrôle
le mouvement rigide de la surface supérieure, les déplacements latéraux etles autres degrés de libertés
de rotation de ce point sont fixes, la translation verticale est libre. Pour l’essai de traction, la surface
supérieure est soumise à un déplacement vertical imposé sans déplacements latéraux. Pour les deux

1. D̃o =
1
2(L̃o+ L̃T

o) W̃o =
1
2(L̃o− L̃T

o)
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FIGURE 3 – Traction
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FIGURE 4 – Torsion

tests, le chargement dynamique est appliqué par un signal triangulaire de fréquence 5 Hz. On considère
les potentiels hyperélastiques suivants (les paramètres sont donnés dansle tableau 1) :







ψeq(B) = c10(I1(B)−3)+c01(I2(B)−3)+c20(I1(B)−3)2+c30(I1(B)−3)3

ψneq(Be) = G(I1(Be)−3)

ψvol(J) =
k
2
(J−1)2

c10 (MPa) c01 (MPa) c20 (MPa) c30 (MPa) G (MPa) η (MPa.s) k (MPa)
Zener 0,090 -0,014 -0,042 0,019 0,110 0,030 1500

TABLE 1 – Paramètres matériaux

Afin de mettre en lumière l’intérêt d’une formulation linéarisée, qui prend en compteles grandes
rotations matérielles, nous proposons de comparer les résultats avec une linéarisation plus simple dans
laquelle on considère la décomposition :F = (1+h) ·Fo avecε= 1/2(h+hT) et on néglige les termes
enh2 (les équations constitutives obtenues avec ce modèle se trouvent dans [5]). Dans la suite, le modèle
proposé est dénommé "Zener linéarisé", le modèle complètement non linéaire estdénommé "Zener" et
la linéarisation sans rotations est appelée «Zener linéarisé sans rotation".

La figure 3(a) montre les réponses statiques et dynamiques du test de tractionpour les trois modèles.
On peut observer que les deux modèles linéarisés donnent des résultats très similaires, et ils sont très
proches du non-linéaire. Plus précisément, la figure 3(b) montre que pour10% d’amplitude dynamique
la réponse est identique pour les trois modèles. A 15%, une légère différence est observée sur la phase de
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FIGURE 5 – Test de cisaillement ("Zener linéarisé")

déchargement. Pour le test de torsion, les deux modèles linéarisés présentent un comportement différent,
dans les figures 4(a) et 4(b) on peut voir que le modèle sans rotation donne une réponse plus rigide que
celle complètement non-linéaire.

4.2 Cisaillement sur un palier stratifié

Dans cet exemple, on considère un palier stratifié en caoutchouc composé de 4 couches rectangulaires
en caoutchouc (2,5x25 mm2), intercalés avec 3 couches d’acier (1.5x25 mm2). Le stratifié est supposé
en déformation plane. Il est fixée sur sa face inférieure alors que la face supérieure est soumise à un
déplacement transversal sans déplacement vertical imposé. Les paramètres matériau du caoutchouc sont
les mêmes que précédemment, l’acier est supposé élastique, isotrope avec les caractéristiques suivantes :
E = 200000 Mpa etν = 0,3. On défini l’amplitudeγ0 comme la hauteur totale de caoutchouc, divisé par
le déplacement transversal appliqué, et l’on fait varier l’amplitude statique afind’observer l’influence du
pré-chargement et de la fréquence de la sollicitation (l’amplitude dynamique est fixée àγ= 0,05).

La figure (5) montre l’évolution de la raideur dynamique et de la dissipation globale sur un cycle
stabilisé pour différents pré-chargements statiques et pour deux fréquences. Cette courbe montre que la
méthode de linéarisation proposée peut prendre en compte les effets non-linéaires du pré-chargement
dans le comportement dynamique. Les figures (6(a)) et (6(b)) présentent les réponses globales obtenues
avec le modèle non linéaire et le modèle linéarisé sans rotation. On peut observerque les réponses sont
très proches, même si la forme linéarisée sans rotations semble plus souple que les deux autres.
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5 Conclusions

Nous avons proposé un formalisme de linéarisation intégrant de grandes rotations matérielles (ou
géométriques) que nous avons appliqué à un modèle viscoélastique de Zener.A travers trois exemples,
nous avons montré que ce formalisme permet d’étendre le domaine de validité de formulations linéarisées
autour d’un état grandes déformations. Ceci est particulièrement vrai dans le cas de la torsion pour
lequel il est clair que la configuration actuelle ne peut pas être confondueavec la configuration pré-
chargée. D’une manière générale, les formulations linéarisées sont intéressantes pour les applications
industrielles concernées par de petites vibrations autour d’un état pré-chargé. Le formalisme proposé
offre la possibilité d’obtenir un modèle de comportement simplifié, qui pourrait nous permettre (dans le
cas de sollicitations harmoniques) d’exprimer directement la raideur dynamiqueet le module de perte en
fonction de la fréquence et de l’amplitude dynamique, une fois déterminée la réponse statique. En cela, ce
type d’approche présente un intérêt certain dans le pré-dimensionnement de structures anti-vibratoires.
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