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Résumé— Dans cette communication, on présente un formalisme adapté a la linéarisation deteempo
ments autour d’un état pré-chargé et en grandes transformationstr@aifme générique est appliqué
dans le cas d'un élastomeére viscoélastique soumis a de petites vibrationséeba@ement statique.
Par rapport aux approches existantes il permet de prendre automatiqueneampte des rotations de
la configuration linéarisée par rapport a la configuration pré-chargési, Aim peut montrer que cette
approche permet d'étendre le domaine de validité des modeles linéariséstexistan

Mots clés— Linéarisation, pré-chargement, viscoélasticité.

1 Introduction

Le comportement dynamique des élastoméres chargés a été étudié intensoe3d derniéres an-
nées et de nombreux modeles en grandes déformations ont été préqmseésutant, un certain nombre
d’'applications industrielles sont concernés par des petites vibrations aliougtat de pré-chargement
statique. C’est le cas de la plupart des pieces utilisées comme isolants arttixéisrgue ce soit dans
I'aéronautique ou I'automobile. Le matériau constitutif de ces piéces amortiseahfesmé d’'une base
élastomérique (caoutchouc naturel ou synthétique) renforcée pahaeges de noir de carbone ou de
silice. Ce type de matériau dissipatif exhibe une dépendance fortemetihéaine aux parameétres de
chargement, on peut citer entre autre : I'effet Mullins, I'effet Paynd'effet Fletcher-Gent (voir par
exemple [13, 4, 1]). Dans le cas qui nous intéresse, on peut corsstataimentalement que la réponse
dynamique est fortement dépendante de la fréquence des vibrationsahgétlide du pré-chargement
statique.

La linéarisation de comportements non-linéaires (viscoélastiques ou hyperélgstifoas d'un état
pré-déformé quelconque a été abordé par un certain nombre d’adeguis les années 50, mais Lianis
(voir [10]) est I'un des premiers a dériver de maniére générique un lma@epetites transformations
viscoélastiques superposées a un état de grandes transformations st@egueavaux, théoriques, ont
été ensuite repris ou étendus par d’autres auteurs et des implémentationsnesn@&léments-finis) ont
été proposées (voir [12, 6, 7, 5, 11]). Dans tous ces modéeles, la limamise base sur deux hypotheses
principales : la contrainte peut étre décomposée de maniére additive partieestatique et une partie
dynamique, et la configuration dynamique est supposée confondue avexfiguration statique. En
particulier, une rotation (grande ou petite) de la configuration dynamiqueapport a la configuration
statique, n’est pas autorisée par ces modeéles.

Dans ce papier, nous proposons un formalisme général pouvadrememcompte de grandes rota-
tions de la configurations dynamique. Ce formalisme repose sur la notation d'étatséditzires (voir
[14]) et sur la décomposition polaire du gradient de la transformation. Brcyléer, nous montrons
gue dans le cas général la décomposition additive des contraintes (eartiaedpnamique et une par-
tie statique) n’est plus vrai. Ce formalisme est appliqué au modele viscoélastigiende Ce papier
se compose des parties suivantes : la premiére présente un rappel éle sdener. Dans une sec-
onde partie, le choix d’'une configuration appropriée pour la linéarisatioenssite discutée puis cette
derniére est détaillée dans le cas du modele de Zener. Enfin, dans laalpariée, quelques exemples
sont proposés afin d'illustrer les avantages du formalisme adopté.
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(a) Décomposition du gradient de la transformation (b) Représentation rhéologique

FIGURE 1 — Modéle de Zener

2 Rappels surle modele viscoélastique de Zener (en transformations-is)

Dans le cadre de la thermodynamique des processus irréversible, &magonstitutives doivent
satisfaire I'inégalité de Clausius-Duhem (second principe), qui preridrtae eulérienne, isotherme
suivante :

Dt =0 :D—J'poly > 0

ou o est la contrainte de Cauch, est le taux de déformation eulérieh= detF est la variation de
volume (etF est le gradient de la déformatiomy est la masse volumique dans la configuration initiale,
Dint est la dissipation intrinseque ¢test I'énergie libre spécifique. Afin de tenir compte de la faible
compressibilité du matériau, nous choisissons de décomposer le gradiettadesformation en parties
volumique et isochorique (voir [2]). Cette derniére partie est ensuitend@asée en parties élastique et
inélastique (voir figure 1(a)) :

F=(9%1) -F=(3%1) Fe Fy
Ces choix impliquent que les processus dissipatifs seront purementiies@htajue toutes les variations
de volumes sont réversibles.

Le modéle de Zener se compose d'un élément viscoélastique de Maxwell masatiélp avec un
élément ressort (voir figure 1(b)). On peut ensuite écrire I'énergie tbmme la contribution de trois
parties :

U = Weq(B) + Wneg(Be) + Wvol (J)

avecB et B les tenseurs de Cauchy-Green gauches, respectivement bakgstsamsformation§ et
Fe. Nous obtenons ainsi I'écriture suivante de la dissipation intrinséque :
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ou P est un opérateur déviatoriquée est la déformation élastique pure provenant de la décomposition
polaireFe = Ve Re et Dy, est un taux de déformation anélastique, objectif, définDjae Re - DyR] ou

Dy est le taux eulerien de déformation anélastique incompressible. Au final, le dempat du modéle

de Zener est défini par I'équation suivante :

- oy — oy ;Lu
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En se restreignant au cas des comportements isotropes, en introduigegtiuglo-potentiel de dissipa-
tion ¢, fonction deﬁff, conjointement avec I'hypothése de normalité force/flux, on peux obtetor la

d’évolution suivante : 5 5
Ee:Lge"_EeLT—é(lL)Ee—ﬁanque (2)



FIGURE 2 — Etats intermédiaires

3 Linéarisation autour d’un état pré-chargé

3.1 Remarques sur le choix d’'une configuration

Pour obtenir une formulation variationnelle cohérente avec les équationslidiézjwn peut utiliser
trois formes différentes de la puissance des efforts intérieurs en fortatanfiguration considérée. On

atypiquement :
fP.m:/ S:6E:/ H:éF:/a:éD
Qo Qo Q

ouIT et Ssont le premier et second tenseur des contraintes de Piola Kirckhodf, Q représentent le
domaine considéré dans la configuration de référence ou actuelle.rizsowves des grandeurs cinéma-
tiques :E (tenseur de Cauchy-GreeR) et D sont définies par :

3E = %(vxéquv)T(équv)T(éuvxéu)
OF = vwvxdu

avecVy et Vy les opérateurs gradient par rapport a la configuration de référerck eonfiguration

déformée,bu est le champ cinématique virtuel. L'écriture et I'implémentation numérique d’'un com-

portement linéarisé doit faire intervenir un élément de puissance interrsoijguadratique en terme
de gradient cinématique, il est donc clair que le choix de la configuration nikf€) st particuliére-
ment intéressant car il fait intervenir seulement une linéarisation de la cdatrBiour les autres con-
figurations, il faut également linéariser la déformation. Par ailleurs, touteidggyarations une fois
linéarisées ne sont pas équivalentes si I'on traite séparément la linéarisgtioordraintes et des défor-
mations. Dans la suite, on choisira donc de travailler en configuration mixte, Uesi@ts eulériennes
seront donc transportées avant linéarisation.

3.2 Hypothéses sur la transformation

En premier lieu, nous considérons une décomposition du gradient de lfotraagon F en une
partie statiqud-, (qui ne dépend pas du temps) et une partie dynanfigugui dépend du temps) :

F(t) =Fa(t)-Fo

L'état dynamique est ensuite décomposé en une partie rotation et une géotimation pure (ce
processus est schématisé dans la figure 2) :

F=Vg-Rg-Fo=Vq-Fo

Ainsi, la transformatior, peut &tre considérée comme une rotation dynamique avec pré-chargément. |

faut noter que la variation totale de volume vient a la fois de la partie statique epdeidynamique :
J = JoJ4. Le gradient total de la déformation est donc :

1 1~
F= (stvd> : <J03 Fo>



Le tenseur, isochore, de Cauchy-Green gauche s’écrit :

T o~
B=Vq4-Fo-Fy-Vg=Vy4-Bo-Vy
Enfin, la déformation pure dynamigig se décompose en une partie élastique et une partie visqueuse :
Va=Ve'Vy, et Be=V2
3.3 Linéarisation des quantités cinématiques

La décomposition de la déformation dynamique en déformation pure et rotation plrowisidérer
le cas:
Vg=1+¢

ol e est un tenseur petites déformations, c.a.d. que les terfremnt négligés. La variation volumique
linéarisée est donc :

La déformation pure dynamique s'écrit :
_ -1 D
Vig=J3Var1l+e
Le tenseur linéarisé de Cauchy-Green gauche devient :
E%EO—FED §0+§06D

En supposant quée = 1+ &2 etV, = 1+¢D, on retrouve la définition classiques:= . + ¢y et le
tenseur élastique linéarisé de Cauchy-Green gauche est :

Berr 1+ 26D
Le tenseur vitesse de déformation s’exprime de la maniere suivante :

L %E.‘FEO—F&?'I:O—I:()'E

ot Fy = Rq - Fo. CommeF, ne dépend pas du temps, si I'on considére le cas d'une déformation dy-
namique de rotation nulle ou constante, le tenseur vitesse de déformation linéarésé dans ce cas :

L =~ . En considérant uniquement les comportements isotropes, il nous refiaialds invariants de

la transformation. Nous avons ainsi :

2 ~ ~ el

(11(B)>—1:B°) = 12(Bo) + (eP : Bo) — 2(e® : B,)

11(Bo) = 11(Bo)  and  15(Bo) = I2(Bo)

3.4 Linéarisation des contraintes

En partant de I'’équation (1), il nous faut transporter les contraintesadely dans la configuration
mixte, puis effectuer la linéarisation de chacun des termes. Ainsi, le premieutatesecontraintes de
Piola-Kirchoff provenant dereq devient :

D
oly adl> dl»




Les notations suivantes sont adoptée[:cgos'1 etWeqr denotent la dérivée partielle deq par rapport d;
dépendant respectivementefeetel. On obtient :

1_qu %710 . FaT - 7~'o'~‘5" : 'EET +2p0 [(ED 'EO+§O'€D) (ngq,l_ |1(Eo)wgq2)

D
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+ 2p0 [BO (mgq,l - Il(BO) lngq,z) - BollJqu} : F(;T

ou 7, est définie par :

~

D
To = 2P0 [Bo (Weq1 — 11(Bo)Weq2) — Bowng} =Rqg-To-Ry"

La détermination de la contrainte visqueuse est plus simple (méme raisonnemefd partie volu-
mique) :
1—Ineq ~ 4p0 [EeD (ngq,le - 5che)q29)] ’ FET

Par conséquent, on obtient une formulation dans laquelle la contrainte tatatepas définie comme
une somme de sa partie statique et de sa partie dynamique (hormis si les rotatiamsodyes sont
négligées). L'équation d’évolution (2), peut également étre linéarisée ennitikseexpressions établies
dans la section précédente :

DD AD . (- \k _\k D¢ ,f Dy 24 .0 1
Ee ~ £ +D0+(E'WO_WO'€)+(EQ'LO+LO'€e)_§(LO'1)€e_ﬁo.heq (3)
0U oneq €St définie par :

Oneq™ 4p0~]o_1 [EeD (wgq,le - 5UJ3q,ze)]

Do, W,, sont les parties symétriques et anti-symétriques du tethsgur

3.5 Implémentation numérique

Ce modele de comportement linéarisé a été implémenté dans le logiciel ZéBuLeMp®/par les
Mines de Paris, I'Onéra et Northwest Numerics [3]. La faible compressibilitihatériau est traitée via
une formulation mixte{u, p} en lagrangien perturbé, pour laquelle un transformation de legendre a été
utilisée afin d'introduire la pression hydrostatigpevariable duale dd. La loi d’évolution (eq. 3) est
intégrée localement (au niveau du point de Gauss) par un schéma dipligite. Pour plus de détails,
notamment sur le calcul de I'opérateur tangent on peut se référer Bribh, pour valider le modéle
linéarisé, des comparaisons avec le modeéle de Zener en grandes tratisfios sont proposées dans la
suite, nous nous référons a [8] pour ce qui concerne son implémentation.

4 Quelgques exemples

4.1 Torsion et traction sur un bloc en caoutchouc

On considére un bloc rectangulaire en caoutchouc, soumis sur saessuperieure a une torsion
dynamique, superposée a un état de torsion statique ou bien a une tracaomaly: (imposée en dé-
placement), superposée a une traction statique. La surface inférieune&strée et les surfaces latérales
sont libres de contraintes. Le bloc rectangulaire a pour dimensix8030m de section et 150 mm de
longueur. Pour 'essai de torsion, I'angle de torsion est imposé papium ge référence qui contrdle
le mouvement rigide de la surface supérieure, les déplacements latétagxaetres degrés de libertés
de rotation de ce point sont fixes, la translation verticale est libre. Pourildsdsaction, la surface
supérieure est soumise a un déplacement vertical imposé sans déplacktdzaux. Pour les deux
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FIGURE 3 — Traction
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FIGURE 4 — Torsion

tests, le chargement dynamique est appliqué par un signal triangulairegderfice 5 Hz. On considére
les potentiels hyperélastiques suivants (les parameétres sont donnéss @étesau 1) :

Weq(B) = C10(11(B) — 3) + co1(I2(B) — 3) + C20(11(B) — 3)% + cz0(11(B) — 3)3
llJneq(ge) = G(Il(ge) - 3)

lIJvol(J) = (J - 1)2

NI X

cio (MPa) cp1(MPa) cpo(MPa) c3o(MPa) G (MPa) n (MPa.s) k (MPa)
Zener 0,090 -0,014 -0,042 0,019 0,110 0,030 1500

TABLE 1 — Parameétres matériaux

Afin de mettre en lumiére I'intérét d’'une formulation linéarisée, qui prend en coteptgrandes
rotations matérielles, nous proposons de comparer les résultats avec anediign plus simple dans
laguelle on considére la décompositioR == (1+h) - F, avece = 1/2(h+hT) et on néglige les termes
enh? (les équations constitutives obtenues avec ce modéle se trouvent daBsf&)a suite, le modéle
proposé est dénommé "Zener linéarisé”, le modéle complétement non linéalémestmé "Zener" et
la linéarisation sans rotations est appelée «Zener linéarisé sans rotation".

La figure 3(a) montre les réponses statiques et dynamiques du test de tpactides trois modéles.
On peut observer que les deux modeles linéarisés donnent des résediasnitaires, et ils sont trés
proches du non-linéaire. Plus précisément, la figure 3(b) montre quelP®ud’amplitude dynamique
la réponse est identique pour les trois modéles. A 15%, une légére digéesnobservée sur la phase de

6
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FIGURE 5 — Test de cisaillement ("Zener linéarisé")

déchargement. Pour le test de torsion, les deux modeles linéarisés présememportement différent,
dans les figures 4(a) et 4(b) on peut voir que le modéle sans rotatioe doerréponse plus rigide que
celle complétement non-linéaire.

4.2 Cisaillement sur un palier stratifie

Dans cet exemple, on considére un palier stratifié en caoutchouc congpbséuches rectangulaires
en caoutchouc (2,5x25 nfi) intercalés avec 3 couches d’acier (1.5x254nrhe stratifié est supposé
en déformation plane. Il est fixée sur sa face inférieure alors que dasfgmérieure est soumise a un
déplacement transversal sans déplacement vertical imposé. Les pasam&tériau du caoutchouc sont
les mémes que précédemment, I'acier est supposé élastique, isotrope aseadeEsistiques suivantes :

E = 200000 Mpa et = 0, 3. On défini 'amplitude/y comme la hauteur totale de caoutchouc, divisé par
le déplacement transversal appliqué, et I'on fait varier I'amplitude statique'afaserver I'influence du
pré-chargement et de la fréquence de la sollicitation (I'amplitude dynamiquedssgfi = 0, 05).

La figure (5) montre I'évolution de la raideur dynamique et de la dissipation lgiaa un cycle
stabilisé pour différents pré-chargements statiques et pour deux frigggieCette courbe montre que la
méthode de linéarisation proposée peut prendre en compte les effets ninedimtapré-chargement
dans le comportement dynamique. Les figures (6(a)) et (6(b)) petadas réponses globales obtenues
avec le modeéle non linéaire et le modéle linéarisé sans rotation. On peut olipesles réponses sont
trés proches, méme si la forme linéarisée sans rotations semble plus soupkedpixlautres.
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FIGURE 6 — Test de cisaillemenyd = 0,9, f = 15H2)



5 Conclusions

Nous avons proposé un formalisme de linéarisation intégrant de grandesn®taatérielles (ou
géomeétriques) que nous avons appliqué a un modéle viscoélastique deAZtraeers trois exemples,
nous avons montré que ce formalisme permet d’étendre le domaine de validitéwdégtions linéarisées
autour d’'un état grandes déformations. Ceci est particulierement arai lé cas de la torsion pour
lequel il est clair que la configuration actuelle ne peut pas étre confaakela configuration pré-
chargée. D'une maniere générale, les formulations linéarisées sont satdtess pour les applications
industrielles concernées par de petites vibrations autour d’'un état argéchLe formalisme proposé
offre la possibilité d’obtenir un modéle de comportement simplifi€, qui pourcais permettre (dans le
cas de sollicitations harmoniques) d’exprimer directement la raideur dynastitpienodule de perte en
fonction de la fréquence et de 'amplitude dynamique, une fois déterminéeolasgptatique. En cela, ce
type d’approche présente un intérét certain dans le pré-dimensionnéengtnuctures anti-vibratoires.
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