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Résumé — Dans cette communication on s’intéresse a la simulation numérique du comportement sous
compression des mousses polymériques a porosité ouverte. On consideére le modele unidimensionnel
introduit dans [1, 9], ol la mousse est représentée par une chaine des ressorts non linéaires endomma-
geables avec une énergie des déformations non convexe, associés en parallele avec des éléments visco-
élastiques linéaires. La procédure d’identification des parametres du modele est détaillée. La comparai-
son entre les résultats des simulations numériques et les expériences montre que le modele est capable
de décrire le comportement des mousses pour différents trajets de charge en compression uniaxiale.
Mots clés — mousses polymériques, compression cyclique, élasticité non linéaire, viscoélasticité, en-
dommagement.

1 Introduction

Les mousses polymériques a porosité ouverte, en raison de leurs caractéristiques mécaniques parti-
culieres, trouvent de nombreuses applications. Elles sont utilisées entre autres pour I’isolation thermique
et acoustique, comme noyau des panneaux sandwich, pour 1’absorption d’énergie dans les chocs, dans
I’emballage, ou encore pour les structures aérospatiales.

Lorsqu’elles sont soumises & une compression uniaxiale, les mousses polymériques montrent un
comportement trés complexe [4, 7, 12, 13], caractérisé par

— une courbe de réponse a la charge composée d’une premicre partie linéaire, d’un palier a force

constante et d’une deuxieme branche ascendante ;

— une localisation des déformations en bandes de déformation perpendiculaires a la direction de la

compression ;

— une différence entre la courbe de réponse a la charge et a la décharge, qui donne un cycle d’hysté-

résis d’amplitude importante ;

— une dépendance de la résistance a la vitesse de chargement ;

— une relaxation de la force lorsque le déplacement imposé est gardé fixe ;

— une perte progressive de résistance a la charge au cours des cycles (“stress softening”) qui res-

semble a 1’effet Mullins des élastomeres [2].

Une modélisation complete du comportement des mousses polymériques a porosité ouverte demande
la prise en compte de trois aspects : les non-linéarités du comportement élastique, les propriétés visco-
élastiques et I’endommagement de la mousse. L’élasticité non linéaire, et en particulier le choix d’une
énergie de déformation non convexe, permet d’expliquer la localisation des déformations et le cycle
d’hystérésis [8]. L'introduction de la viscosité est nécessaire pour pouvoir décrire la dépendance de la
réponse a la vitesse de chargement et les phénomenes de relaxation [1]. Enfin, la prise en compte de
I’endommagement permet de décrire la perte de résistance (“stress softening”) a I’issue du premier cycle
de charge et décharge [9].

Le modele récemment proposé par Del Piero, Pampolini [1] et Pampolini, Raous [9] prend en compte
les trois aspects. La mousse polymérique est représentée comme une chaine de ressorts non linéaires
endommageables associés en parallele a des éléments viscoélastiques linéaires. L’'idée principale est
Iinterprétation de la localisation des déformations comme un changement de phase provenant de la non
convexité de 1’énergie de déformation des ressorts non linéaires [3, 10].



Dans cette communication, on présentera bri¢vement les éléments essentiels du modele, pour ensuite
se dédier a la description du schéma numérique, et a la discussion des résultats des simulations. La ca-
ractérisation du comportement élastique non linéaire, des propriétés visqueuses et de I’endommagement
nécessite 1’introduction d’un nombre significatif de parametres et donc la mise en ceuvre d’une procédure
d’identification numérique particuliere qui sera également présentée.

2 Modélisation

Dans cette section, on présente le modele couplant énergie de déformation non convexe, viscoélasti-
cité et endommagement introduit dans [1, 9].

2.1 Les ressorts non linéaires

On suppose que la mousse est composée de couches paralleles de cellules, et on représente chaque
couche par un ressort non linéaire avec une énergie de déformation non convexe. De plus, on suppose
que tous les ressorts sont identiques. On note €;() la déformation du ressort i-€éme, €y(#) la déformation
totale de la chalne et N le nombre des ressorts de la chaine.

SiI’on consideére un processus de déformation de la chaine r = €y(¢), on a la condition de hard device

suivante :
N

Y &i(t) =Neo(r). (1)
i=1
La force dans le ressort i€ a I’instant 7 est

oi (1) = w'(&(r)), 2)

ol w est I’énergie des déformation du ressort, et ()’ note la dérivation par rapport a €. Pour w, on suppose
la forme non convexe

w(e) = ;a(1+s)2+c(1+e)’"(ml+2(1 +e)2—%)

3)
—ulog(1+4¢€)+ [;\\/fi erf(Vk(1+e—a))+7,

ou erf (+) est la fonction erreur

erf(x) = jﬁ/oxexp(—tz)dt, 4)

c,m,u, B, k,a sont des constantes positives, et les valeurs de o et ¥ sont déterminées par les conditions
imposant que 1’énergie w et la force 6¢ sont nulles dans la configuration de référence € = 0.
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F1G. 1 — Le modele



2.2 Les éléments viscoélastiques

Afin de décrire les propriétés visqueuses des mousses polymériques, on ajoute a la chaine de ressorts
des éléments de Maxwell généralisés [1, 9]. En particulier, chaque ressort élastique non linéaire est
associé en parallele avec un élément viscoélastique linéaire. De plus, un second élément viscoélastique
linéaire est associé en parallele a I’ensemble de la chalne. Tous les éléments viscoélastiques a I’intérieur
de la chaine sont composés par M modules de Maxwell associés en parallele. Au contraire, I’élément
viscoélastique a I’extérieur de la chaine est en général différent, et il est composé de H modules de
Maxwell, voir Fig. 1. Cet assemblage a la méme structure que celle du modele de Zener, ou le ressort
linéaire est remplacé par le ressort non linéaire, tandis que la combinaison restante “ressort linéaire -
amortisseur” est remplacée par un élément viscoélastique linéaire plus complexe. La démarche suivie
est bien celle de prendre le modele le plus simple possible pour décrire le comportement complexe des
mousses polymériques.

Si I’on note ¢, 1a force dans le m-¢éme module de Maxwell de 1’i-eme élément viscoélastique de la
chaine, et o) la force dans I’2-éme module de Maxwell de I’élément viscoélastique extérieur, on a les loi
de comportement suivantes :

d _ yvM <d v _ vH v
Gifzmcima o *Zh (S
~d d ] . — T 5
Gim + Pm Oy = kmé€i s G}}z + pn G}}z = k;€&, )

ol G? et ¢¥ sont les forces dans les éléments viscoélastiques, &, k. Pm, Pr sont des constantes
positives et ol le point superposé note la dérivée par rapport au temps. La force totale ¢ est la somme de
la force 6¢ agissante sur la chaine et la force 6¥ celle agissante dans 1’élément viscoélastique a 1’extérieur.

c=06°+0", (6)

: C _ <€ d
et puisque 6° =G; +G;,0na

c=c‘+cf+c" ic{l,...N}. (7

2.3 L’endommagement

Pour décrire convenablement la perte de résistance a I’issu du premier cycle de charge et décharge,
on prend en compte I’endommagement de la mousse. En suivant le travail de Pampolini et Raous [9],
on considere seulement les ressorts non linéaires comme éléments endommageables. On suppose que
I’endommagement influence principalement la premiere branche de la courbe de réponse. Par simplicité,
on fait I’hypotheése que I’endommagement cause seulement une variation du parametre ¢, qui influence
la pente de la premiére branche de w’. On suppose que
ei(t) = { c si €(5) < Emin Vs € (—oo,1] )
cd autrement

ou d € (0,1) est le parametre d’endommagement, ¢ est la valeur reportée dans le Tableau 2, et €,
est la déformation qui correspond au minimum local de w’', et qui repere donc le début de la deuxieme
branche ascendante.

3 Simulations numériques

Dans cette section on décrit les études numériques conduits dans le but de valider le modele. Tout
d’abord on présentera le schéma numérique utilisé, puis on décrira la procédure d’identification des
constantes matérielles et enfin on montrera les résultats des simulations numériques. Pour I’identification
des parametres et pour la validation du modele, on utilisera les résultats expérimentaux obtenus pendant
le travail de theése de Pampolini [7] sur une mousse en polyuréthane a porosité ouverte.



3.1 Le schéma numérique

Pour un processus de déformation connu ¢ — €(¢), le probléme d’évolution consiste en trouver la
force o(¢) et les déformations €;(¢) solutions des équations (1), (5), (7) pour tout z, et avec les conditions
initiales &;(0) = &, 6%;(0) = 6%, 6 (0) = o,

Des solutions approchées du probléme d’évolution peuvent étre construites via la discrétisation tem-
porelle, en utilisant une approche incrémentale [1]. On considere une séquence d’intervalles de temps
de durée Ar, et dans chaque intervalle on remplace les vitesses de déformation €;(¢) par des valeurs
constantes €;. Si I’on suppose connues toutes les solutions jusqu’a I’instant ", on peut calculer les incré-

ments (6(1"),€;(¢")) en résolvant le systeéme d’équations linéaires
6(!") = Qiéi(ln) +A;1 ,

N s e . ©)
i &(1") = Nég, i=1,2,..N,

Qi = w(&(1")) + Xom kim
H (T ¢ = M
A= Zh (khg() - th;}z(tn)) - Zm pmc?m([n) ’
et donc déterminer la solution a I’instant !, Le systéme a une solution unique si la matrice des coef-

ficients R est inversible. En particulier, si I’on considere des conditions initiales homogenes, il y a une
intervalle de temps (0,7) dans laquelle la seul solution possible est la solution homogéne,

(10)

&=¢ O6=0&+A;.

La solution homogene devient instable a I’instant 7 lorsque detR = 0. En effet, une petite dispersion des
donnés détermine une solution ou la déformation est localisée sur un élément de la chaine, voir [1]. Du
point du vue numérique, pour déterminer cette solution on résout, avec la méthode itérative de Newton
Raphson, le systéme non linéaire obtenu en remplagant les Q; avec Q; = w” (g;(t"*1)) + Y ¥ k,,. Une fois
la solution localisée calculée, on détermine I’évolution de la chaine avec le systéme linéaire (9) jusqu’a
ce que detR = 0 pour la deuxiéme fois. A ce stade, on considére 4 nouveau le systéme non linéaire et on
cherche la solution avec un autre élément qui a changé de phase. Donc, chaque fois qu’on ne peut pas
résoudre le systeéme linéaire (9) car detR = 0, on considére un changement de phase d’un élément et on
introduit le systéme non linéaire obtenu avec Q; = Q.

Le schéma présenté utilise une méthode d’Euler explicite pour I'intégration des équations différen-
tielles (5). En effet, nous avons d’abord envisagé des méthodes de type Runge-Kutta ou Heunn, mais une
série de tests nous a montré qu’une méthode d’Euler explicite convenait. On a implémenté le schéma
numérique dans Matlab et on a effectué des tests pour choisir le bon pas de discrétisation temporelle
At, et le nombre d’éléments composants la chaine. Pour les simulations qui suivent, on considéra une
chaine de 120 éléments et un pas de temps Ar = 0.03 s. En effet, cette combinaison permet d’avoir une
précision de la solution convenable avec un temps de calcul d’environ 160 s pour un cycle de charge
et décharge avec déformation maximale €5“* = 0.7. Cette efficacit€ du schéma numérique a permis de
mettre en ceuvre une procédure d’identification numérique des parametres du modele.

3.2 Identification des parametres

La procédure d’identification des parametres du modele a été divisée en trois étapes consécutives :
I’identification des parametres visqueux, I’ identification des parametres élastiques et enfin I’identification
du parametre de I’endommagement.

L’identification des parametres visqueux a été effectuée sur la courbe expérimentale de relaxation
avec une vitesse de 5 mm/min pour la phase de charge et avec une phase de relaxation de 10 jours. On a
cherché les parametres (K, p;) qui minimisent la fonctionnelle

2

L J
F(Kj,pj)=Y |y@)— Y Kjexp(—p;t;) | . J=M+H, (11)
i=1 j=1

avece
y(t) =5t)—w'(g), i=1,2,...,L,

4
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FI1G. 2 — Résultat de I’identification des parametres du modele. Comparaison entre simulations numé-
riques (ligne pleine) et expériences (ligne en tirets) sous quatre cycles de charge et de décharge.

TAB. 1 — Les valeurs des parametres des éléments viscoélastique.

J kj [kPa] pils'] hj
1 0.99 9.64 x 1077 0
2 1.09 3.13x 107 1
3 1.81 1.04 x 1073 0
4 5.25 1.20x 1072 1
5 34.8 9.41 x 1072 0

TAB. 2 — Les valeurs des parametres des ressorts non linéaires
¢ =85kPa m=15 u=2.5kPa a=04 B=3.3kPa k=18

ki . €
K;=-Lg ——1
T pj (eXp<pjé ))

ou £ est la vitesse de déformation imposée dans la phase de charge, € est la déformation maximale,
(1;,3(;)) sont les L points de la courbe de relaxation expérimentale et w'(€g) est la valeur asymptotique,
pour ¢t = +oo, de la courbe de relaxation. J est le nombre minimum d’exponentielles nécessaires pour
obtenir une reproduction convenable de la relaxation. Deux ou trois exponentielles sont d’habitude suf-
fisantes. Dans notre cas, a cause de la coexistence des effets visqueux a différentes échelles de temps,
nous montrerons qu’il est nécessaire de considérer cinq exponentielles.

La procédure de minimisation utilisée consiste en deux étapes : on détermine d’abord une solution
approchée grossiere, et puis on applique une méthode systématique d’optimisation en utilisant cette
solution comme valeur initiale. Une solution approchée initiale a été calculé avec la méthode de Prony
[5, 11]. Puis, deux méthodes d’optimisation ont été testées : la méthode du gradient a pas optimal et la
méthode de Hooke and Jeeves.

L application de la méthode du gradient, et en particulier la détermination du pas optimal, s’est avérée
difficile en raison de la grande différence de sensibilité de la fonction erreur par rapport aux parametres
K; et p;. On a préféré donc utiliser la méthode de Hooke and Jeeves [6]. La forme basique de Hooke
and Jeeves a été¢ améliorée ici en tenant compte du caractere spécifique des parametres (K, p;). Ainsi a
chaque itération, ces parametres sont traités par couple lors de la recherche de la direction minimisante.
Avec cinq exponentielles, la méthode de Hooke and Jeeves converge apres 2001 itérations et avec un
temps de calcul de 11 min.

L’identification des parametres visqueux sur I’essai de relaxation ne donne pas des informations sur la
facon de distribuer les cing exponentielles entre les deux éléments viscoélastiques. Cette information peut
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FI1G. 3 — Comparaison entre simulations numériques (a), (c), (e) et expériences (b), (d), (f) sous trois
cycles de charge et de décharge a différentes amplitudes.

étre obtenue en considérant la réponse en compression uniaxiale. En effet des distributions différentes
des cinq exponentielles donnent des courbes de réponse avec une pente différente dans le plateau. On a
donc introduit cinq parametres supplémentaires /; qui représentent le degré de contribution de chaque
exponentielle a I’intérieur et a I’extérieur de la chaine. On a fait entrer les parametres 4; dans le procédé
d’identification sous une forme simplifiée en considérant comme valeurs possibles : 1 (exponentielle a
Iintérieur) et 0 (exponentielle a I’extérieur).

La procédure d’identification des parametres élastiques (c,u,m,a, B, k) a été effectuée par une iden-
tification numérique sur la courbe expérimentale en compression uniaxiale a 5 mm/min. Une analyse de
sensibilité, menée précédemment, nous a permis de comprendre que les valeurs des parametres c, m, u
peuvent étre ajustées directement sur la courbe de réponse sans les inclure dans le processus d’optimisa-
tion. Pour I’identification on a donc suivi la procédure suivante :

1. on a déterminé ¢ pour reproduire la pente initiale de la courbe de réponse,
2. on a déterminé m (avec c fixe) pour reproduire la valeur de la force du début plateau,

3. on a déterminé u (avec c et m fixes) pour reproduire la valeur de la force a la fin de la phase de
charge € = 0.7,

4. on a effectué une minimisation aux moindre carrés avec la méthode de Hooke and Jeeves pour
trouver les valeurs des trois paramétres B, k et a.
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FI1G. 4 — Comparaison entre simulations numériques (a), (c), (e) et expériences (b), (d), (f) sous cycles
complexes avec phases de charge, de décharge, de relaxation et de fluage.

Le parametre d’endommagement d a été identifié sur les courbes expérimentales en compression
cyclique. A ce propos, on a effectué des simulations numériques de deux cycles de charge et de décharge
a 5 mm/min avec différentes valeurs de d. Une reproduction convenable des courbes expérimentales a
été obtenue avec d = 0.5.

Sur la Fig. 2 les courbes de réponse, obtenues a la fin du processus d’identification des parametres,
sont comparées avec les expériences. Les valeurs des parametres sont reportées dans les tableaux 1 et 2.

3.3 Validation du modele : résultats des simulations

Sur la Fig. 3, on compare les résultats des simulations numériques (colonne a gauche) et des expé-
riences (colonne a droite) pour trois cycles de charge et décharge a différentes amplitudes. On observe
que, dans les trois cas, le modele décrit 1a baisse importante de la courbe a la charge en passant du premier
au deuxieme cycle, et I’indépendance de cette baisse par rapport a la valeur de déformation maximale. De
plus, dans les simulations on retrouve, en accord avec les expériences, une deuxieme branche ascendante
lors des chargements suivant le premier.

Pour valider le modele, nous avons également simulé des essais complexes avec combinaisons de
phases de charge, de décharge, de relaxation et de fluage. Sur la Fig. 4, on montre les résultats des
simulations numériques a gauche, et les courbes expérimentales a droite.

La premiere simulation, Fig. 4a, consiste en deux séries de quatre cycles de charge et de décharge a



différente amplitude. Les deux séries sont intercalées par une période de repos de 25 s. On observe que
le comportement dans la premiere série n’est décrit que qualitativement. En effet, dans les simulations
les régimes de plateau disparaissent apres le premier cycle, et il y a une importante différence entre la
courbe a la décharge du premier cycle et celles des cycles suivants. Dans la deuxieme série de quatre
cycles, on trouve une réponse qui est davantage en accord avec les expériences. La courbe a la charge au
premier cycle montre deux régimes plateau pour deux différentes valeurs de la force. De plus, pour les
cycles successifs on observe des petites marches pour environ € = 0.05, qui montrent I’'influence de la
premiere série de cycles.

Les deux dernicres simulations concernent les cycles de charge et décharge de différentes amplitudes
intercalés avec des périodes de relaxation. Les résultats, Fig. 4 c, e, montrent la capacité du modele a
décrire le comportement des mousses sous chargement complexes. En effet, les formes des cycles d’hys-
térésis sont bien reproduites que ce soit pour de petites ou de grandes amplitudes. D’autres détails de
la courbe expérimentale sont également décrits, comme les petits segments verticaux en correspondance
des périodes de relaxation. De plus, a la fin des processus de chargement, les courbes de réponse s’ ap-
prochent de la premiere courbe de charge en accord avec les expériences.

4 Conclusion

Le modele viscoélastique avec endommagement décrit ici permet d’obtenir une description conve-
nable du comportement des mousses polymériques a porosité ouverte, y compris pour des chargements
complexes, constitués de combinaisons de cycles de charge et décharge, de périodes de relaxation et de
fluage. Néanmoins le modele est limité a une représentation unidimensionnelle des mousses. Son exten-
sion au tridimensionnel et la prise en compte des effets visqueux non linéaires [14], demanderont des
développements supplémentaires.
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