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Résumé— On s’intéresse à la modélisation de poutres élastiques à parois minces type mètres rubans qui
développent des pliages localisés dus à un aplatissement dela section. Partant d’un modèle de coque, on
établit un modèle de poutre à section fortement déformable,en grands déplacements et en dynamique, en
introduisant une cinématique originale pour décrire les changements de forme de la section. Ce modèle
est capable de rendre compte de l’apparition de pliages localisés qui peuvent migrer le long du ruban, se
dupliquer, disparaitre, permettant ainsi de simuler des scénarios complexes de pliages et de déploiements.
Mots clés— poutre, mètres rubans, pliage, dynamique.

1 Introduction

Un défi majeur des concepteurs de satellites est de réaliser des systèmes qui soient compacts lors de
la phase de transport et capables de se déployer de façon autonome lors la mise en service. Parce qu’elles
offrent une meilleure compacité (pliage, enroulement. . . ), les structures souples déployables sont une
alternative intéressante aux structures rigides articulées par des charnières et bloquées par des verrous.
Dans ce contexte, Thales Alenia Space réfléchit à de nouveauxconcepts à base de structures type mètres
rubans.

Dans sa configuration relâchée, un mètre ruban peut être assimilé à une poutre droite à paroi mince
dont la section ouverte a une forme circulaire. Lorsqu’on sollicite cette structure en flexion ou en com-
pression (voir Figure 1), son comportement est d’abord analogue à celui d’une poutre classique puis on
constate l’apparition brutale de pliages localisés, indiquant la présence de bifurcations [9]. Ces zones
de pliages sont dus à un aplatissement de la section qui diminue fortement le moment d’inertie quadra-
tique et concentre la déformation de flexion. On remarquera qu’en dehors des zones de pliage, le ruban
retrouve sa forme non déformée. En manipulant le mètre ruban, on constate facilement que la zone de
pliage peut migrer le long du ruban, se dupliquer, disparaître...

FIGURE 1 – Pliage d’un mètre tuban.

Dans la littérature, on recense principalement deux approches pour modéliser la dynamique du pliage
et du déploiement des mètres rubans. La première consiste à résoudre le problème non-linéaire de coque
par éléments finis ([10], [13], [6]), sans tenir compte des spécificités géométriques d’un mètre ruban. Elle
permet d’obtenir des résultats précis mais conduit à des modèles lourds et des calculs souvent difficiles
à piloter. La deuxième approche consiste à modéliser le ruban par un système de barres reliées par des
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ressorts spiraux en tenant compte des modes de déformationsspécifiques aux mètres rubans [9] : les
ressorts spiraux, de raideur non-linéaire, modélisent leszones de pliage et les barres, de longueur vari-
able, rendent compte des parties qui restent droites. Ce modèle simplifié permet de simuler des scénarios
de déploiement, de déroulement ou de migration d’une zone depliage avec très peu de degrés de libertés
mais requiert l’introductionab initio des zones de pliages. Ainsi, par exemple, il ne permet pas de rendre
compte de la séparation d’une zone de pliage en deux.

Une méthode intermédiaire consiste à essayer de modéliser le mètre ruban par une poutre à section
fortement déformable. Dans la littérature, les modèles de poutre à section déformable reposent princi-
palement sur l’introduction de degrés de libertés supplémentaires attachés à des modes de déformations
de la section dans son plan et hors de son plan. Dans le cadre del’élasticité linéaire, on peut citer les
travaux fondateurs de Vlassov [12]. Dans le cadre non-linéaire, des démarches similaires ont été util-
isées pour généraliser la théorie des poutres de Reissner-Simo ([8],[11]) aux cas des poutres à sections
déformables ([3],[7]). Le choix des modes est souvent guidépar les champs de déplacements, de dé-
formations et de contraintes régnant dans la section sous des sollicitations simples et des géométries de
section idéalisées. Une autre approche consiste à introduire une discrétisation par éléments finis dans la
section [14].

Le modèle proposé, développé dans le cadre de la thèse de François Guinot [5], s’inscrit dans cette
logique. Partant d’un modèle de coque en grands déplacements, grandes rotations et en dynamique, on
établit le modèle de poutre en introduisant des hypothèses cinématiques et sthéniques sur le comporte-
ment dans la section. Outre les hypothèses classiques de poutres minces (sections qui restent droites
et perpendiculaires à ligne moyenne), l’originalité du modèle repose sur l’introduction d’une cinéma-
tique de type "elastica" pour décrire avec peu de paramètresle caractère fortement variable de la forme
de la section : on suppose que la "courbe section" est inextensible. D’autre part, on fait l’hypothèse,
comme pour une théorie classique de poutre, que les contraintes axiales sont prépondérantes devant les
autres composantes. Ces hypothèses sont introduites dans les énergies potentielle et cinétique du modèle
de coque et on obtient le modèle de poutre par une intégrationanalytique dans la section. Le modèle
est implémenté dans COMSOL [1] qui permet d’exploiter directement les expressions des énergies en
formulant le problème à l’aide du principe d’Hamilton. Quelques exemples de résultats sont présentés.

2 Description cinématique et hypothèses

On considère un mètre ruban décrit par une poutre dont la ligne centrale (appelée ligne moyenne dans
la suite) est initialement droite et la section initialement circulaire (Figure 2). Le repère fixe(O,e1,e2,e3)
est défini tel que l’axe(O,e1) contienne la ligne moyenne et que le plan(O,e1,e3) soit le plan de
symétrie.

FIGURE 2 – Description du mètre ruban.

Soit M un point matériel attaché à à la coque. Dans la configuration initiale, sa position est donnée
par le vecteurOM0 qui peut se décomposer en deux parties :

OM0 =OG0+G0M0, (1)

où G0 est le point d’intersection de la ligne de référence et de la section contenant le pointM. Pour
décrire la géométrie du mètre ruban, on introduit le systèmede coordonnées curvilignes(s1,s2)∈ [0,L]×
[−a/2,a/2] où L est la longueur initiale du ruban eta la longueur de l’arc de cercle décrivant la section.
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On définit les coordonnées localesy0 (s2) et z0(s2) du pointM0 dans le plan de la section non déformée
(GO,e2,e3) de telle sorte à ce que l’on ait :

OG0 = s1 e1,
G0M0 = y0 (s2) e2+z0 (s2) e3.

(2)

Dans la configuration déformée, la position du point matériel est donné par le vecteurOM tel que :

OM =OG+GM , (3)

où G est l’image deG0. On se restreint dans la suite à l’étude des mouvements plans: la ligne
moyenne se déforme dans le plan(O,e1,e3) et la section reste symétrique par rapport à ce plan. En
introduisant les translationsu1 (s1, t) etu3 (s1, t) nous obtenons :

OG= (s1+u1) e1+u3 e3. (4)

En ce qui concerne la section, la description de la cinématique repose sur les hypothèses suivantes :
(i) la section est contenue dans un plan après déformation,
(ii) la section reste orthogonale au vecteur tangent à la déformée de la ligne moyenne,
(iii) la "courbe section" est considérée inextensible.

Les deux premières hypothèses sont classiques et correspondent à une cinématique d’Euler-Bernoulli.
L’hypothèse (i) permet d’introduire un repère tournant(G,er

1
,er

2
,er

3
), où e

r

1
est un vecteur unitaire

orthogonal au plan de la section dans la configuration déformée,er
2
= e2 et er

3
= e

r

1
× e

r

2
. En notant

θ(s1, t) la rotation du plan de la section autour dee2 , on a :

e
r

1
= cos(θ) e1−sin(θ) e3,

e
r

3
= sin(θ) e1+cos(θ) e3.

(5)

L’hypothèse (ii) implique que le vecteurer
1

soit colinéaire au vecteur naturel tangent à la ligne
moyennear

1. En introduisantj r la norme dear

1, on obtient :

a
r

1 =OG,1 = j r er
1
, (6)

où la notationX,i désigne la dérivée partielle deX par rapport àsi . On déduit des équations (4), (5) et (6)
une relation entre la rotationθ et les déplacementsu1 etu3 :

cos(θ) =
1
j r
(1+u1,1) , sin(θ) =−

1
j r
(u3,1) , (7)

avec j r =
√

(1+u1,1)
2+(u3,1)

2. Dans le repère local(G,er
2
,er

3
), les coordonnées du pointM sont notées

y(s1,s2, t) et z(s1,s2, t) :
GM = y er

2
+zer

3
. (8)

D’autre part, l’hypothèse d’inextensibilité (iii) conduit à la relation :

(GM),2 · (GM),2− (G0M0),2 · (G0M0),2 = (y,2)
2+(z,2)

2
−1= 0. (9)

En introduisant l’angleβ(s1,s2, t) entre la tangente à la courbe section et le vecteure
r

2
(voir Figure 2),

on a :
{

y,2 = cos(β) ,
z,2 = sin(β) . (10)

Revenons sur l’hypothèse d’inextensibilité. On suppose ici que le phénomène majeur à prendre en
compte dans la mécanique du ruban est la variation de l’inertie en flexion de la section : c’est l’aplatisse-
ment de la section qui concentre la déformation de flexion et permet de créer un pliage localisé. On
admet alors que les déformations transversales sont négligeables dans le calcul de cette inertie et que
l’hypothèse d’inextensibilité est suffisante pour décrirel’allure générale de la courbe section. Cette hy-
pothèse permet aussi de s’inspirer fortement du modèleElastica ([2],[4]), qui utilise le seul paramètre
cinématiqueβ pour décrire le comportement d’une poutre inextensible en grands déplacements et en
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grandes rotations. Ici, l’angleβ(s1,s2, t) joue aussi un rôle fondamental puisqu’il est le seul paramètre
cinématique qui décrit l’allure de la section. Dans la suite, on suppose que les sections restent circulaires
avec un rayon dépendant de l’abscisses1 et du tempst. En introduisantβe(s1, t) = β(s1,s2 = a/2, t) (voir
Figure 2), on a :

β(s1,s2 = a/2, t) = 2
s2

a
βe(s1, t) (11)

Les relations (10) permettent de calculer les coordonnées localesy et zd’un point de la section :

y(s1,s2, t) =
∫ s2

0
cosβ(s1,ξ, t)dξ =

a
2βe sin

(

2βes2

a

)

,

z(s1,s2, t) =
∫ s2

0
sinβ(s1,ξ, t)dξ =

a
2βe

(

1−cos
(

2βes2

a

))

.

(12)

Finalement, la cinématique est entièrement décrite par seulement quatre paramètres cinématiques at-
tachés à la ligne moyenne (dépendant uniquement de l’abscisses1 et du tempst) : les deux composantes
u1 et u3 de translations, l’angle de rotation de la sectionθ et l’angle d’ouverture de la sectionβe. La
démarche est ici présentée pour une forme de section simple et une cinématique de déformation simple.
Il est possible de généraliser l’approche à une forme plus complexe et/ou d’enrichir la cinématique en
adoptant une discrétisation adaptée (Ritz, éléments finis)de l’angleβ(s1,s2, t) dans le sens de la coor-
donnée transversales2.

3 Mesure des déformations et énergie de déformation

3.1 Mesure des déformations

Le ruban étant assimilée à une coque mince, l’énergie de déformation est calculée à partir des défor-
mations de membrane et de flexion. Les déformations de membrane sont exprimées à l’aide du tenseur de
Green-Lagrange. Les déformations de flexion sont quant à elles définies par la différence entre le tenseur
des courbures actuelles et le tenseur des courbures initiales. Ces déformations de membrane et de flexion
peuvent être exprimées en fonction des paramètres cinématiqueu1, u2, θ et β en introduisant la cinéma-
tique décrite au paragraphe précédent. On obtient ainsi desexpressions des déformations établies dans le
cadre des grands déplacements, grandes rotations et grandes déformations. Dans l’optique de simplifier
ces expressions, on peut remarquer que l’épaisseur de la coque étant faible devant la largeur de la section
et la longueur de la poutre, la coque aura tendance a travailler plus en flexion qu’en membrane, quitte
à développer du flambage. En introduisant l’hypothèse des petites déformations de membrane, on peut
décomposer les déformations de membrane et de flexion de la façon suivante :

e11 = er +zkr +es,
k11 =−kr cos(β)+ks

11,
k22 = ks

22,
k12 = ks

12.

(13)

avec

{

er = u1,1+
1
2((u1,1)

2+(u3,1)
2),

kr = θ,1,
et















es = 1
2((y,1)

2+(z,1)
2),

ks
11 = z,11cos(β)−y,11sin(β) ,

ks
22 = β,2−β0,2,

ks
12 = β,1.

(14)

Les expressions (13) et (14) font clairement apparaître desdéformations induites par la cinématique
globale de poutre (exposantr ) et des déformations induites par l’évolution de la forme dela section
(exposants). On reconnait notamment l’expression classique des déformations de tensioner et de flexion
kr de poutre dans le cadre des grands déplacements et des grandes rotations. Les déformationses et ks

αβ,
qui ne dépendent que de l’angleβ, sont quant à elles moins classiques et constituent par leurprésence
l’originalité du modèle.
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3.2 Énergie de déformation

Classiquement l’énergie de déformation élastique d’une coque est donnée par :

Ue(u1,u3,θ,β) =
∫ L

0

∫ a/2

−a/2

1
2

(

eαβ Nαβ +kαβ Mαβ
)

ds2 ds1. (15)

où Nαβ et Mαβ sont respectivement les contraintes de membrane et les moments de flexion. Comme la
largeura de la section est petite devant la longueur axialeL, on utilise les hypothèses classiques de la
théorie des poutres supposant queσ22=σ12= 0, qui deviennent iciN22=N12= 0. La coque est supposée
élastique orthotrope sans couplage entre les comportements en membrane et en flexion. Ainsi, la loi de
comportement peut s’écrire de la manière suivante :

N11 = A e11, M11 = D1 k11+D3 k22, M22 = D3 k11+D2 k22, M12 = D4 (2k12) , (16)

où A, D1, D2, D3 et D4 sont les constantes d’élasticité. Finalement, l’énergie de déformation peut être
décomposée de la manière suivante :

Ue =U r
e +Us

e+U rs
e (17)

avec










































U r
e =

∫ L

0

1
2

(

Aaer2
+
(

A z2+D1 cos2 (β)
)

kr2
+2A zer kr

)

ds1

Us
e =

∫ L

0

1
2

(

Aes2
+D1ks2

11+D2ks2

22+2D3ks
11ks

22+4D4ks2

12

)

ds1

U rs
e =

∫ L

0

(

Aer es+Akr zes−kr
(

D1cos(β) ks
11+D3cos(β) ks

22

))

ds1

(18)

où la notationX introduit des quantités intégrées suivants2 :

X (s1, t) =
∫ a/2

−a/2
X (s1, s2, t) ds2. (19)

Dans le cas traité ici d’une section circulaire paramétrée par l’angle d’ouvertureβe, toutes ces intégrales
peuvent être calculées analytiquement. On obtient ainsi une expression explicite de la densité d’énergie
de déformation associée au modèle de poutre à section fortement déformable, en fonction des paramètres
cinématiquesu1, u3, θ, βe et des caractéristiques géométriques. Le termeU r

e correspond à l’énergie de
déformation classique de poutre, avec les composantes de tension, de flexion et de couplage tension-
flexion due au fait que la ligne moyenne ne passe pas par le barycentre de la section. Le termeUs

e ne
dépend que de la variableβ et représente l’énergie de déformation uniquement induitepar le changement
de forme de la section. Le termeU rs

e est lié au couplage entre la déformation globale de poutre etle
changement de forme de la section.

4 Énergie cinétique

Partant de l’énergie cinétique du modèle de coque dans laquelle on néglige la contribution de l’inertie
de rotation, en introduisant la cinématique choisie, on obtient par la même démarche :

T (u1,u3,θ,β) = = Tr +Ts+Trs (20)

avec










































Tr =
∫ L

0

1
2

(

ρsa
(

u̇2
1+ u̇2

3

)

+ρsz2 θ̇2
)

ds1

Ts =

∫ L

0

1
2

ρs
(

ẏ2+ ż2
)

ds1

Trs =

∫ L

0
ρs
(

−u̇1
˙̂

(zsin(θ))+ u̇3
˙̂

(zcos(θ))
)

ds1

(21)

où la notationẊ désigne la dérivée temporelle de la grandeurX.
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5 Implémentation numérique

Le modèle linéique, comportant quatre degrés de libertés (u1, u3, θ, βe), est implémenté dans le logi-
ciel de calcul par éléments finis COMSOL [1]. Ce logiciel permet d’utiliser directement les expressions
des énergies potentielles et cinétiques sur la base de l’équivalence du principe d’Hamilton avec la for-
mulation faible de problème d’élastodynamique. Un multiplicateur de Lagrange (cinquième degré de
liberté) est introduit pour imposer sous forme faible la relation entre les composantes de translationu1

et u3 et la rotationθ. On laisse le soin au logiciel d’effectuer la différentiation de l’énergie potentielle et
seul un petit travail préalable est nécessaire sur l’énergie cinétique (intégration par partie en temps) pour
introduire la forme faible. L’utilisation du modèle nécessite ensuite la discrétisation par éléments finis de
la ligne moyenne (un segment de droite).

6 Applications numériques

Les caractéristiques géométriques et matérielles du mètreruban étudié sont présentées tableaux 1 et
2.

TABLE 1 – Caractéristiques géométriques du mètre ruban

LongueurL Largeura épaisseurh angle initialβe
0

1170 mm 60 mm 0.15 mm 0.6 rad

TABLE 2 – Caractéristiques matérielles

Module de YoungE Coefficient de Poissonν masse volumiqueρ
210 000 MPa 0.3 7800 kg.m−3

Dans les figures qui suivent, les déformées tridimensionnelles sont reconstruites à partir de la solution
du modèle unidimensionnel de poutre et de la cinématique définie à la section 3.1.

La Figure 3 permet d’illustrer la capacité du modèle à rendrecompte de l’apparition d’un pliage lo-
calisé par flexion, lorsqu’on impose des rotations de section opposées aux extrémités. Plus précisément,
on impose :

– à l’extrémité gauches1 = 0 : u1 = u3 = 0, θ =−θL, βe = βe
0, βe

,1 libre ;
– à l’extrémité droites1 = L : u3 = 0, θ = θL, βe = βe

0, βe
,1 libre.

Les calculs sont menés en statique. Sur la Figure 3, la courbedu couple réactionM à l’extrémité
droite montre que pour des faibles valeurs de l’angleθL, le comportement est linéaire. Cependant, il
devient rapidement non-linéaire et on constate que la section présente un aplatissement dont le maximum
se trouve au centre. Ce phénomène est visible sur l’isocouleur de β de la déformée1 (βe diminue
progressivement des sections terminales vers le centre). Cependant, cette déformée s’apparente encore
globalement à celle d’une poutre en flexion qui présente une courbure régulière. Puis cet aplatissement
se localise brusquement au centre, provoquant une chute de la raideur globale. Cette chute de raideur est
engendré par un pliage localisé, relâchant les contraintesdans les extrémités qui retrouvent leur formes
initiales (voir déformée2 ). Ce saut est aussi illustré sur la courbe de l’énergie élastique emmagasinée
en fonction de l’angleθL imposé.

La Figure 4 montre la capacité du modèle à traiter des grandesrotations et à rendre compte de la
séparation d’une zone de pliage en deux. L’extrémité gaucheétant fixe, on initie le pliage en imposant
un couple d’aplatissement, associé à la variable cinématiqueβe, au centre de la section (deuxième défor-
mée). On impose ensuite une rotationθ à la section de l’extrémité droite jusqu’à avoir les deux branches

6



parallèles, tout en relâchant le couple d’aplatissement (troisième déformée). Puis on fixent les déplace-
mentsu1 etu3 aux extrémités et on impose un accroissement de rotation opposé aux deux extrémités. On
engendre ainsi la séparation d’un pliage en deux nouveaux pliages (quatrième et cinquième déformées)
qui se déplacent le long du ruban (sixième déformée).

FIGURE 3 – Création d’un pliage par flexion aux extrémités. Courbe ducouple réactionM en fonction
de l’angle imposéθL imposé aux extrémités. Courbe de l’énergie élastique emmagasinée en fonction de
l’angle θL. Déformées avant et après la création du pliage - reconstruction des déformées tridimension-
nelles à partir des résultats du modèle 1D de poutre proposé et isocouleur de l’angleβ.

FIGURE 4 – Exemple de scénario modélisé : pliage simple puis séparation d’une zone de pliage en deux.
Reconstruction des déformées tridimensionnelles à partirdes résultats du modèle 1D de poutre proposé.

La Figure 5 permet d’illustrer les potentialités du modèle en dynamique. Un ruban, soumis à la gravité
et préalablement plié à son extrémité, est relâché sans vitesse initiale. On constate une oscillation de la
zone pliée autour de la position non déformée avec un déplacement de la rotule élastique (phénomène
étudié dans [9]).
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FIGURE 5 – Déploiement dynamique d’un ruban plié.

7 Conclusion

Nous avons proposé un modèle de poutre à section fortement déformable pour le comportement
statique et dynamique des mètres rubans. Ce modèle à quatre paramètres cinématiques permet de simuler
des scénarios complexes de pliages et de déploiements. Partant d’un modèle de coque, une cinématique
originale, reposant sur une hypothèse d’inextensibilité,est introduite pour décrire la géométrie de la
section. On obtient après intégration les énergies potentielle et cinétique associées aux modèle de poutre.
La résolution numérique est mise en œuvre dans le logiciel COMSOL en utilisant la différentiation
automatique de la fonctionnelle de Hamilton. Sa généralisation au 3D devrait permettre de traiter le
déploiement et la stabilité de structures plus complexes, composées d’un assemblage de mètres rubans.
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