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Résumé — Cet article décrit une extension des techniques d’estimation d’erreur sur une quantité d’inté-

rêt à l’analyse de la fiabilité d’une structure élastique. Nous utilisons une méthode de fiabilité du premier

ordre (FORM) en conjonction avec une analyse EF pour calculer la probabilité de défaillance de la struc-

ture. Dans une telle situation la quantité d’intérêt issue du calcul EF est l’indice de fiabilité β. Nous

présentons des bornes supérieures et inférieures de cet indice ainsi que des bornes pour la probabilité de

défaillance calculée au moyen de l’approximation FORM.

Mots clés — éléments finis, estimation d’erreur a posteriori, quantités d’intérêt, fiabilité, approximation

FORM

1 Introduction

Dans de nombreuses applications en calcul de structures, il est nécessaire de prendre en compte le

caractère aléatoire de certains paramètres du matériau, de la géométrie ou du chargement. Différentes

techniques basées sur la théorie des probabilités ont été développées pour quantifier les effets de ces

aléas sur la fiabilité de la structure. La méthode d’approximation FORM [1] est l’une des méthodes les

plus utilisée en fiabilité, elle est basée sur le calcul de l’indice de fiabilité de Hasofer-Lind, associée à

une estimation de la probabilité de défaillance de la structure. Dans de nombreuses situations la réponse

de la structure ne peut pas être calculée explicitement et l’analyse de fiabilité doit être couplée avec une

méthode des éléments finis (MEF). L’utilisation de la MEF peut conduire à une augmentation importante

du coût du calcul fiabiliste si la discrétisation choisie est trop fine ou introduire une erreur d’approxima-

tion supplémentaire importante dans le résultat si la discrétisation EF est trop grossière. En conséquence,

le contrôle de cette erreur de discrétisation est nécessaire au développement d’analyses fiabilistes cou-

plées avec la MEF. Dans cet article, nous étudions le cas d’une structure élastique linéaire pour laquelle

la fonction d’état limite G(X) s’écrit G(X) = R(X)− Sh(X), ou R est la résistance de la structure, Sh

la sollicitation évaluée par la MEF, et X le vecteur des variables aléatoires du modèle. Le calcul de la

probabilité de défaillance de la structure par approximation FORM introduit trois sources d’erreurs :

– une erreur lié à l’algorithme de gradient utilisé pour calculer l’indice de fiabilité β,

– une erreur géométrique due à l’utilisation d’une approximation FORM,

– une erreur de discrétisation liée au calcul de Sh par la MEF

A notre connaissance, seuls les deux premiers points ont été abordés dans la litérature [2, 3]. L’ob-

jectif de ce travail est d’étudier l’effet de la discrétisation E.F. sur le calcul de l’indice de fiabilité β et

de proposer des bornes supérieures et inférieures de cet indice. Nous nous basons pour construire ces

bornes sur le concept d’erreur en relation de comportement [4, 5], ainsi que sur une technique simplifiée

de construction de champs admissibles [6]. Ces travaux prolongent les recherches développées dans [7].

Dans une première partie nous rappelerons les principes des calculs fiabilistes basés sur l’approxi-

mation FORM, dans une deuxième partie nous montrerons comment construire des bornes de l’indice de

fiabilité et de la probabilité de défaillance de la structure. La troisième partie sera consacrée à un exemple

d’application à la mécanique linéaire de la rupture.
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2 Analyse de Fiabilité : Méthode FORM

On s’interesse à la probabilité de défaillance d’une structure en tenant en compte de la variabilité des

paramètres (géométrie, matériau, chargement). Ces paramètres sont représentés par un vecteur aléatoire

X et une densité de probabilité fx(X). La solution du problème est donc un champ de déplacement

stochastique noté u(x) et la sollicitation de la structure s’écrit S(u(x)). La fonction d’état limite de la

structure est définie par une fonction G(x) = R(x)−S(u(x)) qui décrit le domaine de défaillance D f de

la structure. Par définition D f = {x |G(x) ≤ 0}. La probabilité de défaillance P f de la structure est alors

calculée par

P f =
Z

x∈D f

fX(x)dx (1)

La méthode FORM est basée sur la détermination d’un indice de fiabilité β, qui permet de calculer

de façon simple une valeur approchée de P f . La première étape de la méthode consiste à reformuler

le problème dans l’espace standard Y (espace des variables aléatoires gaussiennes centrées réduites et

indépendantes) au moyen d’une transformation isoprobabiliste T [1]. La probabilité de défaillance (1)

s’écrit alors

P f =
Z

y∈D

φ(y)dy (2)

où φ est la densité de probabilité multinormale et D le domaine de défaillance dans l’espace standard Y

D = {y | ,H(y) ≤ 0} avec H(y) = G(T−1(y)) (3)

La deuxième étape consiste en la détermination du point dit de conception P∗, point du domaine de

défaillance D f le plus proche de l’origine

P∗ = argmin {‖y‖2 |H(y) ≤ 0} (4)

La distance de ce point à l’origine est appelé indice de fiabilité β et est défini par

β = min
y∈D

√

yT y (5)

La troisième étape de la méthode FORM consiste à approximer le domaine de défaillance D f par le

demi-plan tangent à D f en P∗. On a alors

Pf ,FORM = Φ(−β) (6)

où Φ est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

Le problème défini par (5) est résolu par un algorithme d’optimisation associé à une analyse élé-

ment finis qui permet d’évaluer la fonction décrivant le domaine de défaillance. Soit Dh le domaine de

défaillance associé à la résolution E.F.

Dh = {y |R(y)−S(u(y)) ≤ 0} (7)

et l’indice de fiabilité associé est βh défini par

βh = min
y∈Dh

√

yT y (8)

Deux erreurs sont donc introduites lors du calcul de l’indice de fiabilité : Une erreur due à la résolu-

tion du problème d’optimisation sous contrainte défini par (8) et une erreur introduite par la discrétisation

éléments finis. Dans cette présentation, nous nous intéressons à l’erreur introduite par la MEF et nous

supposons que le problème d’optimisation est résolu exactement [2]. Nous admettrons que la sollicitation

S(u(y)) dépend linéairement du champ de déplacement.
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3 Construction de bornes sur l’indice de fiabilité

Nous considérons un problème d’élasticité dans un domaine Ω qui peut être formulé de la façon

suivante : Trouver (u(y),σ(y)) définis sur Ω tels que

divσ + fd = 0 dans Ω (9)

σ.n = Fd sur ΓN

u = ud sur ΓD

σ = Kε(u) dans Ω

où K est l’opérateur de Hooke, fd et Fd les efforts de volume et de surface respectivement, et ΓD, ΓN sont

les parties de la frontière de ∂Ω où sont appliquées les conditions de Dirchlet et Neumann. Ces données

sont définies dans l’espace des variables aléatoires Y. La sollicitation d’intérêt s’écrit sous la forme d’une

fonction linéaire de la solution

S(u(y)) =
Z

Ω
Σ : ε(u(y))dΩ+

Z

Ω
b.u(y)dΩ+

Z

ΓN

T.u(y)dΓ (10)

La construction des bornes de l’indice de fiabilité est effectuée en deux étapes. Pour une réalisation y

donnée, il est possible en utilisant les techniques développées pour l’analyse des erreurs sur les quantités

d’intérêt, de construire, à partir de la solution EF uh et des données du problème, des bornes de S(u(y))
telles que

S−(uh(y)) ≤ S(u(y)) ≤ S+(uh(y)) (11)

Nous utilisons ici une méthode basée sur l’erreur en relation de comportement [4], associée à une

méthode de reconstruction de contraintes en équilibre basée sur la partition de l’unité [6]. On peut alors

définir un domaine de défaillance D
+ associé à la borne supérieure S+(uh(y))

D
+
h = {y |R(y)−S+(uh(y)) ≤ 0} (12)

et un domaine de défaillance D
− associé à la borne supérieure S−(uh(y))

D
−
h = {y |R(y)− (13)

On définit un indice de fiabilité β
in f

h associé à la borne supérieure

β
in f

h = min
y∈D

+
h

√

yT y (14)

et un indice de fiabilité β
sup
h associé à la borne inférieure

β
sup
h = min

y∈D
−
h

√

yT y (15)

Comme

D
− ⊂ D ⊂ D

+ (16)

les équations (14), (15) et (5) conduisent aux bornes suivantes pour l’indice de fiabilité

β
in f

h ≤ β ≤ β
sup
h (17)

La relation (17) permet de définir un encadrement de l’erreur sur l’indice de fiabilité

β
in f

h

βh

−1 ≤ ε(βh) ≤
β

sup
h

βh

−1 avec ε(βh) =
β−βh

βh

(18)

Finalement comme Φ(x) est une fonction monotone croissante, il est possible d’utiliser les bornes de

l’indice d’efficacité pour encadrer la probabilité de défaillance issue de l’approximation FORM

P
in f
f ,FORM ≤ Pf ,FORM ≤ P

sup
f ,FORM (19)

avec P
in f
f ,FORM = Φ(−β

sup
h ), P

sup
f ,FORM = Φ(−β

in f

h ) et Pf ,FORM = Φ(−β).

Le bornes β
in f

h et β
sup
h sont calculées en résolvant successivement deux problèmes de minimisation

sous contraintes (15) et (14). Ces problèmes sont résolus en utilisant l’algorithme iHLRF développé

spécifiquement pour les problèmes de fiabilité [8]. A chaque itération l’algorithme nécessite de calculer

soit une borne supérieure S+(uh(y)) pour (14) soit une borne inférieure S−(uh(y)) pour (15).
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4 Application à la mécanique de la rupture

Nous considérons dans cet exemple une plaque fissurée soumis a un effort de traction (Figure 1). La

fonction d’état limite G est fonction de la tenacité du matériau Kc et du facteur d’intensité de contrainte

KI .

G = Kc −KI (20)

FIG. 1 – Plaque fissurée en Traction

Les paramètres aléatoires du modèle sont la longueur de la fissure qui suit une loi lognormale, l’in-

tensité de l’effort imposé et la tenacité du matériau qui suivent une loi normale.

KI peut être exprimé sous une forme dépendant linéairement de u en utilisant une modification de

l’intégrale de contour de Stern ([9]) proposée dans ([5]).

KI = S(u) =
Z

ω2

(Kε(φũI)−φσ̃
I) : ε(u)dω−

Z

ω2

σ̃
Igrad(φ).udω (21)

ω2 est une couronne définie autour de la pointe de fissure (Figure 2), σ̃
I et ũI sont des solutions analy-

tiques singulières calculées en pointe de fissure et φ une fonction telle φ(M) = 1 sur C1 and φ(M) = 0

sur C2 (voir [5, 9]).

FIG. 2 – Domaine ω2

Sur cet exemple, il est possible de calculer directement (i.e. sans utiliser la MEF) l’indice de fiabilité

et la probabilité de défaillance par une approximation FORM : βre f = 2.356 et Pf ,re f = 9.210−3. Dans la

table 1 nous présentons les bornes de l’indice de fiabilité en fonction du nombre de degrés de liberté du

maillage. On constate que βh (contrairement à βre f ) n’est pas inclu dans les bornes β
in f

h et β
sup
h , ce résultat

n’est pas inconsistant car la relation (17) indique que β
in f

h et β
sup
h bornent βre f mais pas nécessairement

βh. Dans la Figure 3, nous présentons les probabilités de défaillance Pf ,h calculées en fonction du nombre

de degrés de liberté du maillage ainsi que les bornes inférieures P
in f

f ,h et P
sup
f ,h obtenues. Sur cet exemple, on

constate que l’approximation E.F. conduit à sous-évaluer de façon importante la probabilité de défaillance

théorique Pf ,re f .
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DoF βh β
sup
h β

in f

h β
sup
h −β

in f

h |ε(βh)|

234 2.531 2.510 2.238 0.272 6.89%

326 2.453 2.417 2.326 0.091 3.93%

670 2.385 2.373 2.345 0.028 1.19%

1250 2.377 2.366 2.349 0.017 0.87%

1846 2.372 2.363 2.350 0.013 0.47%

TAB. 1 – Bornes de l’indice de fiabilité (βre f = 2.356)
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FIG. 3 – Plaque fissurée en Traction : probabilité de défaillance (Pf ,re f = 9.210−3)

Le second exemple considéré est celui d’une plaque fissurée encastrée (Figure 4). La fonction d’état

limite G est fonction de la tenacité du matériau Kc et du facteur d’intensité de contrainte KI comme

indiqué dans la relation (20).

Les paramètres aléatoires du modèle portent sur la connaissance de la fissure : la position du point A

ainsi que la tenacité du matériau sont décrits pas des lois normales et la longueur de la fissure suit une

loi lognormale. Les analyses E.F. sont réalisée sur des maillages composés d’éléments triangulaires à 6

noeuds relativement grossier comportant environ 500 DDL. L’analyse fiabiliste conduit ici a un indice de

fiabilité βh = 6.30 et une probabilité de défaillance Pf ,FORM = 1.510−10. On obtient pour la borne infé-

rieure β
in f

h = 5.85 (Pf ,FORM = 2.510−9) et pour la borne supérieure β
sup
h = 6.28 (Pf ,FORM = 1.710−10).

On constate que le calcul E.F. est trop grossier et conduit à sous estimer le risque de défaillance. Une

analyse de fiabilité réalisée à partir de maillages plus fins (≈ 7000 DDL) conduit à un indice de fiabilité

approché βh = 6.00 plus précis et inclus dans les bornes proposées.

FIG. 4 – Plaque fissurée encastrée
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5 Conclusion

Nous avons presenté une première approche permettant d’obtenir des encadrements simples de l’in-

dice de fiabilité obtenu lors d’une analyse E.F. fiabiliste. Ces bornes sont construites à partir des tech-

niques d’encadrement des quantités d’intérêt développées dans le cadre de l’erreur en relation de com-

portement.
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