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Résumé— Cet article présente un nouvel élément fini (EE)&Chuit noeuds pour I'analyse linéaire
des plagues. L'accent est mis sur la capacité a modélisgragses minces et épaisses sans pathologies
numériques (verrouillage, mode parasite,...). Il est lsasé&in modele raffiné [1] et peut étre vu comme
une évolution d’un précédent travail [2, 3] suivant troigedtions : utilisation d’approximations EF’C
modélisation de structures minces et épaisses, aptituad’poalyse multiphysique. Dans cet esprit, la
contrainte normale transversale n'est pas négligée pametinsi d'utiliser la loi de comportement 3D.
Mots clés— element fini, modeéle raffiné, verrouillage, thermomécaeiq

1 Introduction

La recherche est toujours tres active afin d’améliorer laseé de convergence et la précision en
déplacement et en contrainte des E.F. De plus, les probléomegriques doivent étre contrdlés. La
majorité des travaux sur ces aspects concernent le mod&eistener-Mindlin (First Shear Deformation
Theory) en plaque et de Naghdi en coque. Les contributions lps poutres, les plaques et les coques
sont trop nombreuses pour étre discutées ici mais on powardageusement consulter [4, 5].

D’un autre coté, la recherche est aussi tres active sur lelai@yement de nouveaux modeéles pour
'analyse des structures hétérogénes et les analysephygiijues. Deux familles peuvent étre identi-
fiées : les approches couches équivalentes (EquivalentieSiager Model) et les approches layer-wise
(Layer-Wise Model). Suivant [6], le nombre d’'inconnu estiépendant du nombre de couches pour
ESLM alors que le méme nombre d’inconnus est présent dampieheouche pour LWM. Un autre
champ de développement concerne I'utilisation de modelisds, type ESLM ou LWM, dans lequel
on introduit les conditions d’interface. Cela permet dauréglle nombre d’'inconnus et ces modéles sont
dits ZigZag. On pourra consulter [7] pour plus d’'informatso Actuellement, les modéles les plus utilisés
sont Kirchhoff-Love (Classical Laminate Theory) et Re&skindlin qui utilisent respectivement trois
et cing fonctions inconnues. Cela avait un sens par le pdissd'avoir des équations et des formules
simples et manipulables a la main. Aujourd’hui, la puissades ordinateurs permet de résoudre des
problémes de grandes tailles $liiconnus) mais les logiciels de calcul utilisent toujoues enodéles
simplifiés. A ce sujet, il est intéressant de consulter [8Joyapose une étude systématique des modeles
de plaques et identifie les termes indispensables dans lélened fonction du probléme (géométrie,
propriétés, chargement, ...), afin d’obtenir des résuttaitsects.

Ce travail s’inscrit dans ces deux directions et conceraéleloppement d'un EF quadrilatére a huit
noeuds, basé sur un modele raffiné, et possédant sept deditdsrté (ddl) en chaque noeud. L'objectif
est d’obtenir un outil numérique dont le ratio colt/prémissoit le meilleur. Les évaluations présentées ici
concernent les pathologies numériques, la sensibilitédéstarsion de maillage, la convergence (vitesse
et précision) pour des chargements mécanique et thermique.

Nous aborderons ensuite les structures hétérogénedigsrat sandwichs), et cet EF pourra évoluer
en utilisant les précédents travaux sur des poutres, dgeqdaet des coques hétérogenes [3, 9, 10, 11,
12].



2 Le probleme de plaque

Soit une plaque occupant un domaime= Q x [-§ < z < £] avec un systeme de coordonnées
(x1,X2,X3 = Z). La plaque est donc définie par une régfdrdans le planxi,Xz), et par une épaisseur
constantee.

2.1 Laloi de comportement

Chaque couche est supposée orthotrope. En utilisant uatamoinatricielle, la loi de comportement
3D d’'une couchdk est donnée par :
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ou on note{o] le tenseur des contraintgs] le tenseur des déformations@f les coefficients matériau
de laloi 3D.
Pour I'analyse thermomécanique, la loi 3D est modifiée andhtisant les coefficients de dilatation

thermique,ori(k) et la variation de températuleT, ainsi :
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2.2 Laforme faible du probleme aux limites

A partir des notations matricielles précédentes et pourhamp de déplacement virtuel admissible
" e U™, le principe variationnel s’écrit :
trouvert € U (espace des déplacements admissibles) tel que :

/V[(n* dq/+/ dq/+/v F]dov — /

vureu”
ou [f] et [F] sont les forces de volume et de surface agissandsiy. €(U*) sont les déformations
virtuelles, etp est la densité.
Eq. (3) est le point de départ classique pour définir une appaiion EF.

®3)

2.3 Le champ de déplacement

On peut vouloir définir toutes théories 2D par déduction éipae la formulation 3D du probleme
aux limites, a partir d’'un développement assymptotiqguesgample, mais il est aussi possible et souvent
plus pratique d’'établir une théorie 2D sans référence abl@mee 3D. Ici, la justification 3D du modéle
2D est obtenue a partir des travaux de Cheng [13].

A partir du modeéle sinus de Touratier [1], un nouveau mod@&@epldque prenant en compte la
contrainte normale est présenté. Cette extension est basée

— des travaux poutres, plaques, coques [1, 14, 15, 16, 3, 2118ur la théorie sinus,

— les travaux de Tessler sur une théorie de plaque d'dli2} [17], et une théorig 3,2} [18].

La cinématique a la forme suivante :

Ui(X1, X2, X3 =2) = Up(X1,X2) —Z (X1, %2) + f(2) (Ur(X1,X2) + 02(X1,%2))
Uz(X1, X2, X3 =2) = Vo(X1,X2) —ZVi(X1, %) + F(2) (Va(Xq,X2) —O1(X1,X%2)) (4)
Us(Xt, X2, X3 =2) = Wo(X1,X2) +Z Wi(X1, %) + 22 Wa (X1, X2)
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ou (Up, Vo, Wp) sont les déplacements de la surface moyefwned,) et(v1,6;) sont des mesures de rota-
tions du segment traversant autour des @Res ) et(0,x»). De plus, les fonctionéw;, w,) sont ajoutées
afin d’avoir une déformation normale transverse non nullest & noter que le verrouillage de poisson
ou d'épaisseur est évité puisque on a un développementdid deux du déplacement transversal, voir
[19].

Deux déformations de cisaillement peuvent étre introduitens Eq. (4) afin d’alléger les notations
etlona:

Yis=ui+6;  yz=vi—6 (5)
Enfin, dans le cadre du modéle sinus, on impose :

e . Tz
f(z) = =sin— 6
(2) = —sin— (6)
Le modele sinus classique est retrouvé en posgat= ui, Wo 2 = V4 et en négligeantv; etws.

2.4 Les déformations

A partir de Eq. (4), il est aisé d’obtenir I'expression defod@ations :

€11 = Up1—2ZW 1+ f(2) yhaa

€2 = Vo2—2zZVo+f V123,2

€33 = Wi+2zZwW

Yozs = Woo—Vi+ (2 Yos+|zwio+Z oo )
Viz = Wo1—U+ f'(2) Vs +|zwig+ 2 wa g

Viz = Up2+Vo1—2Z(U2+Vi1)+ f(2) (Va2 +Ylesa)

Dans Eq. (7), la contribution de; andw, dans les déformations de cisaillement transverse est
négligée afin de ne pas avoir de dérivéesvget w, dans les composantes de déformations. Ainsi, une
continuité C! est seulement nécessaire pour ces fonctions, ce qui sera pnidit lors du choix des
approximations EF. Ainsi, les déformations de cisaillebieansverse deviennent :

{Vza = Yo+ (2) yl23 {\/023 = Wo2—V1 (8)

avec
viz = Y13+ (2 yii3 Y1z = Woi—u

En adoptant une notation matricielle pour le déplacemelesedéformations, on écrit :

' =[Fu@][zd [€]" =[F(2)] [z ©9)

ou les matrice$i,(z)] et [F¢(2)] contiennent les dépendanceszen

Enfin, Eq. (9) est introduite dans Eq. (3), et une intégrasiam’épaisseur est effectuée, afin d’obtenir
une formulation variationnelle sur le domaine surfaciue

Il reste & définir 'approximation EF des vecteurs déplacareedéformation généralisés, |, [Z£e].

3 Les approximations EF

C’est un quadrilatére a huit noeuds qui est proposé. L'agmiation est classique et isoparamétrique
pour la géométrie et les fonctions inconnues déplaceniantey, Wo) et rotations(uy, vy, 01,02).

Afin de contréler le phénomene de verrouillage en cisaill@mensverse, la méthodologie CL8
développée pour FSDT dans [20] est ici étendue a ce modéleéaf C'est donc I'approximation des
déformations de cisaillement transverse constantese y84¢ dans Eq. (8) qui est traitée. On ne dé-
taillera pas la procédure.

Enfin, 'approximation des fonction&vi,w,) est choisie bilinéaire en utilisant les points intérieurs
au domaine élémentaire de coordonnéés\%, +—).

V3
Une technique classique de condensation statique au nilémentaire permettra alors d’éliminer

les ddls associés a ces fonctions dont I'approximationngstrie au domaine. C’est donc bien un EF a
8 noeuds et 7 ddiIs par noeud qui est finalement obtenu, et cgirea@valuer numériguement dans la
section suivante.



4 Les évaluations numérigues

On intégre exactement les matrices élémentaires en atilisaschéma de Gauss &3 points. Le
rang de la matrice de rigidité ainsi obtenu est correct, &wedeurs propres nulles, correspondant aux 6
mouvements de corps rigide. LEF sera appeiéz2/CL8. On présentera successivement deux tests de
verrouillage, cisaillement transverse et poisson, puitesinde distorsion, et enfin un test de convergence
sous sollicitation mécanique et thermique.

Des comparaisons seront fournies avec des EF existarits,deuprécédents travaux [20, 3, 9] :

Sin-AG modele Sinus et approximations EF Conformes A@yyris pour le déplacement transverse et
semi-C Ganev pour les autres déplacements et les rotations,

RM-AG modéle Reissner-Mindlin et mémes approximations EF ; diseita le coefficient correcteur
en cisaillement transverse classique 5/6,

KL-AG modele Kirchhoff-Love et mémes approximations EF,

RM-CL8 modele Reissner-Mindlin avec une approximation EF de $gve8 noeuds ; correction du
verrouillage en cisaillement transverse de type CL8,

et aussi les travaux de E. Carrera basés sur la Carrera Undfietulation (CUF), voir [21, 22, 23, 8] :

ED2 modéle ESL et approche Déplacement ; chaque composantéwsogpé a I'ordre 2, c’est un
modele a 9 fonctions inconnues

ED3 modele ESL et approche Déplacement, chaque composantéwsbpphé a I'ordre 3, c’est un
modeéle a 12 fonctions inconnues .

4.1 \Verrouillage numérique

On considére une plaque carrée de dimenaien appui simple, soumise a une pression uniforme.
L'épaisseur est définie par= 10" avecn € {0,4}. Le matériau est isotrope avEc=10.92 etv = 0.43.
Il y a absence de verrouillage en cisaillement transvergeviiesse de convergence est indépendante de
1 A a H 4 H Z 21 A4 H
I'élancemeniS= — quandetend vers 0. En considérant un maillage fiké- 2 (2 x 2 éléments), la Fig.

1 présente I'erreur sur la fleche au milieu de la plague-er®, pour I'approximation CL8 et I'approche
isoparamétrique. Il est tout a fait évident que le verrag#l en cisaillement transverse est totalement
absent pour sin-z2/CL8 alors que la version isoparamétnguirouille tres fortement. La convergence
vers la solution de KL pourra étre obtenue mais il faudra uillage de plus en plus fin, @ mesure que
I'épaisseur diminue.

1.1

1.0+

0.9

0.8

0.7

-0~ sin-z2/ISO
=0~ sin-z2/CL8

0.6

Ug/U

0.5

0.4+

0.3

0.2

0.1

0 \\H‘ \\\\\H‘ \\\\\H‘ T T T T1rT \\\\\Hg
10 102 10° 10* 10°

Fic. 1 — Verrouillage en cisaillement transverse.

Le test de verrouillage de poisson, ou d’épaisseur, regeem@&me configuration que précédemment
mais on testera 3 élancemeBts: 4,10, 100 et trois coefficients de poissonr=0.,0.3,0.45. On compare

4



erreur relativdJz(a/2,b/2,0)

(Wi)i=02 (Wi)i=01
S=4 v=0. -0.31 -0.31
v=0.3 -0.42 -11.47
v =045 -0.52 -49.84
S=10 v=0. -0.24 -0.24
v=0.3 -0.31 -12.28
v =045 -0.39 -62.44
S=100 v=0. -0.05 -0.05
v=0.3 -0.06 -18.39
v =045 -0.11 -66.91

TAB. 1 — Verrouillage de poisson ou d’épaisseur.

les résultats obtenus dans le cas ou I'ddzadéveloppé a I'ordre deux, voir Eq. (4), et le cas ou I'on
considerdJsz linéaire seulement. La référence est obtenue en utilisambaillageN = 8. Les résultats
sont présentés dans Tab. 1 et sont totalement indépendabhéaticement. lls sont liés uniquement au
coefficient de poisson, ce qui explique la dénomination deetmuillage. C’est intrinséque au modeéle
et totalement indépendant de I'approximation EF. En dégEatU; a I'ordre deux, il n'y a aucun
probléme. Dans le cas contraire, il faut adopter en flexidoi lde comportement 2D.

4.2 Distorsion

Afin d’évaluer la sensibilité de cet EF a la distorsion de tagé, on considére une plaque carrée
(a=100e = 1) encastrée soumise a une charge concefyéel1785714 en son centre. Le matériau
est isotrope aveE = 10.92 1¢f etv = 0.3. La solution de référence est donnée par Kirchhoff-Love et
'on aUsz = 1. La distorsion est introduite dans un mailldge- 2 sous la forme du parametséndiquée
sur Fig. 2. Il est a noter que dans le cas 12, la coordonnée du noeud sommet de I'EF central est
(37.5,37.5) alors que le point milieu des deux noeuds sommets adjacstit8#%37). C'est donc un
maillage extremement distordu. Les résultats sont préseténs Tab. 2 et montre la bonne réponse
d’ensemble de cet EF dont I'erreur maximale est inférieuré/a

FiG. 2 — Sensibilité a la distorsion de maillage ; probleme etlaggs= 0,4,12.

s| o 4. 8. 12.
Us | 1.001 0.9836 0.9629 0.9366

TAB. 2 — déplacement transverse - plaque carrée encastrée.



4.3 Test de convergence et précision
4.4 Chargement mécanique

On considére maintenant une plaque carrée isotrope aviécedifs élancements, soumise a une
pression double sinus. Les solutions de référence sonédésrdans [24].

La Fig. 3 présente la convergence des déplacements et degiictas pour une plaque épaisse 2
et une plaque minc®= 100. Le déplacement transversal présente une erreurinférau pourcent pour
N = 2. Pour les contraintes (dans le plan et de cisaillementphtient une erreur inférieure a 3 % a
convergence pour tous les élancements. Par contre, saiotetnormale transversale est beaucoup plus
difficile a obtenir avec ce modele. Afin d'illustrer cela, liatdbution dans I'épaisseur est présentée Fig.
4 pour le cas mince et le cas épais. Afin de vérifier la convemetles maillages avec un raffinement
progressif vers le centre notés srl et sr2 sont proposéso@ate sur ces courbes que la convergence
est beaucoup plus lente dans le cas mince.

100

80

60

% error
% error

40

20

mesh N xN mesh N xN

Fic. 3 — Plaque carrée isotrope, chargement mécanique ; cemgerglu déplacement et des contraintes
S=2etS=100.

o. o. i o.
s=2
0. P 0. i =10/ 0.
~ / wes N=Bsrl i~ e N=16 ~
j eeeN=16 eeeN=8sr1
0 ® N=16sr1 0 3 ® N=16sr1 -0
/ ® N=16s2 ® N=16512
— ED4 H — ED4
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FiG. 4 — Plaque carrée isotrope, chargement mécanique ; cemarget distribution desz pourS= 2
etS=100.

Enfin, les résultats poud = 16 en considérant différents élancements sont présentésTadd. 3.
lls sont comparés a ceux obtenus par 'EF AG et un maillage. Na#nélioration des performances est
notables dans le domaine épais et semi-épais. Dans le cas,rtés résultats obtenus sont identiques.
Il est & noter que les résultats d’ensemble de sin-z2/CL&wse entre ED2 et ED3, pour un nombre de
fonctions inconnues bien inférieur et donc un co(t inférieu

4.5 Chargement thermique

On considére maintenant une plaque carrée isotrope tnaesaeec différents élancements, soumise

. . e 22z . TXg . T
a un chargement thermique définie par(xi,xz,z) = To Esm—l sin—2.

a
Les solutions de référence sont données dans [25]. LedatsspburN = 16 sont présentés Tab. 4.

Les résultats fournis par sin-z2/CL8 sont meilleurs dardolmaine épais et semi-épais, en particulier
sur la fleche. Dans le cas mince, les modéles donnnent déstesdentiques.



S/maillage modele Us 611 623 633
100 ref. 2.7248 0.2037 0.2387 0.0100
N=16 Sin-z2/CL8| 2.7247 0.2038 0.2442 -0.0024

N=4 Sin-AG | 2.7254 0.2036 0.2464
N=4 RM-AG | 2.7254 0.2036 0.1592
ED2 2.7247 0.2037 0.1727 0.0102
ED3 2.7248 0.2037 0.2387 0.0128
10 ref. 2.8345 0.2068 0.2383 0.1000
N=16 Sin-z2/CL8| 2.8210 0.2090 0.2428 0.1447
N=4 Sin-AG | 2.8863 0.2058 0.2462
N=4 RM-AG | 2.8867 0.2036 0.1592

ED2 2.8156 0.2055 0.1722 0.0102
ED3 2.8345 0.2082 0.2383 0.1276
ref. 3.2056 0.2168 0.2371 0.2000
N=16 Sin-z2/CL8| 3.1573 0.2244 0.2411 0.2910
Sin-AG | 3.3722 0.2318 0.2455
RM-AG | 3.3755 0.2036 0.1592
ED2 3.1270 0.2118 0.1709 0.2072
ED3 3.2044 0.2224 0.2372 0.2552
ref. 7.3826 0.3145 0.2277 0.5000
N=16 Sin-z2/CL8| 7.3923 0.3244 0.2317 0.7174
N=4 Sin-AG | 6.7038 0.2564 0.2411
N=4 RM-AG | 6.7968 0.2036 0.1592
ED2 6.7598 0.2839 0.1618 0.5454
ED3 7.3337 0.3460 0.2287 0.6360
N=4 KL-AG 2.7238 0.2036

TAB. 3 — Plague carrée isotrope, chargement mécanique.

5 Conclusion

Un nouvel EF basé sur un modéle de plaque raffiné a été préstedtélué sur un ensemble de test.
Les résultats obtenus sont trés encourageants dans ledegldreescherche d’'un compromis “idéal” entre
co(t et précision. Par rapport au modele classique FSDTjooieaseulement deux fonctions inconnues
supplémentaires pour lesquels la définition des condifiomites ne posent aucun probléme puisque ce
ne sont que des rotations. L'étape suivante va consistealaeicet EF sur des tests hétérogenes.
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