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Résumé — A partir d'une formulation d'’X-FEM pour le traitement du contact frottant, nous rappelons
les différents types d'ééments finis X-FEM de contact 2D afin dintroduire de nouveaux ééments
guadratiques en déplacement — linéaire en pression en petites perturbations et grands glissements.
Trois cas numériques 2D sont réalisés et montrent I'aptitude des ééments finis X-FEM quadratiques
2D aaméliorer la précision des calculs de déformation et des pressions de contact pour des interfaces
courbes.
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1 Introduction

Les éléments finis X-FEM ont depuis leur introduction en 1999 par Moés et a. [9] ouvert un large
champ d'exploration dans le domaine de la mécanique de la rupture. Cette méthode permet I'utilisation
d'un maillage qui ne se conforme pas a la géométrie des discontinuités. Ceci est rendu possible grace a
un enrichissement de I'approximation ééments finis.

Pour augmenter I'ordre de convergence, il est nécessaire de monter en précision sur |'approximation
des interfaces. En effet, ces interfaces sont décrites au moyen de la méthode level set et correspondent
al'iso-zéro d'une courbe de niveau sur le maillage. A chaque noeud est stockée sa distance par rapport
al'interface. A l'intérieur des élémentsfinis, lafonction level set est interpolée al'aide des fonctions de
forme. La position de l'interface dans ces @éments est donc seulement une approximation de la
position exacte de cette derniére et la montée en ordre sur I'approximation est intrinséquement liée a
['utilisation de fonctions de forme d'ordre supérieur dans I'interpolation. Une meilleure approximation
de l'interface conduit a utiliser un sous découpage respectant |a courbure de I'interface. En 2D, on fait
le choix de sous-découper de part et d'autre de I'interface en sous triangles a 6 noeuds.

Cet article est organisé de la maniére suivante: dans une premiére partie, hous décrivons le
contexte dans lequel sinscrivent les travaux sur les ééments finis X-FEM quadratiques 2D. Nous
rappelons brievement la formulation mixte du contact frottement, |'évolution des ééments finis X-
FEM de contact frottement, et la condition inf-sup. Dans une seconde partie, nous traitons I'approche
grands glissements X-FEM et détaillons les caractéristiques de I'@ément hybride de contact
quadratique 2D. La troisiéme partie présente trois tests de validation numérique des ééments finis X-
FEM quadratiques 2D : le premier valide ces éléments sans contact, le deuxiéme le traitement du
contact adhérant en hypothése de petites perturbations et le troisiéme le traitement du contact en
grands glissements. Les développements et la validation sont réalisés avec Code Aster, logiciel libre
aux éléments finis développés par EDF R& D http://www.code-aster.org.

2 Contexte

2.1 Formulation mixte du contact frottement

La formulation mixte déplacement-pression est dérivée de la formulation variationnelle de Ben
Dhia et a. [2] qui repose sur le lagrangien augmenté et est résolue par un algorithme de Newton
généralisé. L'algorithme itératif procéde en trois étapes. Tout d'abord, il effectue I'appariement des



mailles malitres-esclaves et définit |es zones potentielles en contact. Ensuite, il fixe le statut de contact.
Et, pour finir, il boucle sur les itérations de Newton-Raphson. Pour le traitement du contact, on utilise
leslois de Signorini et pour le frottement laloi de Coulomb.

2.2 Evolution des édémentsfinis X-FEM de contact frottement en HPP

On peut retrouver les premiers éléments finis X-FEM utilisant des multiplicateurs de Lagrange
dans[12]. Ces ééments ont la particul arité de stocker ces degrés de liberté soit aux noeuds milieux des
arétes soit aux noeuds sommets des arétes (Fig. 1 (a)). L'intention est de faire correspondre le lieu de
stockage des multiplicateurs de Lagrange avec la surface de discontinuité. Par |la suite, les fonctions
dinterpolation ¥, duchamp de pression A et de frottement A correspondantes sont définies
le long du segment de discrétisation de I'interface. L'approximation des multiplicateurs de contact et
des semi-multiplicateurs de frottement sécrit :

A"(x)= Z A Yi(x) A"(x)= Z A Yi(x) (1)
i€fac —cont i€ fac—cont

De nouveaux éléments ont été introduits par Siavelis et a. [12] pour faire en sorte que les

interpolations des champs de pression et de déplacement appartiennent au méme espace fonctionnel.

Pour cela, les multiplicateurs de Lagrange sont positionnés aux noeuds des éléments, exactement

comme les inconnues de déplacement (Fig. 1 (b)). Les fonctions d'interpolation du champ de pression

correspondantes sont définies non plus sur le segment de discrétisation de I'interface mais sur |'élément
[ui-méme.

Ah(x)zz;, A Yi(x) Ah(X)ZZ, A Yi(x) (2
i€ele icele

Dans le cas d'une montée en ordre uniquement sur les champs de déplacement, les fonctions
d'interpolation du champ de pression correspondantes sont définies sur le support linéaire de I'élément
tandis que les champs de déplacement travaillent sur I'élément quadratique. 1l en résulte que tous les
noeuds de I'é ément sont munis d'inconnues de déplacement et que seul s les noeuds sommets disposent
de multiplicateurs de Lagrange (Fig. 1 (c)). Cette montée en ordre, bien que partielle, permet d'ores et
déja d'appréhender des géométries courbes et de réduire I'erreur de discrétisation des surfaces de
contact.
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Fic. 1 —(a) Elément déplacement (P1) - pression (P1A), (b) Elément déplacement (P1) - pression (P1),
(c) Elément déplacement (P2) — pression (P1)

2.3 Condition inf-sup

En formulation mixte, on prétera une attention particuliere au choix de I'espace discret des
inconnues duales par rapport al'espace des champs de déplacement afin de satisfaire la condition LBB
Brezzi et al. [3]. En effet, dans |e cas ou cette condition n'est pas satisfaite, il en résulte une instabilité
et I'apparition d'oscillations sur les multiplicateurs de Lagrange. La procédure adoptée pour enrayer le
phénomene est de réduire |'espace des multiplicateurs de Lagrange comme propose par Moés et al. [ 8].
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Cet agorithme impose un certain nombre de relations d'égalité ou de relations linéaires entre les
multiplicateurs de Lagrange. Une premiére validation numérique a été apportée sur les éléments
P1(déplacement)P1A (Lagrange aux arétes) (fig 1 (a)) en 2D, 3D, HPP [5] et en grands glissements
[10]. Une preuve analytique de I'algorithme sur un maillage triangles a été apportée par Béchet et al.
[1] sur les ééments P1(déplacement)P1(L agrange aux noeuds) (Fig 1 (b)).

3 Elément hybride X-FEM quadratique de contact en grands glissements

Laformulation de contact continue [4] introduit la notion d'éément hybride de contact. On déclare
deux surfaces de contact (maltre et esclave) et I'éément hybride de contact est issu de |la projection des
points d'intégration de contact de la surface esclave sur la surface maitre. En FEM comme la surface
de contact est maillée et discrétisée par un segment en 2D, une fois que la surface esclave et maitre
sont définies, I'élément hybride qui en résulte est composé de deux segments SEG2-SEG2. Cet
élément possede des degrés de liberté de déplacement portés par les deux SEG et de contact frottement
portés par le SEG esclave. Avec laformulation X-FEM, la surface de contact n'étant pas maillée, elle
est définie par les points d'intersection entre I'interface et les bords de la maille. De ce fait, le support
de I'élément hybride SEG2-SEG2 décrit précédemment n'est pas exploitable car il est porté par des
points qui ne font pas partie des noeuds du maillage. On crée donc un support d'ordre supérieur
composé de deux mailles formées des degrés de liberté de la maille esclave contenant le point
dintégration et des degrés de liberté de la maille maitre contenant son projeté. De cette maniere,
chague point d'intégration de contact engendrera un nouvel éément hybride.

Dans I'exemple de I'élément hybride de contact X-FEM quadratique QUAD8-QUADS, la maille
esclave QUADS possedent 4 multiplicateurs de Lagrange aux noeuds sommets et des inconnues de
déplacement en ses 8 noeuds. La maille maitre dispose uniquement d'inconnues de déplacement sur
ses 8 noeuds (Fig. 2).

maille maitre

maille esclave

Fic. 2 — Elément hybride X-FEM de contact avec |les degrés de liberté portés par les noeuds.

4 Validation numérique

On propose de valider I'introduction des nouveaux ééments finis X-FEM quadratiques 2D atravers
trois tests numériques faisant figurer des discontinuités uniquement de type interface. |l Sagit dans le



premier test de valider la prise en compte de I'enrichissement Heaviside dans le cadre de la traction
HPP. Le deuxiéme et troisiéme tests permettent de valider ces éléments en contact adhérant HPP et
contact grands glissements respectivement. On étudie sur ces derniers la convergence de la norme L2

del'erreur en pression de contact définie comme suit :

Soit n lanormale unitaire al'interface,
/2

fr (A"—n-0™-n)’d Q 1
fr (n-o™-n)’dQ

L(A"=

4.1 Interfacedroite sanscontact

On considere une structure rectangulaire éastique linéaire isotrope et homogéne de module
d'Young et le coefficient de Poisson égaux a 10 GPa et 0.2 respectivement. La plaque est traversée par
une interface horizontale la coupant en deux. Le chargement est un chargement mixte pression-
déplacement. La face inférieure est encastrée de maniéere a empécher les mouvements de corps rigides.
La face supérieure est soumise a latraction parabolique Deply=—2.5.1076xz+1075m . Enfin, les
faces latérales situées au-dessus de la discontinuité sont soumises a la pression répartie

P =—0.05y+0.1MPa de maniére a déformer le bloc supérieur sans le mettre en contact avec le
bloc inférieur. La structure est maillée avec 580 quadrangles de sorte que nous prendrons
successivement linéaires et quadratiques. La configuration déformée représentée (Fig. 3) est celle

obtenue avec un maillage quadratique.
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Fic. 3— Géométrie et conditions limites (A gauche) avec L,=2m et L =3m. Lastructure
déformée (a droite) est présentée sur un maillage quadrangle quadratique régulier.

Le déplacement des noeuds a l'interface est représenté sur la (Fig. 4) en fonction de |'abscisse. On
peut constater que les valeurs obtenues coincident avec la solution analytique. Cette premiére étude
numeérique permet donc de montrer la faisabilité de la prise en compte de I'enrichissement par la
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fonction Heaviside des fonctions de forme classiques sur des é éments quadratiques.

Fic. 4 — Déplacement de l'interface. En trait pointillé noir la solution analytique, en carré bleu la
solution X-FEM pour le maillage linéaire et en rond rouge la solution X-FEM pour le maillage
quadratique.

4.2 Inclusion circulaire en contact adhérant

On considére une plaque carrée de c6té unitaire élastique de module d'Young de 100 MPa, de
coefficient de Poisson nul et munie d'une inclusion circulaire de rayon R. On introduit un frottement
entre l'inclusion et la matrice, avec un coefficient de Coulomb suffisamment élevé pour empécher le
glissement. La structure est soumise a un chargement de compression P =—2Pa sur ses faces
supérieure et inférieure et un chargement de compression P,=—1 Pa sur ses faces |latérales (Fig.
5). La structure est maillée avec des quadrangles. La configuration déformée représentée (Fig. 5) est
celle obtenue avec un maillage quadratique.
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Fig. 5— Géométrie et conditions limites (a gauche) et uneinclusion circulairederayon R=0.2m




La pression de contact (adroite) est présentée sur un maillage quadrangle quadratique régulier.

Lanorme L2 del'erreur sur la pression de contact distribuée le long de la surface esclave est donnée
sur une courbe log-log (Fig. 6). Les erreurs obtenues sur un maillage linéaire et quadratique sont trés
proches et |'ordre de convergence est de 1.25. Ce résultat montre que pour des surfaces maitres-
esclaves compatibles géométriquement et dans le cadre de petites perturbations, la montée en ordre sur
le déplacement n'apporte pas davantage de précision qu'en linéaire.

Cette deuxiéme éude numérique permet de montrer la faisabilité de la prise en compte du contact
adhérant sur les lévres de l'interface par les ééments quadratiques 2D avec la méthode du contact
continue adaptée au cadre X-FEM en petites perturbations.
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Fig. 6 —Lanorme L2 del'erreur en pression de contact distribuée le long de la surface esclave pour des
mailles linéaires (bleu) et quadratiques (rouge) en fonction du nombre de mailles.

4.3 Inclusion circulaire en contact non frottant en grands glissements

On considére une plaque éastique de module d'Y oung de 100 M Pa délimitée par un rayon intérieur
et extérieur Ry et R, respectivement. La plague entoure un disque rigide concentrique de rayon R;. On
appligue une grande rotation sur le maillage du disgue concentrique, pendant que les bords extérieurs
de la plaqgue sont soumis a une pression homogene de faible intensité. Etant donné que le probléme est
traité en petites déformations et contraintes, on peut comparer la solution a un probléme élastique
classique en hypothése de petites déformations [11]. La discontinuité est une inclusion circulaire de
rayon R (Fig. 7).

Fig. 7— Géométrie et conditionslimitesavec R,=3m et R,=20m etuneinclusion circulaire
derayon R=8m



Lavaleur de référence de la pression de contact le long de l'interface est sa valeur analytique égae
a-1.115526 MPa. La courbe (Fig. 8) représente la valeur des pressions de contact distribuées le long
de la surface esclave pour un maillage régulier quadrangle 40x40. Les résultats linéaires présentent de
fortes oscillations autour de la valeur de référence alors qu'elles sont absentes du résultat quadratique.
Ces oscillations ne sont pas dues a un probléme de non satisfaction de la condition LBB étant donné
que les agorithmes de restriction de |'espace de Lagrange implémentés garantissent parfaitement sa
satisfaction. Cependant, contrairement au probleme précédent ou |es petites perturbations assurent une
compatibilité géométrique entre les surfaces de contact maitre et esclave, ici les surfaces esclaves
subissent une grande rotation et se retrouvent en vis-a-vis avec des surfaces maitres qui vont soit les
interpénétrer, soit ne pas étre en contact. Bien que cette incompatibilité diminue avec le raffinement du
maillage (Fig. 9), il est beaucoup plus avantageux d'avoir recours aux ééments X-FEM quadratiques
qui ne sont pas confrontés a un tel probléme. En effet, du fait de la montée en ordre sur les fonctions
d'interpolation, I'interface est mieux approximée sur |I'élément, le sous-découpage qui seffectue al'aide
de triangles a 6 noeuds respectent mieux la courbure de |'approximation de l'interface et enfin les lois
d'équilibre sont intégrées sur un SEG3.

Cette troisieme étude numérique permet de montrer |a faisabilité de la prise en compte du contact
sur les levres de l'interface par les éléments quadratiques 2D avec la méthode du contact continue

adaptée au cadre X-FEM en grandes rotations.
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Fic. 8 — La pression de contact distribuée le long de la surface esclave sur maillage régulier 40x40 : en
bleu quadrangles linéaires, en rouge quadrangles quadratiques.
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Fic. 9—Lanorme L2 de I'erreur en pression de contact distribuée le long de |a surface esclave pour
trois maillages (rond=20x20, carré=40x40, étoile=80x80) : en bleu quadrangles linéaires, en rouge
quadrangles quadratiques.

5 Conclusion et per spectives

Dans le cadre de la méthode X-FEM, nous avons développé un élément fini X-FEM quadratique en
2D [4][7] qui présente I'intérét avec son extension au contact frottement HPP et grands glissements
d'augmenter la précision de ces éléments par rapport aux ééments linéaires ains que celle de la
représentation de la surface de contact. Des oscillations de la pression de contact qui ont été observées
a cause de l'approximation linéaire des surfaces de contact pour des solides courbes en contact
disparaissent avec les éléments quadrati ques.

Ces éléments seront prochainement étendus au traitement des pointes de fissures et au 3D. Il sera
développé des éléments P2 déplacement et P2 pression qui nécessiteront une adaptation de
I'algorithme de restriction de I'espace de Lagrange.
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