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Résumé — L’évaluation de la survivabilité d'une structusgronautique a une attaque terroriste
(explosion) nécessite la modélisation de la streatompléte et des assemblages rivetés afin déwvalu
la propagation de la rupture. Cependant, un tel&leodst trop colteux par rapport aux moyens
actuels. L'idée est alors de substituer les zoeeplus colteuses du maillage par des super-élement
capables de localiser (rupture). Si un super-élémerplaque perforée élastique existe, de hombreux
développements sont nécessaires a la formulatienpler-éléments adaptés a la dynamique rapide.
Mots clefs— Super-éléments, Assemblage riveté, Dynamiqueeap

1 Introduction

Lors de l'accident de Lockerbie, la détonation damgin explosif a d’abord perforé la peau de
I'appareil par onde de souffle primaire et projestde débris [1]. La rupture a ensuite été ampliée
propagée par une onde de souffle secondaire éplaessurisation. En fait, il apparait que la ruptur
s’est a la fois propagée le long de lignes de sietten tole pleine jusqu’a la dislocation comptize
'appareil. Afin d’évaluer la survivabilité d’'un egnef a une explosion, il est donc nécessaire if'avo
recours a la modélisation de la structure comlgrgpagation de la rupture), et a une représentatio
précise de I'assemblage riveté (capture des chawoysle calcul du critere). Cependant, il n’est pas
possible d'avoir a la fois recours a la modélisatie la structure compléte et a la discrétisatina f
des perforations, car les codts de calcul devienpehibitifs. Il s’agit alors de remplacer les esn
les plus colteuses en éléments finis, i.e. lesopibns, par des super-éléments économiques et
précis.

Afin de construire de tels super-éléments, il $’afjemployer des méthodes de formulation
permettant de décrire des champs riches, ou de doadients apparaissent. En fait, il faut disposer
d’une certaine liberté dans le choix de l'interpiola des champs du super-élément, tout en asssaant
compatibilité avec des éléments finis standardsin®i(conservés pour les zones a faibles gradments
requerrant pas de super-éléments). Les principeatioanels mixte et hybride de la Méthode des
Eléments Finis permettent la formulation de sup&ménts remplissant ces conditions. D’allleurs, des
éléments de plaque perforée de type hybride-Trefacement ont été formulés [10]. lls reposent
sur une solution analytique de plague perforéeuetles principe hybride-Trefftz déplacement. Ce
principe assure la compatibilité du super-élémenttilé avec des éléments voisins polynomiaux
basés sur I'énergie potentielle totale, et intégseéquations sur les frontiéres uniquement. Cegrend
il a été montré que le super-élément hybride-Tzetfans sa formulation proposée par Piltner [1€], n
permettait que les calculs élastiques linéairesA]3]l s’'agit alors d’envisager les développements
théoriques nécessaires a I'extension du domainealigité de tels éléments a la dynamique rapide,
afin de pouvoir discrétiser une structure aérogaeticompléte soumise a un chargement de type
choc/impact [5].

Dans un premier temps, la formulation du super-élénmnybride-Trefftz déplacement de plaque
perforée est succinctement rappelée. Elle permeatielex cerner les limitations de ce type d’élément
fini et sert de support aux discussions sur la tdation d’'un super-élément de plaque perforée &dapt
a la dynamique rapide. De plus, les résultats oisteen élasticité linéaire avec les fonctions



d’interpolation de ce super-élément sont préseatésonstituent un des points d’intérét de cette
formulation. Dans un deuxiéme temps, la formulatim super-élément de plaque perforée pour les
calculs de dynamique rapide est abordée. Parmidedreux développements nécessaires, la capacité

des fonctions d'interpolations a représenter demmgts de plaque perforée matériellement non-
linéaires et l'intégration numérique du domaingtieue perforée sont plus particulierement évalués.

2 Eléments finis hybride-Trefftz déplacement

Dans cette partie, les caractéristiques théorigtesmériques d’'un élément de plaque perforée de
type hybride-Trefftz déplacement sont présentéeg. deuls les éléments indispensables a la
compréhension des développements nécessairesaamaldtion d’'un élément de plaque perforée
adapté a la dynamique rapide sont présentés. haufation compléte du super-élément élastique est
présentée dans les références [6, 7], alors querdsentations synthétiques peuvent étre trouvées
dans la référence [8] pour les fonctions d’inteatioh, et dans la référence [10] pour le super-élém
Par ailleurs, une étude numérique complete destéaistiques du super-élément (précision, temps de
calcul) peut étre trouvée dans la référence [3lir Res cas étudiés, les temps de calcul se soétésev
étre 300 fois inférieurs & ceux des maillages fisir des écarts observés de I'ordre de 1%.

2.1 Formulation

Il s’agit tout d’abord de s'intéresser a la formida théorique de ce type d’élément, afin de
discuter ultérieurement d’'une formulation adaptée dynamique rapide.

2.1.1 Fonctions d’interpolation

La formulation des fonctions d'interpolation du swtglément perforé s'effectue a l'aide du
formalisme de Kolosov-Muskhelishvili. Seules lesudtipns de Kolosov-Muskhelishvili, valides en
élasticité plane, et les champs de déplacemermt ebmtraintes obtenus sont ici rappelés.

Le point de départ de la formulation des fonctidisterpolation est I'écriture des équations de
Kolosov-Muskhelishvili :

2u(u+iv)=ko(2)- 2'( 3-¥( 1

o, T, =9 (2)+0'(2)- 2"( J-W'( 2

o, ~ir, =®'(z)+'(2)+ 2"( J+¥'( 2 (1)
ko(2)- ' (J-W( 3=2u(w 7y o,

o(z)+2'(J+W( 3= [(T+ i) ds o,
Ici, le symbole( )’ représente le différentiation complexe, la barradebre complexe conjugué,
I représente le nombre imaginaize gst une variable complexk, est la constante de Muskhelishvili

(en contraintes planeg, =i+;v), K est le coefficient de Lamép (z) et P(z) sont les potentiels
Y

de Kolosov-Muskhelishvili, u et v sont les composantes du champ des déplacements,
Oxx»Oyy: Txy sont les composantes du champ des contraiﬁtés,'fx ,'T'y sont des conditions aux

limites en déplacement et en effort respectiverimeposées sur les frontierés, etl, .

Les expressions obtenues pour le champ des dématemat le champ des contraintes sont les
suivantes :
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Ces champs peuvent s’écrire sous la forme :

_u_Uaj_lN .
ST ls T2 v

refemnn) el g
ij ]
Uyynx + Txynx Ty '81' o
On remarqguera en particulier la dépendance quiesgistre les expressions (7) et (8) : les champs
des déplacements et des contraintes sont fonationéne vecteur d’inconnues . Cette dépendance

provient des équations de Kolosov-Muskhelishvilinpboyées pour formuler les fonctions
d’interpolation. En, effet le systeme (1) refléetianscription sous forme complexe des équatiens d
petites déformations et de la loi de Hooke [7].t€ependance indique que lorsque le champ des
déplacements est connu, le champ des déformatiensdéduit par I'application des relations
(transcrites sous forme complexe) de petites défthoms et de comportement élastique linéaire.

2.1.2 Principe variationnel

La construction du principe variationnel Hybrid-ffite déplacement sur lequel repose I'élément de
plaque perforée dérive du principe de I'énergieptelle totale :



1 usu -
rlTPE[ui]:Eja-ij Ej dv_jbluidv_j-riuids 9)
v v St

Ou &' et g, représentent les tenseurs des contraintes et éfesntions, b les efforts

1
volumiques,u, le champ des déplacements, la condition aux limites en efforty/ le volume du
domaine considéré & la frontiere du domaine.

Appliguons le théoreme de la divergence a I'équai®) :

ij,j
) Y (10)
-~[budv-[Tuds
2V St

1 1
MNu]==|TudS-=|(g;,; +budVv
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Or, si les fonctions d'interpolation respectent deaniére forte I'équation d’équilibre

(O'i}"j +b, =0), et que I'on néglige les efforts volumiquds € 0), le principe variationnel devient :

n[ui]:ljnuids—jﬁuids (11)
28 St

Un principe hybride-Trefftz déplacement, qui fotaecompatibilité des déplacements d’'un super-
élément avec celui de ses voisins, peut alors i@gntifié lorsqu’'une potentielle d’interface est
ajoutée :

N,(u] = Tuds- [Tuds+ [@-u)Tds 2)
S St

Su+Si

ou u, = Nijqj, avec q; le vecteur des déplacements nodaux, est par egelapthamp des
déplacements d’éléments finis polynomiaux quaduasgvoisins [3].

Le principe (12) peut encore étre modifié de fagame plus faire apparaitre que des intégrations
sur la frontiere inter-élément du super-élém@rd’agit d’'une intégration 1D). La matrice deidigé
est finalement obtenue en associant les fonctidmgerpolation (7-8) qui respectent I'équation
d’équilibre, au principe (12), puis en prenantdeaditions de stationnarité par rappod et ag.

2.2 Reésultats numériques

Dans cette partie, les caractéristiques des famctinterpolation élastiques (2-6) tronquées a
'ordre N=M=4, qui correspondent aux fonctions t&irpolation d’'un élément fini hybride-Trefftz
déplacement perforé élastique a 8 nceuds, sontnpéése Leur capacité a interpoler des champs
linéaires élastiques de plague perforée soumisedargement quelconque a été vérifiée. Pour cela,
des calculs éléments finis fins sont réalisés difabtenir des champs de plaque perforée de référenc
Ces champs de référence sont ensuite réintergolgariir de 8 points disposés sur la frontiéreregte
de la plaque perforée de la FIG. 1) a I'aide desvgs calculés précédemment (2-6), afin d’évaluer la
qualité de Tlinterpolation. Les distributions deuso les cas de chargement envisagés sont
représentatives et précises, comme par exemple ldaoas de la traction biaxiale (FIG. 1). En
particulier, on remarquera que pour une contrdoitgaine o, de 176.9MPa imposée sur le bord du

domaine (endroit ou sont situés les points d’irdktion), la contrainte obtenue en bord de perimnat
est de 353MPa conformément & ce qui était attendiliasticité [9] K, = 2).
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FIG. 1 — Réinterpolation d’'un champ de référenestéue de plague perforée soumise a de la traction
biaxiale a I'aide des champs (2-6). a- Contraie@h Mises. b- Contrainte en x=0.

2.3 Domaine de validité

La solution analytique de plaque perforée formalae§2.1.1 respecte I'équation d’équilibre et la
loi de Hooke, car elle est dérivee des équations Kasov-Muskhelishvili. Les fonctions
d’interpolation basées sur cette solution analgigespectent donc intrinsequement ces deux
équations a la fois. En particulier, le fait quésll respectent I'équation d’équilibre permet la
simplification du principe variationnel de (10) al§, ce qui permet de ne réaliser I'intégration
numérique que sur les frontieres du super-élénmetépfation de Gauss 1D). Cependant, comme elles
respectent également la loi de Hooke, le supereiérperforé doit satisfaire de maniere forte le
comportement élastique linéaire sur son domairé@ier, et est donc restreint aux calculs élastique
linéaires. En fait, le domaine d’application deinéknts de type hybride-Trefftz est le méme que celu
de la solution analytique ayant permis la formolatde leurs fonctions d’interpolation [2]. Il s’agi
alors d’envisager I'extension du super-élémentldgque perforée a la dynamique rapide.

3 Elément fini hybride déplacement

La seule fagcon connue de formuler des fonctionstefpolation prenant intrinséquement en
compte la présence d'une perforation est d'utilieeformalisme de Kolosov-Muskhelishvili. Nous
sommes donc contraints d’utiliser ces fonctionsitdiipolation pour formuler un super élément de
plaque perforée non limité a I'élasticité. Ceperndas fonctions d’interpolation formulées a padir
ce formalisme respectent la loi de Hooke. Il s’@gihc de ne pas forcer le super-élément a sagdeir
comportement élastique linéaire des fonctions erpalation a 'intérieur de son domaine. Il ne faut
donc pas employer I'hypothese indiquant que le amtement du super-élément est le méme que
celui de ses fonctions d'interpolation a l'intériede son domaine (passage de (10) a (11)). llts’agi
donc tout d’abord de généraliser le principe hyildefftz déplacement.

3.1 Généralisation du principe variationnel

Si I'on se prive de I’hypoth(‘esgi}"j +b, =0, et qu'il 'y a donc plus aucune condition spézial
requise pour les fonctions d’interpolation, le prpe variationnel est simplement le principe de

I'énergie potentielle totale (§2.1.2) :

1 ugau r
Mopelu;] :Ejaij & dV_J.bluidV_.[TiuidS (14)
v v st

Cependant, la théorie des éléments finis réclancenéinuité des déplacements a l'interface entre
le super-élément fini et les éléments finis stadsliggolynomiaux voisins. Une potentielle d’interface



qui assure cette continuité est donc ajoutée a [(B4principe hybride déplacement apparait alors :

Mu ] :%jai}‘g;dv—jbiuidv
vA v (15)
- [Tuds+ [(@ -u)Tds
St SutSi
Le principe variationnel du super-élément perfosé ansi généralisé, et le choix des fonctions
d’interpolation est maintenant libre. Il n’est ploécessaire que les fonctions d’interpolation doien
formulées a partir de la solution analytique dubf@me considéré, alors que c’était le cas pour le
principe hybride-Trefftz déplacement (82.1.1) Cefmen, il apparait que le principe hybride
déplacement (15) nécessite une intégration d’'exérile domaine sur V, alors que le principe hybride
Trefftz déplacement (12) ne nécessitait que degiations de frontiere. Il s’agit donc alors de
développer une intégration numérique sur un dom@gnglaque perforée.

3.2 Intégration numérique de plaque perforée

Pour réaliser cette intégration numérique, il esppsé, par analogie avec la XFEM, de découper
le domaine comportant une discontinuité a l'aider@angles (pour la XFEM, de part et d'autre de la
fissure, et dans notre cas autour de la perforatibs’agit d’évaluer l'intégrale sur le domaine d
plague perforée a 'aide d'une somme d’intégratidasype 2D Gauss triangle d’ordre 1, et on insiste
sur le fait que la décomposition de cette intégna@ute aucun degré de liberté au super-élément.

Par exemple, I'intégrale relative a I'énergie ineisur le domaine de plaque perforée du principe
(15) peut étre décomposée en triangles de la neagigvante :

[oieidv =e(o}s/ds=e0) [oje/dS  (16)
\% S

triangle Striang\e

L’intégrale sur chaque triangle de (16) est évatu€aide d’'une intégration numérique 2D de type
Gauss triangle d’ordre 1. Pour cette intégratioménique, on a, pour chaque triangle considéré:[11]

[o)&/dS =100} (£,m)&] (£,17) Byange

SLriangle

Ou 1 est le poids de l'intégration de Gauss triardjordre 1, et(&,77) sont les coordonnées du
barycentre du triangle considéré.

Il s’agit alors de déterminer le nombre de domatriaggulaires intervenant dans la décomposition
et leur disposition, de maniére a avoir un rappagtision / temps de calcul intéressant. On conside
alors un champ de contrainte de référence (par ghecanalytiqgue) de plaque perforée, et deux
discrétisations pour essayer de le reconstruiree:discrétisation effectuée a I'aide du super-éféme
de plaque perforée (dont I'intégrale de domainesess-découpée en triangles) et une discrétisation
fine effectuée a 'aide d’éléments finis triangpedynomiaux d’ordre 1 (chaque EF est intégré aéai
d’une intégration de Gauss triangle d’ordre 1).rRiacune de ces deux discrétisations, les découpes
en triangle sont définies comme étant les mémelesSésultats fournis par la discrétisation fie€ (
triangles) sont suffisamment proches de la réfé@eoela indique que la découpe en triangles, et don
que lintégration, a été réalisée avec une erraffisamment faible pour reconstruire le champ de
référence. L’hypothese est alors la suivante etecdécoupe fournit une erreur suffisamment faible
pour l'intégration de la discrétisation fine, ala¥e fournirait également une erreur suffisamment
faible lorsqu’elle est employée pour décomposetdirale du super-élément perforé, car le champ de
référence a reconstruire est le méme. Cette déitigmopermettrait donc au super-élément perforé
de reconstruire le champ de référence avec suffisarhde précision.
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3.3 Interpolation de champs plastiques

Les fonctions d'interpolation (2-6) sont conservesr leur capacité a interpoler des champs en
présence d'une perforation (82.2). Cependant, latioa de dépendance entre les champs des
déplacements et des contraintes reflete en paeididmploi de la loi de Hooke sous forme complexe
(82.1.1). Une telle dépendance n’est pas souhait@mosqu’il est envisagé de formuler un super-
élément perforé général, c’est-a-dire ne s’apphgyes uniguement aux calculs élastiques linéaires
(82.3). Il s’agit alors de généraliser les foncsi@interpolations (2-6), en indiquant qu’il n’etéspas

, N . . 1
de relation particuliére entre le champ des déptaces et le champ des contraintes= e N; c} et
U

1 L
T ==PR,c}, avecc; ¢ dans le cas général.
r.O

Cependant, une difficulté subsiste. En effet, lencp des déplacements et le champ des contraintes
sont respectivement batis pour interpoler des ckBad® déplacement élastiques et de contrainte
élastiques. Ces champsterpolés indépendammersbnt-ils respectivement capables d’interpoler des
champs de déplacement plastiques et des champsulaiote plastiques ?

Des éléments de réponse a cette interrogatione®stiivants. Les fonctions d’interpolation (2-6),
tronquées a I'ordre N=M=4, sont trés riches (puissafractions, fonctions trigonométriques, nombre
de termes...), et il est donc supposé qu’elles peranent d’'interpoler des champs plastiques. Encore
faut-il que les données fournies soient suffisaqtesr interpoler les champs de maniere précise
(nombre de points d’interpolation). En effet, easéicité, si I'on applique une contrainte lointaiog

de 1 en traction biaxiale, la contrainte en bord de perforation est de R, =2, §2.2.1). Or, en

plasticité le coefficient de concentration de caimties diminue. Par ailleurs, le champ (4-6) et ba
pour I'élasticité, et le super-élément perforé apte (dans sa version originelle) que les inforomesti
lointaines (le super-élément perforé ne posséde dpge nceuds sur sa frontiere interne, et en
particulier, il N’y a aucun nosud sur la perforaidhest donc probable que le champ des contrainte
(4-6), si seules des informations lointaines luitsournies, ait tendance a reproduire kinde 2 en

bord de perforation, ce qui ne correspond paskaen bord de perforation d'une plaque perforée

plastique. Il est donc pressenti que des pointgatipolation supplémentaires (en pratique, des aceud
pour le super-élément) seront nécessaires, ercylatien bord de perforation, pour que les champs
(2-6) puissent représenter des champs plastigus'agit alors d’étudier numériquement la capacité
des fonctions d'interpolation (2-6) d'ordre N=M=4 iaterpoler indépendamment des champs
plastiques, en fonction du nombre (et de la digjprgides points d’interpolation.

Trois configurations ont été envisagées pour évdmeaapacité des fonctions d’interpolation a
réinterpoler les champs de contrainte plastiquesains » (8 points disposés sur le bord extérieur
la plaque / configuration originelle), « coins mesf (8 sur le bord extérieur et 8 au niveau de la
perforation) et « coins perfo inter » (8 sur ledextérieur, 8 au niveau de la perforation plus 3*8
points dans le domaine intérieur de la plaque p&elo Comme cela était pressenti, la disposition
« coin » surévalue Idxt en bord de perforation, car seules des informatsam le bord extérieur de la

plague sont fournies pour la reconstruction (FIIGEh revanche, contrairement a ce que I'on pouvait
espérer, plus de points d'interpolation n’impligpas des résultats significativement meilleurs
(dispositions « coins perfo » et « coins perforise: en effet, il n'a pas été possible d’approsirte
champ plastique avec les fonctions d’interpolatibm’a été possible que de translater de maniéere
rigide la courbe élastique (FIG. 2). En effet, jiparait que lek, conserve une valeur de X (

élastique). Le fait qu'il ne soit pas possible giegximer les champs plastiques a I'aide des fonstio
d’interpolation (2-6) tronquées a I'ordre N=M=4 prait trouver deux explications différentes : soit



elles ne sont pas assez riches pour interpolahiasnps plastiques, soit leur caractere « élasticpsdt
plus marqué que prévu (c’est-a-dire qu'il ne s’@xgrait pas uniquement au travers de relation entre
les champs des contraintes et des déplacementss.|®g@remier cas, il s'agirait d’augmenter 'ordre
des fonctions d’interpolation (N=M=8) de maniérdigposer des termes permettant I'interpolation des
champs plastiques. Dans le deuxieme cas, il sewaitlu que les fonctions d’interpolation (2-6) ne
peuvent pas étre utilisées en I'état pour I'intéapon de champs plastiques.
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FIG. 2 — Réinterpolation d’un champ plastique dérence de plaque perforée soumise a de la
traction biaxiale a I'aide des champs (2-6) modifi€ontrainte de von Mises en x=0.

4 Conclusion

La formulation et les résultats numériques d’'umést hybride-Trefftz déplacement élastique de
plague perforée ont été rappelés. lls justifierddmarche employée pour formuler un super élément
de plaque perforée adapté a la dynamique rapidemiPas développements nécessaires a sa
formulation, trois points ont été évoqués : la galigation du principe variationnel, la généralimat
des fonctions d’interpolation et leur capacité &rpoler des champs plastiques, et l'intégration
numérique sur le domaine de plaque perforée. Hasgoints abordés, seule la capacité des fonctions

BN

d’interpolation a interpoler des champs plastigeemble poser probleme. Dans la poursuite des
travaux, il s’agira donc d'évaluer de maniére systique la capacité des fonctions d'interpolation a
interpoler des champs plastiques, notamment eniéonde I'ordre employé.
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