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Modele réduit en dynamique stochastique d’une structure
ayant de nombreux modes locaux en basse fréquence
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Résumé— Cet article s'intéresse aux structures présentant ereddssquences, non seulement les
modes élastiques globaux classiques mais aussi de nomini@les élastiques locaux qui ne peuvent
pas étre facilement triés. Pour ce type de structure, uneefietapproche a été récemment proposée
pour construire un modeéle réduit en dynamique stochastigaestructures. Cette construction nécessite
de décomposer le domaine en sous-domaines. Nous propasaieslés construire en utilisant la Fast
Marching Method. Nous appliquons cette méthode sur un reatléhicule automobile.

Mots clés— vibro-acoustique, modéle réduit, Fast Marching Method.

1 Introduction

Cette recherche est effectuée dans le cadre de I'analyseagioustique des véhicules automobiles. Un
véhicule automobile est constitué de piéces rigides et dgosants flexibles. En basses fréquences, ce
type de structure est caractérisé par le fait qu'il présema seulement les modes élastiques globaux
classiques, mais aussi de nombreux modes élastiques Ideagxa méme bande de basse fréquence.
Le probléme est que dans une telle structure complexe abhétie, les modes élastiques globaux ne
peuvent pas étre clairement séparés des modes élastigaas [mrce qu'il y a beaucoup de petites con-
tributions des déformations locales dans les déformatiessmodes élastiques globaux et inversement.
Comme il y a des modes élastiques locaux dans la bande dessfeésguence, une partie de I'énergie
mécanique est transférée des modes élastiques globaulesarsode élastiques locaux qui stockent
cette énergie et donc induit un amortissement apparentémonances associées aux modes élastiques
globaux. Afin de construire un modéle réduit en basse frémegui permet une bonne approximation
des déplacements globaux et puis, si nécessaire, de premad@mpte les effets des déplacements lo-
caux dans la réponse totale, une nouvelle approche [1] aréeat été proposée. Cette méthode, qui
permet de calculer une base des déplacements globaux easmelds déplacements locaux par la réso-
lution séparée de deux problémes aux valeurs propres,sitécds décomposer le modéle de calcul en
sous-domaines dont les tailles sont contrélées. Danstigeanous proposons d'utiliser la Fast March-
ing Method pour la construction de ces sous-domaines. Néasafin d'expliquer pourquoi une telle
construction doit étre effectuée, nous rappelons, dangramiere partie, la méthode pour construire le
modéle réduit. Puis, nous présentons la Fast Marching Mdttwr [2]) qui permet de propager un front
sur un maillage complexe d’'un modéle numérique. Nous ptéserdeux applications, I'une relative a
un systeme dynamique simple et une autre concernant unweéligtomobile.

2 Description de la méthode

Dans cette section, nous résumons la méthode introduite [darCette méthode permet de construire
une base des déplacements globaux et une base des déplaciacamnx en résolvant séparement deux
problémes aux valeurs propres. Il convient de noter queaeslohses ne sont pas constituées des modes
élastiques. La méthode est basée sur la construction dématgpir de projection pour réduire I'énergie
cinétique, en revanche I'énergie élastique reste exaatie Ghéthode est appliquée a la structure du
systéme vibroacoustique considéré.



2.1 Modéle réduit de référence

Nous nous intéressons aux fonctions de réponse en fréqdanoe structure vibroacoustique amortie
occupant un domaine boriig dans la bande de fréquenBe= [Wmin, Wmax] avec 0< Wmin. SoitU(w),

le vecteur complexe de la structure du modéle vibroacausstagm DDL construit par la méthode des
Eléments Finis (EF). SojiM] et [K] les matrices de masse et de raideur qui sont symétriqueseséfin
positives. Les valeurs propras(carr des pulsations propres) et les modes élastigudansR™ de la
structure sont les solutions du probléme aux valeurs psapeaéralisé suivant,

(K] =A[M]e. 1)
L'approximationUp(w) a I'ordren deU(w) s’écrit

Z Jo (W) pa = [P q(w), 2

avecq = (0, ...,0n), le vecteur complexe descoordonnées généralisées et/{®)i= [¢;...¢n] estla
matrice(mx n) réelle des modes élastiques associéergoremiéres valeurs propres.

2.2 Décomposition de la matrice de masse
Dans cette section, nous présentons une décomposition rdatface de masse qui sera utile pour la
construction d’'une base des déplacements globaux. Leissdgda méthode sont présentés dans [1].

2.2.1 Décomposition du domain®

Le domaineQ est décompose e sous-domaineQ tels que, poujj etk dans{1,...,n;},
J
Q:UQ‘]? , QENQr=0. (3)

Le paramétre est la longueur caractéristique des sous-domaines. L& deaiest liée a la plus petite
"longueur d’onde" des éléments de la base des déplacemebtug que nous voulons construire. La
construction des sous-domaines est présentée dans |legpdrad.

2.2.2 Lopérateur de projection

Soitu — hi(u) 'opérateur linéaire défini par
{h(u z Of@) 7 | Ple)u(e)ds. (4)

avecr — Qf(x) =1 six est dansQ? et égal a 0 sinon. La masse locatg est définie, pour touf dans
{1,...,ny}, parm; = fQ? p(x)dx, oux — p(x) est la masse volumique. Sait— hi(u) I'opérateur
linéaire défini par
he(u) = u —he(u). (5)
La fonctionh{(u) sera également désignée péret la fonctionhS(w) par u®. Nous avons alors =
hi(u) +hS(u) c’est-a-dire;u = u" + u®. Soit [H{] la matrice(m x m) relative a la discrétisation EF de
I'opérateur de projectioh] défini par Eq. (4). Par conséquent, la discrétisation panéhés finisU dew
peut étre écrite comnmig = U" + U°, dans laquelle
U'=[H{U et U°=[HJU=U-TU" |,
ce qui montre quéHZ] = [Im] — [H¢]. Puis, la matricémx m) de masse réduit®1'| et la matricgmx m)
de masse complémentaitél®| sont respectivement définies par
M) = [H]"[M][H{] et (M) = [H] T M][H¢]
En utilisant les propriétés de 'opérateur de projectiofindi@ar I'Eq. (4), il est démontr dans [1] que

[M] = [M] — [M]



2.3 Les bases des déplacements globaux et locaux

Comme proposé dans [1], deux méthodes sont proposées pmiulecéa base des déplacements globaux
et la base des déplacements locaux qui seront utiliséesguabuire I'équation matricielle.

2.3.1 Méthode directe

Dans cette méthode, la base des déplacements globaux stlaémdéplacements locaux sont directe-
ment calculées en utilisant la décomposition de la matrecendsselyl]. Les vecteurs propres des dé-
placements globau®?9 dansR™ sont solutions du probléme aux valeurs propres généraligant

(K] = AI[M'] 9. (6)

Ce probléme aux valeurs propres généralisé admet une soigeante de1y valeurs propres positives
g g ., N . - , . ;o g g
0< A} g ... <A3,,, associées a Ig famllle finie des v_ecteurs algébriquemdapendant$oy, ..., ¢z, }.
La famille {qb?, . .,qsgm} est définie comme la famille d_es vecteurs propres des dépéats globaux
et ces vecteurs ne font en général pas partie de la famillenddss élastiques. Les vecteurs propres des

déplacements locaux’ dansR™ sont solutions du probléme aux valeurs propres généralisée

[Klg" =Mo" (7)
Ce probleme aux valeurs propres généralisé admet une spiteante de valeurs propres positives 0
A <... <3, associée a la famille finie des vecteds,, ..., ¢y, s, }. Lafamille{¢], ..., ¢f 3, }

est définie comme la famille des vecteurs propres des dépéatts locaux et ces vecteurs ne font en
général pas partie de la famille des modes élastiques. LegcesM'| et [MC| sont symétriques et
positives mais ne sont pas définies positives (matrices-défimies positives). Les rangs des matrices
[M'] et [M€] sont 31; etm— 3n; respectivement.

2.3.2 La méthode de double projection

Cette méthode est moins intrusive a I'égard des logiciefsnerciaux et moins colteuse en temps de
calcul que la méthode directe. Les problemes aux valeurggsaénéralisés définis par les Eqg. (6) et
Eq. (7) sont reécrits, poursuffisamment grand,

[K]$9=AIM]¢% et [K]$' =AM | @)

ou [IW] = [@f]T [M] [¢g],[ﬂ°] = [DE]T [M] [DE] et [IZ] = [@]T [K] [®], ot les matricesm x n) réelles[df]
et[®g] sont telles qugd;] = [He | (@] et [®g] = [He] [®] = [®] — [Pg].

2.4 Modele réduit moyen

Il est démontré dans [1] que la famillgs,...,#3, . &1,. .., dh_sn,} €st une base dR™. Le modéle
réduit moyen est obtenu par la projectionld@») sur la famille{¢g,...,¢%g, ﬁ,...,¢ﬁ/} de vecteurs
réels constitus desy premiers vecteurs propres des déplacements globaux, iyt 3n;, et desn,
premiers vecteurs propres des déplacements locaux, tel,guen— 3n;. Il convient de noter que, si la
méthode de double projection est utilisée, alors nous deaenirng < netn, < navecn; = ng+n; <n.
Alors, 'approximationUp, n, (w) deU(w) a I'ordre (ng, n;) s’écrit

Ng n

Ungn (@) = 5 a@(w)@d+ Y gg(w) ¢ (9)

d=1 =1

Cette décomposition est alors utilisée pour construirerlagices de masse, de raideur et d'amortisse-
ment généralisées. Cette projection fait apparatre des bhatriciels relatifs aux déplacements globaux,
des blocs matriciels relatifs aux déplacements locaux #&,estes blocs relatifs au couplage entre les

deux types de déplacement. Contrairement aux déplacerudraiLry, les déplacements locaux sont trés
sensibles aux incertitudes de paramétres du modele et aexiindes liées aux erreurs de modlisa-

tion. Ces incertitudes sont alors prises en compte parrégbe probabiliste non paramtrique consistant
remplacer les matrices du bloc relatif aux déplacementubopar des matrices aléatoires (voir [1]).
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3 Construction des sous-domaines

Pour un modéle numérique d’une structure aussi complexsnquhicule automobile, la décomposition
du domaine n’est pas facile a réaliser parce que la géonestiges complexe. La méthode que nous
proposons pour cette décomposition est basée sur le "Fashidg Méthod" (FMM) présentée dans [2]
qui expligue comment propager un front (la notion de fromaskfinie ci-dessous) sur une géométrie a
partir d'un point de départ. Dans cette section, la FMM estiméée et ensuite nous expliquons comment
construire des sous-domaines en utilisant la FMM.

3.1 Présentation de la Fast Marching Method (FMM)

Soitx le point générique di3 appartenant a la géométrie compl€xeSoitxo, un point fixe appartenant
a Q. SoitU(x) une distance géodésique adaptée a la géométrie,>eptney. Il est noter que pour un
domaine volumique 3D "simple", cette distance géodésiguaitsla distance euclidienngx — Xp|| ou
||l.|| est la norme euclidienne. Le front associgy@st défini comme le sous-ensemble de tous e
queU (x) a une valeur fixe. La FMM [2] permet de propager un front du pdedéparky. Nous devons
alors calculelJ (x) vérifiant I'équation Eikonale non linéaire suivante :

IOUX)|=F(x) , xeQ (20)

ou [J est le gradient par rapporb@etF (x) est une fonction arbitraire a valeur positive et pour lalguel
la condition aux limites est décrite par(x) = 0 surl" qui est, soit une courbe, soit une surface, con-
tenantxp. L'équation (10) est discrétisée en utilisant un schémaérigue adapté (voir [2]). Pour le cas
particulier d’'un maillage EF rectangulaire régulier poeguel la taille de maille e$t et pour lequel les
noeuds sork;j, Ujj = U (xj;) est solution de I'équation

{max(Uij —Ui-1,j,Uij —Uis1j,00}* + {max(Uij — Ui j-1.Uij Ui j11,0)}2 = PR (11)

L'Eqg. (11) permet de faire propager un front a partir d'unmaie départ. L'utilisation du mofast
dans FMM est due au fait que les noeuds associeésJaupalculs par 'Eq. (11) appartiennent a un petit
domaine qui est appelé la "Narrow Band" (Bande étroite).
Dans la FMM, I'algorithme introduit trois groupes de noeuds
(1) les noeudsllive pour lesquels la valeur dé; est fixée et ne change pas,
(2) les noeudsrial pour lesquels la valeur dé;; est donnée mais doit étre mise a jour jusqu’a ce qu'ils
deviennenglive et ces noeuds constituent la Narrow Band (NB),
(3) les noeuds$ar qui n'ont pas été atteints par le front et, par conséquerittetsnquel;j = +oo.
Le front est propagé en utilisant I'algorithme suivant :
Initialisation
— Choisir un noeud de dépadg, réécrit sous la formeg o, qui estalive et soitUg o = U (Xp0) = 0.
— Les 4 noeuds voisins dg o deviennent des noeudsal et la valeur associée d esthF;.
— Tous les autres noeuds sont des noéadavec la valeur associée deégale a l'infinie.
Boucle
— Recherche parmis les noeudal du noeudx;; avec la plus petite valeur dié.
— Supprimelxj; des noeudsrial et ajouterx;; aux noeudslive.
— Pour chaque noeuds voisin xig, il y a deux cas possibles :
— sile noeud voisin est un noetar, ajouter le aux noeudsial et sa valeur d& estU;; + hF;.
— sile noeud voisin est un noetrial, sa valeur d& est mise a jour en résolvant I'Eq. (11).
La boucle est répétée tant que tous les noeuds ne soatipas

3.2 Extension au maillage triangulaire

Pour les maillages triangulaires, I'algorithme décritdessus est inchangé, mais I'Eq. (11) doit étre
adaptée. Nous considérons le cas représenté sur la Figr fagaelle la valeu; = U (x¢) du noeud.
doit étre mis a jour en utilisant la valeug, = U (x5) du noeudx, et la valeutU, = U (Xp) du noeudxy,

qui sont des noeuddive. Nous avons alors a résoudre I'équation suivante [2]

(a'[Qa)UZ+ (2a" [Q]b) Uc+ (b7 [Qb) =FZ | (12)
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FIGURE 1 — Maillage triangulaire (avec des angles aigus) autourogwdx..

olla= (1,1), b = (~Ugy, —Up) et ol la matricéQ] est telle quéQ] = [P][P]" ol la matriceP] est définie
par

Xe—Xa Xc—Xp

Pl=1]Ye—VYa Ye=¥o | (13)

Z—Z Z— 2
dans laquelléxa,Ya, Za), (Xo, Yb,Zn) €t (X, Yc, Z) Sont les coordonnées des noewdsx, etx.. On peut
montrer [2] que I'Eq. (12) admet deux solutions positiveBasigle XaxcXp est aigu. Si le maillage con-
tient des angles obtus, alors la méthode doit étre adaptéglisant les variantes présentées dans [3].

3.3 Construction des sous-domaines

Les sous-domaine®§ de Q sont construits en utilisant la FMM. Cette constructionréatisée en deux

étapes. La premiére consiste a trouver les centres deslsmanes. La seconde étape consiste a générer

les sous-domaines en utilisant ces centres comme pointspdetd

(i) Calcul des centres des sous-domaines

L'algorithme est le suivant :

Initialisation

— Choisir une valeur pour le paramétre

— Choisir un premier centn&%p.

Boucle _

- Prendre<g)‘0 comme point de départ de la FMM. Propager le front.

— Stopper le front quand la valeur dedu dernier noeudlive est supérieure &

— Le centre suivarbtéfo1 est le dernier noeudlive. Tous les noeudalive deviennent inéligible pour étre
des centres.

Cet algorithme permet de construire une répartition homegkes centres des sous-domaines.

(i) Calcul des sous-domaines _

Pour construire les sous-domair@$ en utilisant les centrexéo, nous propageons simultanément un

front partant de chaque centre jusqu’a ce que tous les namviEnnent des noeuddive par rapport a

un front. Les frontiéres des sous-domaines correspondtanstaux lignes d'intersection des fronts.

4 Application

Dans ce paragraphe, nous présentons deux applicationsmithadologie présentée dans les sections
précédentes. La premiére est une structure simple qui aéti&jarésentée dans [1] et la seconde est
relative & un véritable modele de véhicule automobile.

4.1 Premiere application

Le systéme est composé de 12 panneaux souples et une strtigide (voir Fig. 2). Pour les parties
souples, tous les panneaux sont de forme rectangulairerde 4 m, homogéne, isotrope, avec une
épaisseur constante0D2 m, la masse volumique est égale & Rg/m° et le coefficient de Poisson est
égale a @9. En outre, le module d'Young est différent pour tous lasngaux. La structure rigide est



homogeéne, isotrope, avec une épaisseur constanteldaerOet une masse volumique deS8%kg/m?,
un coefficient de Poisson de2® et un module d’Young de.2x 10'? N/n?. La bande de fréquence
d’'analyse esB =]0,11]Hz Le modle EF de la structure a 13 014 DDL.

Flexible panne

Pob
)
Pobﬁ

Pexc

y &

Stiff parts

FIGURE 2 — Schéma de la structure

4.1.1 Décomposition du domaine

La FMM présentée dans le paragraphe 3 est appliquée au geadkla structure avec= 3.5 m. Les
centres des sous-domaines ainsi que les sous-domainegp@sentés la Fig. 3.

FIGURE 3 — Centres des sous-domaines (a gauche) et sous-domadrei€ia

4.1.2 Les modes élastiques, les vecteurs propres des déplaents locaux et globaux

Dans un premier temps, les modes élastiques sont calcéseawnodeéle EF. Il y a 86 fréquences propres
dans la bandB etn = 120 fréquences propres dans la bande de fréquéntd.2] Hz. Le premier mode
élastiqueg et le second mode élastigge sont représentés dans la Fig. 4. On peut voir guest un
mode élastique local alors qu& est un mode élastique global avec un déplacement local tergor
Dans une deuxiéme étape, les vecteurs propres locaux etuglales déplacements sont construits en
utilisant la méthode de double projection. Dans la banderéguéncel0,13.2] Hz, il existe ng = 8
vecteurs propres des déplacements globaunx et112 vecteurs propres des déplacements locaux. Les
deux premiers vecteurs propres des déplacements glmﬁ%umg et les deux premiers vecteurs propres
des déplacements Iocatpk et qb'z sont présentés dans la Fig. 5.

4.2 Fonction de réponse en fréquence

Pour toutw € B, la structure est soumise a une charge ponctuelle extérégale & N appliquée au
noeud Pexc dont les coordonnées &0t0, 7) et situé dans la partie rigide. La matrice d’amortissement
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Mode 1 - 1.6722 Hz Mode 2 - 1.8204 Hz

-2 -10 -4 -10

FIGURE 4 — Premier mode elastic (a droite) et second mode élastiggauche)

Mode 1 - 1.8325Hz Mode 1 - 1.6771 Hz

-04 -10 -4 -10

FIGURE 5 — Premier vecteur propre des déplacements globaux (a geetchremier vecteur propre des
déplacements locaux (a droite)

moyenne est construite en utilisant un modéle de Rayleigiesmondant a un taux d’amortissemént
0,04 pourf; = 1,6 Hz et pourfi,0= 13 2 Hz La réponse est calculée pour deux points d’observation,
le point Pobsg situé dans la partie raide au niveau du nogl®J0, 7) et le point Pobssitué dans la partie
souple au niveau du noeyd0,0,10) (voir Fig. 2). La réponse est calculée pour différentesqutipns
associées avec les différentes bases : pour les modesédasti = 120), pour les vecteurs propres des
déplacements globauxg = 8 etn, = 0), pour les vecteurs propres des déplacements locgux 0 et

n, = 112) et enfin, pour les vecteurs propres des déplacemeatsdet globauxrfy = 8 etn, = 112). Les
modules en échelle logarithmique des réponses sont repééssur la Fig. 6. On peut constater que les
réponses calculées a I'aide des vecteurs propres des eémats globaux et locaux sont exactement les
mémes que la réponse calculée en utilisant les modes élestiBour le point Pobsitué sur la partie
raide, la contribution des vecteurs propres des dépladsngbvbaux est prépondérante dans la bande
des trés basse fréquence, mais la contribution des vegrmprses des déplacements locaux devient non
négligeable en plus haute fréquence. Pour le point Psihge sur la partie flexible, la contribution des
vecteurs propres des déplacements locaux est importanfeyaur la premiére résonance correspondant
au premier vecteurs propres des déplacements globauxe&plaques flexibles suivent la partie rigide
dans son déplacement).

4.3 Application de la FMM sur un modéle complexe d’un véhicué automobile

La FMM est réalisée en utilisant le modéle numérique EF dérletsire d’'un véhicule automobile. Un
tel modeéle a 250 000 nceuds et contient des éléments volusisuidaciques et des éléments de poutre
(voir Fig.7(a)). Les sous-domaines obtenus en utilisaRM& sont représentés sur la Fig. 7(b).
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FIGURE 6 — Modules en échelle logarithmique des fonctions de répdesPobs (& gauche) et Pobs

(a droite). Comparaisons entre diffrentes bases de pimjecimodes élastiques (trait épais), vecteurs
propres des déplacements globaux seulement (trait miaejeurs propres des déplacements locaux
seulement (trait en pointillé), vecteurs propres des @épfents globaux et locaux (trait mince continu
superposé au trait épais)

=

2

(a) (b)

FIGURE 7 — (a) Schéma des différents types d’éléments finis, (b) L8-domaines (un par couleur)
correspondant a 12 points de départ pour une voiture avet.2 m

5 Conclusion

Dans cet travail, nous avons présenté l'utilisation de kt FMarching Method adaptée a une géométrie
complexe afin de construire les sous-domaines du modéleriguadiui sont nécessaires la mise en ceu-
vre d’'une nouvelle méthodologie permettant de construirenadéle dynamique réduit dans le domaine
des basses fréquences lorsqu'’il y a, dans ce domaine des beggsguences, a la fois des modes globaux
et des modes locaux qui ne peuvent pas étre facilement sgparées méthodes usuelles.
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