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Résumé— Nous introduisons une méthode sans maillage utilisant des fonctions dederma@t degré.
Cette méthode utilise des approximations de Taylor pour une résolution erd@&eguthtion aux dérivées
partielle (EDP) dans le domaine. Sur le bord une méthode des moindres@aupée a la technique de
collocation par points est utilisée pour appliquer les conditions aux limites. tude éde convergence et
de détection de singularités est faite. Ces informations permettent d’asdéléonvergence.

Mots clés— Méthode sans maillage, Analyse de convergence, Approximation polyleomia

1 Introduction

Les méthodes sans maillages ont donné lieu a beaucoup de travaux eletlegbour la résolution
des équations aux dérivées partielles (EDP) [6]. L'avantage primbépees méthodes est I'absence d’'un
maillage explicite. La solution approchée est construite totalement en sd basam certain nombre
de noeuds a lintérieur du domaine. Néanmoins ces méthodes restent p&esifdour des simula-
tions a caractere industriel, principalement en raison des difficultés liéeségtation numérique. Il est
donc toujours intéressant de travailler sur de nouvelles méthodes sangendiléns cet article, nous
nous intéressons a une méthode sans maillage introduite récemment d&esttd kechnique utilise
des fonctions de formes polynomiales de haut degré. La prise en congptermiditions aux limites se
fait par la méthode des moindres carrés comme proposé par Zhang ¢t @by stabiliser la tech-
nique de collocation par points. Dans [1] il a été montré que la méthode genvem et que la qualité
de cette convergence dépend du degré (p-convergence). Néanmeitesse de convergence dépend
du probléme considéré et parfois une résolution par sous domainestdediessaire pour avoir la p-
convergence. On sent donc la nécessité d’introduire des outils dsanadéyconvergence : ceci est le but
principal de cet article.

Bien que le probleme soit résolu dans certains cas de maniere exacte diamsiee, une approximation
est faite sur le bord lors de I'application des conditions aux limites. Cette xippaition peut introduire
des erreurs dans les calculs. L'étude de la convergence seuldinpagipour s’assurer de la fiabilité de
la technique. Dans les approximations de Taylor, on observe parfoiastabilités des coefficients de
la série obtenue. En effet un coefficient peut varier fortement esepad’un degré & un autre. Dans un
premier temps nous nous sommes intéressés a cette analyse. Une foisitéffieda technique établie,
on pourra s’intéresser a I'étude de la convergence et plus encageesi’obtenir des informations sur
la structure de la fonction approchée. Dans la littérature il existe plusiatimsitgies numériques pour
estimer le rayon de convergence et localiser les éventuelles singularlgéfodetion inconnue : critére
d’Hadamard, diagrammes de Domb Sykes...

2 Presentation de la technique

2.1 Mise en oeuvre

La méthode proposée s’établit en deux étapes. Dans un premier tempésohdion exacte de
I'équation est faite, en faisant des approximations de Taylor. Cette ti@splwnduit & I'apparition des
fonctions de formes de type polynomiales. La deuxiéme étape est I'applicsnonditions aux li-
mites. Dans cette partie, nous faisons une bréve présentation de la méthed#escription compléte
pourra étre trouvée dans [1]. Pour illustrer la technique nous consislér probléme bidimensionnel de



Dirichlet suivant :

—Au+fu=0 dans QCR?
(1)

u(x) = ud(x) sur 0Q

ou f est une fonction analytiqgue donnée sur un didgue
La solutionu est approchée par une série de TayPrai point[x,y] = [0,0] :

u'(x,y) = kiiiuki,ixkiyi = k§o<Xk> {Uk} : (2)
avec

T
<Xk> - <Xk7xk71y7 e 7Xy<717yk> et{uk} - <Uk70, Uk,171, e 7ul,k717 uO,k}

Généralement le point de développement est choisi de telle maniere gleedontaine soit visible.
L'action du laplacien sur la forme (2) donne :

ey = 3 (39) [ () = 5 ) o] {u) ®

A est une matrice &+ 1 lignes ek + 3 colonnes, obtenue en faisant agir le laplacien sur la forme
(2). On substitue (2) et (3) dans (1) et on fait une identification stlk@mdre du monémexX. On obtient
alors a chaque ordie la relation de récurrence (i¢iest considérée comme une constante) :

(e )t} o »

Ainsi nous avons un systeme #e- 1 équations pouk + 3 inconnues. Afin de déterminer le vec-
teur inconnu, nous supposons conn(s 0) et g—;(x, 0). A chaque ordre nous décomposons le vecteur
inconnu en deux :

{uf =[] {v} [ {w}:
{vk}T — (uo,Uc_11) et {Wk}T = (Uk—22,Uk-33, - ,ULk_1,Uok}

La relation de récurrence (4) permet donc d’écrire a chaque ordre k

(5)

{w) :Z) 0 v} ©

En remplacant cette derniére relation dans (5), puis dans (2), on olgiesgmble des polynémes
de degré N au plus, qui sont solutions de 'EDP :

u(xy) = (P(x,y)) {v} (7)

avec
T = {2} (P et (POcy) = (Po(xy), -+ Pu(xy))
e = () ]+ 9700 g
2,

Ainsi il ne reste donc qu’a déterminer le vecteur de variables princigalgsour avoir complétement
u". C’est la derniére étape de la technique et elle consiste en I'applicatimodéions aux limites. On
choisitM points sur le bord du domaine et on minimise la fonction :

13 dru \I12
J(V):EJZIHU (X;) —uj (X))l 9)

Cette minimisation conduit a un systémde = F ou K est une matrice inversible.



2.2 Applications

Pour valider la technique on présente quelques résultats obtenus squdti®is de Laplace et de
Helmholtz.

Probléme de Laplace
On considére I'équation (1) sur un disque avee O :

—~Au=0 dans Q={(xy)/C+y =1}
— (10)
@—méﬁa—wﬁ sur 00

La solution exacte de ce probléme egtx). Cette solution admet une singularité p= [Xo, Yo
Dans [1], une bonne convergence de la technique a été observésegmobléme. Ici nous nous intéres-

sons a l'influence du point de singularité sur la vitesse de convergemcenvergence est mesurée par
I'erreur relative définie par :

U(X) = Uo(X) =

£ _ U —u" )| _ [lu(o) = 5T oUn-iXy™|
" [u)]| Ul

—6— Singularity at [1.2,0.3]
—=8— singularity at [2,0.3]

Loglo(maximal Error)
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FIGURE 1 — P-convergence : probleme de Dirichlet (10) avec deux cas, sgbasitzon de la singularité
Xo= [XOA/O]

La figure 1 présente I'évolution de lI'erreur en fonction du degré, dangas ou la singularité
Xo = [1.2,0.3] est proche du bord du domaine et dans un autre ou elle est plus élgigaé2 0.3]. Dans
les deux cas, on voit qu’il y a une convergence exponentielle avegié ¢f@-convergence), comme pour
la p-version des éléments finis [5]. Néanmoins la convergence estdwgaplus lente si la singularité
est proche du domaine, avec une erreur de 'ordre dé ti@ins ce cas alors qu’elle est de l'ordre de
10-1% avec une singularité e = [2,0.3]. Ceci montre qu'il est intéressant d’évaluer les singularités de
la fonction inconnue pour analyser et éventuellement améliorer la canaggle la série.

Probléme d’Helmholtz

—Au4+u=0 dans Q={(xy)/—1<x<| et 0<y<h}

u(x,0) = u(x,h) =0 (11)

U(HLY) = sin( )

La solution exacte de ce probleme est :



cosh(x. /14 ’;ﬁ)

cosh<| v/ 1+ ’hf)
Dans le tableau 1, on présente le logarithme de I'erreur pour deux lorsgdewstructures diffé-
rentes. On remarque que comme dans le cas du probléme de Laplace orc@nigemence. Mais la

convergence est moins bonne lorsque la structure est plus longdensace cas les couches limites sont
plus marquées.

u(x,y) = sin (%[y) (12)

5 10 15 25 35 45 60
=5 -0.6042 -1.6735 -3.6802 -6.8653 -5.3546 -5.7254 -5.8298
=30 -0.2418 -0.3195 -0.4843 -0.8174 -1.2566 -2.0848 -4.1788

TABLE 1 — Logarithme de I'erreur maximale pour le probléme (11)

Sur la figure 2, les solutions exacte et approchée sont représematdetajongueud = 30. La
convergence est bonne a l'intérieur du domaine et devient mauvaisgilorss’approche du bord. Ceci
fait penser a I'existence d’'un domaine de convergence au dela dacgaltion est mal approchée par
les séries de Taylor. Une maniére de mieux approcher cette solution seragalidre le probleme par
sous domaines [1].

09 Exact solution i
— — — Approximate solution
0.8 §

FIGURE 2 — Solution exacte et approchée du probleme de Helmholtz le long de layligries

3 Analyse de la convergence

Dans cette section on se propose d'étudier la fiabilité de la technique peopbde faire une analyse
des séries obtenues. Les coefficients de ces séries contienneijubdmnt toutes les informations
concernant les propriétés et le comportement de la fonction analytiquehéleey compris dans les zones
éloignées du point a partir duquel on calcule les séries. Dans la littéraaxisti: plusieurs techniques
numériques permettant d’estimer le rayon de convergence avec un nfimiles coefficients. Dans un
premier temps I'étude de la fiabilité de la technique proposée est faite a tnmeeésude de stabilité des
coefficients suivant le degré. Ensuite on passe a I'analyse des sBtégaies, par la détermination des
singularités et du rayon de convergence. Nous introduirons desdeelsrtelles que les diagrammes de
Domb Sykes, le critére d’Hadamard et une technique basée sur un detBarboux.

Afin de pouvoir utiliser ces techniques, nous ramenons nos séries selRbioan 1D, en fixant 'une des
variables.



3.1 Etude de stabilité des coefficients

Il est possible d’extraire un certain nombre d’informations des codifigid’'une série de Taylor
d’une fonction. Mais dans I'algorithme sans maillage étudié, on ne calculepasefficients de Taylor
d’une fonction donnée, et on ne calcule pas non plus les coefficienisyder de la solution d'une
éguation algébriqgue comme dans la méthode asymptotique numérique [7]. Daéthtade proposée,
on calcule des solutions polynomiales de degré élevé en couplant desigsfegylor et une identification
par une technigue de collocation. C’est pourquoi il n’était pas évigieaices polyndmes se comportent
comme des séries de Taylor.

Pour répondre a cette question, nous avons comparé les coefficidragldiede la solution exacte, avec
les coefficients du polynéme obtenu par la technique sans maillage profmttecomparaison a été
faite pour la solution du probleme de Laplace pour lexgas [1.2,0.3], et sur la ligney = 0 (cf table 2)
et pour le cas du probléme de Helmholtz avee5 et sur la ligney = 1.5 (cf table 3).

Collocation N=10 Collocation N=20 Série exacte

Co -0.784266 -0.784313727 -0.784313725
C1 -0.576596 -0.576701274 -0.576701268
C2 -0.391874 -0.392006103 -0.392006091
Cs 0.087762 0.08739559 0.08739570
Cy 0.092167 0.09185160 0.09185170
C10 0.087152 0.08695963 0.08695973

TABLE 2 — Stabilité des coefficients de la série solution du probléme de Laplace iagetasité en
[1.2,0.3]

Collocation N=12 Collocation N=20 Série exacte

Co 3.39510° 3.4667 103 3.4664 103
c1 -5.067 1016 -7.917 1014 0
Co 2.8014 103 2.80235 103 2.80237 10°

3.775837 104  3.775849 10*
1.055508 108  1.055534 108
2.2448 102 0

1.2914 1010 1.2929 1010

Ca 3.6849 104
Ci0 2.030 108

ci1 -6.433 102
C12 -1.844 1012

TABLE 3 — Stabilité des coefficients de la série solution du probleme d’Helmholtz avest =54

On constate que les coefficients de Taylor obtenus par la méthode sans ensolfdgextrémement
précis, a I'exception parfois des derniers. Par exemple a I'didee20, la précision est de 10 pour le
premier coefficienty et elle est encore de 1®pour le coefficient;,. En revanche, on observe certains
écarts sucyg et ¢y dans le cas du tableau 3 pour le probléme de Helmholtz. Néanmoins cette précisio
devrait étre suffisante pour appliquer des techniques classiquedydanles séries.

3.2 Analyse des séries
3.2.1 Diagrammes de Domb Sykes

Les diagrammes de Domb Sykes sont inspirés par le critere de converderia’Alembert. Ce
critére postule que le rayon de convergence d'une série comme défiaileaqulty est la limite du rapport
Cn-1/Cn. Ce calcul parait impossible lorsqu’on ne connait qu'un nombre limité dffideats. Il faut
donc faire une estimation de ce rapport. Domb et Sykes dans [3] montie cagport inversen/cn_1
est une fonction linéaire de/t pourn suffisamment grand.

En effet pour une fonction singuliére de type :



(Xo+x)%, a#£0,1,2,---

f (X) = const
) *{(xoix)ulog(xoix), a=0,12---

les coefficients de sa série entiére vérifient :

C 1 1+a
n —:i:—(l— +

ol T ) (13)

On a tracé sur les figure 3 et 4 les diagrammes de Domb Sykes pour degdadmie seule variable
déduites de la solution numérique de I'’équation (10). Sur la figure 3, iitglada fonctionu(x,x) (i.e.
dans la directiomt/4), et sur la figure 4 de la fonction— u(rcos, rsinB) avecd = arctg(yo/xo) (i.e. dans
la direction de la singularito, yo]). On constate que I'estimation (13) n’est valable que dans la direction
de la singularité. Ceci suggére que le diagramme de Domb Sykes permeéhdidss directions dans
lesquelles il y a une singularité. D’autres tests ont été effectués daas eedans d’autres, qui montrent
que le diagramme de Domb Sykes des fonctiors u(rco,rsind) permet de trouver les directions
dans lesquelles il peut y avoir une singularité.
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FIGURE 4 — Diagramme de Domb Sykes
pour I'équation de Laplace dans la direction

arctargyo/xo)

FIGURE 3 — Diagramme de Domb Sykes pour
I'équation de Laplace dans la directiop4

3.3 Critere de Darboux

Ici on utilise une technigue présentée dans [4] par Hunter et GueEiemtilisant un résultat clas-
sigue de Darboux, ils ont montré que les coefficients de Tayune fonction admettant une singularité
enxo de type(x—xp) Y vérifient :

i+v—-1 -3
cixo—ch:O(l ) (14)

En écrivant la relation (14) pour deux ordres succes$®fs — 1, et en négligeant les termes ©0)

on obtient :

18 -9%t_pg
Xo Ci—1 C-2 (15)
v=iJ Xo—i+1

Ci—1

Cette derniére relation est donc une estimation de la singularité et de sergcide aux coefficients
d’indice fini. Cette estimation du rayon de convergence sera comparééeae d’Hadamard qui postule
que : " le rayon de convergence d’une séfia x" estR = 1/L avecL = limsup]|an||*/" ".



Degré (N) Singularité Darboux Singularité Domb Sykes Critére d’'Hadamar®arboux

15 1.2401085 1.2374733 1.2395022 1.031941
20 1.2365621 1.2368829 1.2388032 0.994812
30 1.2369345 1.2369319 1.2381821 1.0000623
35 1.2369336 1.2369318 1.2380034 1.000050
40 1.2369317 1.2369316 1.2378693 1.0000013

TABLE 4 — Position et ordre de singularité poyr= [1.2,0.3]

Les tableaux 4 et 5 présentent la position de singularité par le critére éeDard’Hadamard et
de Domb Sykes, ainsi que I'ordre de singularité obtenu par la technigDard®ux. Ces tableaux sont
construits dans la direction de la singularité. On constate que ces trois teehmignnent une assez
bonne estimation de la position de singularité.

Degré (N) Singularité Darboux Singularité Domb Sykes Critére d’Hadamardarboux

15 2.0223748 2.0223748 2.0238753 1.00000007
20 2.0223748 2.0223748 2.0235001 0.999999
30 2.0223777 2.0223749 2.0231249 1.000041
35 2.0222251 2.0223719 2.0230178 0.997459
40 2.0230693 2.0224055 2.0229383 1.01312

TABLE 5 — Position et ordre de singularité pogr= [2,0.3]

O L L L L L L L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

1/n

FIGURE 5 — Technique de Darboux dans la directiof'2

Comme dans le cas des diagrammes de Domb Sykes, on constate une matirzaseresiu rayon
de convergence par la technique de Darboux lorsqu’on s’éloignedietztion de singularité (figure 5).
Dans ces directions, la valeD(i) de la relation (15) varie treés fortement lorsqu’on passe d’un ordre a un
autre. Il devient donc nécessaire de définir un test de fiabilité qui peande déterminer la direction de
singularité et par suite sa position et son ordre. Compte tenu des résulatabtans le tableau 4 et sur
la figure 5, nous estimons que la différence important®@d¢ entre deux ordres successifs est un test
fiable pour détecter les directions dans lesquelles on a une bonne estimatayod de convergence.
La direction de singularité est telle que pour chaque dxtom a :

D(N)

———1|| <L¢

7



ou € est un nombre réel trés petit choisi. Ce test de fiabilité donne un intervaliesd#ion sur lequel
on a une bonne estimation de la position de singularité et de son ordre.

Nous avons aussi utilisé la technique des approximants de Padé poteidégesingularités. Contrai-
rement aux autres techniques, le point de singularité apparait danddssded’approximant de Padé
guelle que soit la direction choisie. Malgré tout, ce pole reste difficile & extdains les cas ou la struc-
ture de la solution analytique est inconnue. Ceci a cause de la présantesipdles stables qui sont
connus sous le nom de défauts par les spécialistes d’approximantsée Pad

4 Conclusion

Une méthode sans maillage a été proposée en se basant sur I'approximdtagodeDes applica-
tions faites sur les problémes de Laplace et d’Helmholtz ont montré que lagaelsonverge bien et
gu’on a une p-convergence. Néanmoins la vitesse de converggmerdd@rtement du rayon de conver-
gence des séries et de la position et de la nature des singularités detlanfat@rchée. Plusieurs
techniques d’'analyse de séries ont été utilisées afin d’avoir une idée=@mportement asymptotique
des séries obtenues.

Cette derniére étude nous donne des informations trés utiles. En effet|' estanation du rayon de
convergence, I'on pourra décider ou non de traiter le probleme sunigneidomaine ou sur plusieurs
sous domaines. La connaissance des points de singularités est afagseuntres important pour I'in-
troduction des techniques d’accélérations de convergence.
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