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Résumé — Le concept de sensibilité topologique quantifie la perturbation induite à une fonction coût

donnée lors de l’introduction d’un défaut infinitésimal dans un domaine sain de référence, et peut être uti-

lisé pour définir une fonction indicatrice de défauts. Cette communication présente une extension de cette

notion à l’identification 3D de fissures dans des solides homogènes ainsi qu’à l’interface de bimatériaux.

Des simulations numériques élastodynamiques 3D montreront que cette formulation nouvelle permet

une identification simple et fiable des emplacements et des orientations locales des fissures recherchées.

Mots clés — Sensibilité Topologique, Identification, Fissures.

1 Introduction

L’identification dynamique de fissures enfouies dans des solides est un problème inverse intervenant

dans de nombreuses applications comme le contrôle non destructif ou l’imagerie sismique. Depuis une

vingtaine d’années les théories mathématiques en diffraction inverse ont évolué vers le développement

de méthodes qualitatives et non itératives [1] qui visent à construire des fonctions indicatrices des dé-

fauts recherchés. Les principales approches pertinentes pour le problème étudié incluent la méthode de

linear sampling [2, 3] et le concept de sensibilité topologique considéré ici. Ce dernier a été initialement

introduit pour l’optimisation topologique des structures [4], puis a été utilisé pour construire des fonc-

tions indicatrices de défauts enfouis [5]. Cette approche est à rapprocher des méthodes asymptotiques

[6] utilisées pour résoudre des problèmes de diffraction dans la limite d’un petit défaut.

L’analyse de sensibilité topologique a récemment été étendue à des problèmes d’identification en

dynamique transitoire [7, 8]. D’autre part, seulement un nombre limité d’études a concerné son utilisation

pour la reconstruction de fissures [9, 10, 11]. Ainsi, cette communication est dédiée à l’identification de

fissures dans des solides élastiques 3D utilisant l’approche par sensibilité topologique dans le domaine

temporel, et elle constitue, à notre connaissance, la première étude en ce sens.

Considérons un problème d’identification de fissures où le domaine homogène élastique linéaire de

référence Ω (caractérisé par sa masse volumique ρ et son tenseur d’élasticité C ) de frontière S et initiale-

ment au repos au temps t = 0, contenant une (ou plusieurs) fissure(s) Γtrue, est sollicité dynamiquement

par des efforts appliqués sur S (d’autres configurations pouvant aussi être considérées avec des adapta-

tions mineures). L’excitation engendre un champ de déplacement élastodynamique u (le champ libre)

dans le domaine (sain) Ω de référence et, considérant une fissure test Γ, un champ uΓ dans le domaine

fissuré ΩΓ =Ω\Γ.

Le problème d’imagerie considéré postule l’accès à données surabondantes sur S sous la forme d’une

mesure (potentiellement bruitée) uobs sur une surface Sobs ⊂ SN et durant un intervalle de temps [0,T ]
du champ uΓtrue

. Les différences topologiques entre une configuration test Ω\Γ et la configuration réelle

Ω\Γtrue sont évaluées par une fonction coût J

J(ΩΓ)=
Z T

0

Z

Sobs

ϕ[uΓ,ξ, t]dSξ dt, (1)

où la densité ϕ mesure typiquement un écart aux sens des moindres carrés

ϕ[w,ξ, t] = 1
2
‖w−uobs(ξ, t)‖2. (2)
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2 Sensibilité topologique élastique

La sensibilité topologique de la fonction coût (1) est ici définie comme sa sensibilité à la créa-

tion d’une fissure infinitésimale de taille caractéristique a > 0 en un point donné z ∈Ω et définie par

Γa(z) = z +aΓ̄ où la surface ouverte normalisée Γ̄ contient l’origine et décrit la forme de la fissure em-

ployée (par exemple Γ̄ est un disque unitaire pour une fissure circulaire plane). Le domaine fissuré test

correspondant est noté Ωa,z. Classiquement (voir [12]), on caractérise le comportement asymptotique de

J(Ωa,z) lorsque a → 0 par le développement :

J(Ωa,z) =
a→0

J(Ω,T )+η(a)T(z, Γ̄)+o(η(a)) (3)

où la fonction η (à déterminer) s’annule dans la limite a → 0 et la sensibilité topologique T dépend du

point z choisi et de la durée T de l’expérience.

Le chargement dynamique appliqué à Ωa,z induit un champ de déplacement ua,z pouvant être dé-

composé comme ua,z = u+va,z où le champ libre u est la réponse du domaine de référence Ω tandis

que le champ diffracté va,z est gouverné par le problème

div [C :∇va,z] = ρv̈a,z in Ωa,z×[0;T ]

t±[va,z
±] = −t±[u] on Γ±

a,z×[0;T ]

t[va,z] = 0 on SN×[0;T ]

va,z = 0 on SD×[0;T ]

v̇a,z(ξ,0) = 0 in Ωa,z

va,z(ξ,0) = 0 in Ωa,z,

(4)

où les deux faces Γ±
a,z de la fissure supportent des déplacements va,z

±, et le vecteur contrainte est défini

par t[w] = (C :∇w)·n = σ[w]·n (resp. t±[w±] = σ[w±]·n±) au moyen de la normale extérieure n sur

S (resp. n± on Γ±
a,z).

En développant la fonction coût (1) autour de ua,z =u au premier ordre en va,z =ua,z−u, le champ

diffracté vérifiant dans la limite d’une fissure infinitésimale lima→0 ‖va,z‖= 0, la sensibilité topologique

T(z, Γ̄) ainsi que le comportement asymptotique dominant η(a) = o(‖va,z‖L2(Sobs)) représentés dans

l’équation (3) peuvent être trouvés par identification avec

Z T

0

Z

Sobs

∂uϕ[u,ξ, t]·va,z(ξ, t)dSξ dt =η(a)T(z, Γ̄)+o(η(a)). (5)

Une formulation par champ adjoint repose alors sur l’identification de l’intégrale figurant dans (5)

comme l’un des termes apparaissant dans l’identité de réciprocité reliant les deux solutions élastodyna-

miques suivantes : i) champ diffracté va,z et ii) champ adjoint û solution du problème suivant [7, 13]

div [C :∇û] = ρ ¨̂u in Ω×[0;T ]

t[û](·, t) = ∂uϕ[u, ·,T − t] on Sobs×[0;T ]

t[û] = 0 on SN\Sobs×[0;T ]

û = 0 on SD×[0;T ]

˙̂u(ξ,0) = 0 in Ω

û(ξ,0) = 0 in Ω.

(6)

Ainsi, après développement, (5) peut être réécrit comme

Z T

0

Z

Γa,z

t[û](ξ,T − t) ·∆va,z(ξ, t)dSξ dt =η(a)T(z, Γ̄)+o(η(a)), (7)

où ∆va,z =va,z
+−va,z

− représente le déplacement d’ouverture de fissure, le vecteur contrainte t[û] est

défini sur Γa,z au moyen de la normale unitaire n=n−, et en ayant utilisé les conditions à la frontière

dans les problèmes (4) et (6) ainsi que la continuité du champ de déplacement adjoint û à travers Γa,z.

Sensibilité topologique. La détermination de T(z, Γ̄) et η(a) dans (7) requiert maintenant la caracté-

risation du comportement asymptotique dominant le déplacement relatif ∆va,z lorsque a → 0, une étape

cruciale qui n’est pas décrite ici par brièveté. Ces termes sont finalement trouvés comment étant égaux à

T(z, Γ̄) =
[

σ[u]⋆
(

A(Γ̄) :σ[û]
)]

(z,T ) , η(a) = a3, (8)

en termes des solutions libre et adjointe u, û et du tenseur de polarisation du 4eme ordre A(Γ̄) donné par

Ai jkl(Γ̄) =
Z

Γ̄
∆V

i j
k (ξ̄)nl(ξ̄)dSξ̄. (9)
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Dans l’équation (9), ξ̄ représente le vecteur position adimensionné défini par ξ = z+aξ̄ et les fonctions

vectorielles ∆V i j sont solutions de l’équation intégrale

−
Z

Γ̄

[

n(x̄)·C ·Σ∞(ξ̄−x̄)
]

·:D∆V i j(ξ̄)dSξ̄ =
1

2

(

ei⊗e j +e j⊗ei

)

·n(x̄) (x̄ ∈ Γ̄) (10)

(où Σ∞(r) est la solution fondamentale elastostatique dans R3 (Kelvin), w 7→ Dw = ∇w⊗n−n⊗∇w

définit un opérateur différentiel tangentiel tensoriel et −
R

indique une intégrale en valeur principale de

Cauchy) qui peut être identifiée [14] comme régissant le problème élastostatique extérieur pour la fissure

normalisée Γ̄ contenue dans un domaine élastique infini et soumise sur ses faces à un chargement t± =
−1

2

(

ei⊗e j +e j⊗ei

)

·n±(x̄). Il peut alors être démontré que A possède la symétrie majeure.

Une expression synthétique de A peut alors être obtenue dans le cas d’une fissure circulaire plane,

pour laquelle Γ̄ est un disque unitaire de normale n, sous la forme

A =
8(1−ν)

3µ(2−ν)
n⊗

(

2I −νn⊗n
)

⊗n. (11)

3 Reconstruction de fissures : mise en œuvre

Puisque T(z, Γ̄) quantifie la sensibilité de la fonction coût considérée J à la création d’une fissure

infinitésimale en un point z du milieu de référence, il est naturel de considérer z 7→ T(z, Γ̄) comme

une possible fonction indicatrice de fissures. Cette approche heuristique consiste à rechercher la (ou les)

fissure(s) réelle(s) aux points z où T atteint ses valeurs négatives extrémales (c’est-à-dire là où la création

d’une fissure test infinitésimale minimisera l’écart entre prédiction et mesures réelles). Dans le reste de

cette communication A sera considéré comme étant donné par (11), de sorte qu’on ait T(z, Γ̄) = T(z,n).
Le calcul de T(·,n) utilisant (8) entraîne l’évaluation d’une intégrale de convolution temporelle qui

requiert le stockage de l’ensemble des champs libre et adjoint calculés sur l’intervalle de temps considéré.

Pour limiter à un temps aussi court que possible la mise en mémoire associée, il peut être utile de réécrire

T(z,n) sous la forme équivalente suivante

T(z,n) = Π(z) ::A(n), (12)

où le tenseur du 4eme ordre Π(z) est défini par

Π(z)=
Z T

0

1

2
{σ[û](z,T−t)⊗σ[u](z, t)+σ[u](z, t)⊗σ[û](z,T−t)} dt.

L’avantage numérique de l’utilisation de l’équation (12) plutôt que (8a) se manifeste lors de l’évalua-

tion du champ Π(z) immédiatement après avoir résolu les problèmes aux limites des champs libre et

adjoint, après quoi les solutions correspondantes peuvent être abandonnées. Ce traitement possède deux

avantages principaux. D’une part, lorsque la fonction coût employée synthétise additivement plusieurs

expériences, pour lesquelles chaque tenseur Πm(z) associé à l’expérience m peut être calculé séquen-

tiellement, alors la sensibilité topologique est donnée par

T(z,n) =
{

∑
m

Πm(z)
}

::A(n).

D’autre part, Π(z) ne dépendant pas de n, ce traitement simplifie la prise en compte des différentes

orientations possibles en chaque point z et minimise les coûts de calcul associés.

Une caractéristique importante des fissures recherchées sont leurs orientations, qui ne sont usuelle-

ment pas connues a priori. Conformément à l’approche heuristique décrite, il est naturel de chercher

l’orientation minimisant T(z,n) en un point z donné. Par conséquent, on peut définir pour z ∈ Ω

T
opt(z) = min

n

T(z,n). (13)

Finalement, afin de ne retenir que les point z ∈ Ω où Topt prend des valeurs (négatives) minimales, en

notant Tmin = minz∈Ω Topt(z), une version seuillée Tλ de Topt est définie par

Tλ(z) =

{

T
opt(z) si T

opt(z) 6 λT
min

0 si T
opt(z) > λT

min
(14)
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(où λ>0 est la valeur du seuil retenue avec l’hypothèse implicite Tmin <0). Enfin, une normale optimale

moyenne n
opt

λ en un point z donné est définie par

n
opt

λ (z) =
Z

n|T(z,n)<λTmin
ndSξ̄.

4 Exemples numériques

Des expériences numériques sont maintenant présentées pour évaluer la qualité de la reconstruction

fournie par la sensibilité topologique. En utilisant un code éléments finis conventionnel (Cast3m), des

données synthétiques sont produites pour différents maillages contenant des fissures et les sensibilités

topologiques associées à des fonctions coûts aux moindres carrés (1), (2) sont calculées.

Les solutions élastodynamiques libre et adjointe sont calculées sur des maillages utilisant des élé-

ments tétraèdriques isoparamétriques à quatre nœuds associés à des fonctions de formes linéaires et en

employant l’algorithme de Newmark inconditionnellement stable avec des paramètres β = 1/4, γ = 1/2

[15]. Des versions de (1) et (8) discrétisées en temps et en espace sont alors employées en utilisant le

tenseur de polarisation (11).

Le domaine de référence Ω choisi pour cet exemple est une coque cylindrique allongée avec des

rayons intérieur et extérieur Ri = 0.9, Re = 1 et une hauteur H = 4 discrétisée en 40650 nœuds. On

définit SN = ∂Ω et SD = /0, et la surface d’observation est Sobs = {r = 1, 0 < z < 4}. Les paramètres

matériaux sont tels que cS =
√

µ/ρ = 1 (vitesse unitaire des ondes de cisaillement), avec ν = 0.3. Une

fissure hélicoïdale, débouchante sur la surface intérieure de la coque, est centrée en x⋆ dans un système

de coordonnées cylindriques (r,θ,z) et paramétrée par des longueurs fixées h et l et un angle orienté α

variable (Fig. 2) à identifier.

FIG. 1: Coque cylindrique fissurée : modèle et notations

La première configuration étudiée contient une fissure unique centrée sur x⋆ = (0.945,0,1.75) et

caractérisée par h = 0.5 et l = 0.09. Des données synthétiques sont produites en utilisant une expé-

rience unique de durée T = 8 pendant laquelle un chargement spatiallement uniforme défini par t(ξ, t)=
(−sinθe1+cosθe2+e3)g(t,1,0.3), est imposé sur la surface {r = 1,(θ,z)∈ [0,2π]×[3.9,4]} (où t 7→
g(t;m,d) représente la fonction de Gauss de moyenne m et d’écart type d). Les résultats numériques sont

présentés en figures 2a,b (champ de sensibilité topologique) et 3 (champs de normales estimé).

Une deuxième configuration contenant deux fissures centrées sur x⋆
1 = (0.945,0,1.25) et x⋆

2 =
(0.945,7π/9,3) et respectivement caractérisées par des angles α1 = π/2, α2 =−π/4, et des longueurs

h = 0.5, l = 0.09, est ensuite étudiée en utilisant une expérience (simulée) unique. Le chargement et la

durée T sont identiques à ceux utilisés dans le cas précédent d’une seule fissure. Les résultats numériques

sont présentés en figures 2c (champ de sensibilité topologique) et 4 (champs de normales estimé).

5 Extension aux fissures d’interface

L’approche précédente est maintenant étendue à l’identification de fissures d’interface dans un bi-

matériaux telles qu’elles apparaissent dans un grand nombre d’applications : fissures de délamination

dans les matériaux composites résultant d’un comportement en fatigue des laminés ou décollement aux
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(a) α = π/4 (b) α = π/2 (c) α1 =π/2, α2 =−π/4

FIG. 2: Champ T0 : (a,b) fissure unique ; (c) deux fissures

(a) α = π/4,λ = 0.8 (b) α = π/2,λ = 0.75

FIG. 3: Identification d’une fissure unique : champ de normales nmin
λ

(a) Fissure 1 (b) Fissure 2

FIG. 4: Identification de deux fissures : champ de normales nmin
0.65

interfaces matrice-matrice et fibre-matrice. Dans ce contexte, le domaine de référence Ω considéré est

constitué de deux sous domaines homogènes élastiques linéaires Ω± tels que Ω = Ω+∪Ω− et caractéri-

sés par les masses volumiques correspondantes ρ±, ainsi que modules de cisaillement µ± et coefficients

de Poisson ν±. De plus Sint = ∂Ω+∩∂Ω− représente l’interface des deux sous domaines dont l’emplace-

ment est en général connu a priori dans les applications mentionnées, et qui contient une (ou plusieurs)

fissure(s) Γtrue à identifier. L’expression (8) de sensibilité topologique reste valable et le tenseur de po-

larisation A
± correspondant est défini par une intégrale analogue à (9) pour le domaine bimatériaux. Ce

tenseur de polarisation peut encore être exprimé de façon synthétique lorsque Γ̄ est une fissure circulaire

plane, en utilisant une solution analytique donnée dans [16]. Il se réduit alors à forme suivante :

A
± =

8

3
Λ±n⊗

{

2I+
(α−δ)πκ(1+κ2)−β

β
n⊗n

}

⊗n,
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FIG. 5: Domaine bimatériaux fissuré

(a) x
true =(0.5, 0.5, 0.2), R=0.1 (b) x

true
1 = (0.3,0.5,0.2), R1 = 0.1,

x
true
2 =(0.7,1.7,0.2), R2 =0.125

FIG. 6: Champ T0 sur Sint

en termes de paramètres matériaux donnés par

α =
1−ν+

2πµ+
+

1−ν−

2πµ−
, β =

1−2ν+

4πµ+
−

1−2ν−

4πµ−
,

γ =
ν+

2πµ+
+

ν−

2πµ−
, κ =

1

2π
log

(

α+β

α−β

)

,

δ =
αγ+β2

α+ γ
, Λ± =

π2κ(1+κ2)(α2−β2)

(α−δ)πκ(1+κ2)+β
.

En utilisant le contexte éléments finis décrit Section 4, nous considérons les cas d’une et de deux

fissures circulaires dans un domaine bimatériaux parallélépipèdique Ω = {ξ ∈ [0,1]× [0,2]× [0,0.4]}
où Sint se situe dans le plan ξ3 = 0.2 et caractérisé par des paramètres matériaux ν+ = ν− = 0.3, µ+ =
2µ− =7.7 et ρ+ =2ρ− =10, avec un chargement uniforme spatiallement en compression t[uΓ⋆ ](ξ, t) =
−g(t,0.5,0.3)e3 imposé sur la face supérieure. Sint est supposée a priori connue et pouvant contenir une

(ou plusieurs) fissure(s), de sortes que le champ de sensibilité topologique donné par (13) est utilisé avec

nopt(z,T ) = e3. La Figure 6 représente à l’interface Sint sa version seuillée (14).

6 Conclusion

La méthode de sensibilité topologique proposée est une approche globale, non itérative et qualita-

tive pour l’identification élastodynamique de fissures. La formulation par champ adjoint employée, qui

requiert seulement le calcul de deux solutions du problème direct (à savoir les champs libre et adjoint

définis sur la configuration saine de référence), est performante numériquement en comparaison des
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méthodes de minimisation itératives. La fonction indicatrice proposée est de nature globale puisqu’elle

permet de trouver l’emplacement de plusieurs fissures sans information a priori sur leur nombre. Sur la

base de l’interprétation heuristique de la dérivée topologique de la fonction coût considérée, l’utilisation

d’expressions synthétiques de tenseurs de polarisation correspondants à l’emploi de fissures infinitési-

males circulaires planes dans l’analyse asymptotique, permet la reconstruction qualitative de fissures en

termes d’emplacement et d’orientation locale. Finalement, la mise en œuvre de la méthode dans un code

éléments finis classique illustre la simplicité et la souplesse de cette approche.
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