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Résumé—

Le comportement dynamique non-trivial d’'une simple chafie®oatomique linéairement élastiques est homo-
généisé/continualisé en tenant compte de ses propriégsrdives. Celles-ci sont peu ou mal connues et violent
I'interprétation de causalité d’Einstein dans le cas d’'omdine non-borné. Nous démontrons que ce comporte-
ment “granulaire” peut-étre interprété, dans différemwslélisations continues, par la présence de pseudo-forces
inertielles post-newtoniennes ignorées des couplagegmnguaes multi-échelles qui se fondent sur une hypothé-
tique décomposition hamiltonienne des énergies.

Mots clés— dynamique de structures élastiques discrétes, modeéles-qoatinues/homogénéisation, forces iner-
tielles.

1 Résumé

Avec la miniaturisation des dispositifs d’'ingénierie etgeécision croissante des instruments de mesures,
'usage de méthodes numériques multi-échelles couplahumiélisations continues —éventuellement généra-
lisées — et atomistiques est de plus en plus nécessaire @oadirercompte et justifier le micro-comportement
des structures élastiques. Le comportement dynamiqudrdesuses discrétes, méme simples, est en réalité déja
trés complexe en régime linéaire en raison de la présenceutiple échelles de temps et de longueurs internes
[2, 4, 8]. Pour les structures discretes assimilables aéssaux atomiques, cette complexité est incorporée dans
des relations de dispersion des phonons hautement naddsiybien connues pour certaines. Pour décrire le com-
portement effectif de telles structures & une échelle nsaopques, de nombreuses approches numériques (FEM,
XFEM, Discrete Galerkin Method, SPH, Quasicontinuum Methetc.) se basent naivement sur la théorie des
millieux continus élastique classique qui est non-digger©Or, celle-ci ne donne qu’'une description tres limitée
du comportement singulier de la structure microscopigserdie, vue qu’elle n’est supposée traiter que les ondes
longues et a basses fréquences. Ainsi, de nombreux effgsgoles importants (tels que les micro-instabilités, les
oscillations non-compatibles avec I'hypothése monocheompinu, les lacunes acoustiques, la dispersion, I'amor-
tissement structural et la localisation de mode de vibnatdc.) lui échappent. Tous ces phénoménes ne sont pas
pertinents en effet pour les structures de taille macrdgoepmais deviennent en réalité dominant a I'échelle des
microstructures considérées.

Dans le but de fournir une illustration théorique pouvantisede modéle de comparaison pour de futurs
développements de modeéles continus généralisés et de dméthamériques de couplages multi-échelles et/ou
multi-modéles [13], nous re-analysons et traduisons enétesdquasi-)continus le comportement dynamique
non-trivial d’'une simple chaine monoatomique linéairetrédastique. Ce modéle académique possede certaines
propriétés dispersives/dynamiques (violant méme I'pri&tation de causalité d’Einstein dans le cas d’'un domaine
non-borné, selon les critéres dans [1, 11]) qui sont peu ducoraues dans la littérature. A la différence des
précédentes analyses [2, 6, 8, 9, 10, 11, 15], la n6tre reposene utilisation précise des outils mathématiques
d’analyses (spectrales de Fourier et Laplace, compleresalistributions tempérées) des milieux continues. Notre
analyse compléte de la solution discréte, de sa réponsdsiopoelle et de ses propriétés spatio-temporelles et
spectrales montre, en particulier, que deux formulatidimedfpolations continues exactes sont possibles. L'une
correspond au quasi-continuum d’Eringen et de Kunin (EBAJ] qui, basée sur les fonctions d’interpolation de
Whittaker-Shannon-Kotel'nikov, n’est valable que pous d®maines non-bornés; l'autre est basée sur une ap-
proximation spectrale multi-polaire faible (WMPA, qui estmparable a une approximation de Padé multi-points)
développée dans [4]. En termes de couplage numérique [124136], la premiére méthode de continualisation
peut étre classée dans la catégorie des méthodologiessauppexistence d’'une énergie lagrangienne, et la se-
conde dans la catégorie basée sur les efforts (et les poessairtuelles). Toutes deux font intervenir cependant
différentes échelles de longueurs ou de temps non-areirdiées aux propriétés dispersives et d’attenuation-str
turelles des interactions atomiques. Pour un domaine oomél{qui est assimilable & un domaine énergétiquement
ouvert), le champ de déplacement du modele générique testraterpolable, selon la WMPA, en superposant
deux contributions cinématiques : I'une, dite grossiecgrespond a la solution de la EKA (cf. figure 1(a)) qui,



pour les temps croissants, converge vers la solution giassie la théorie des milieux continus élastiques ; I'autre,
dite corrective, (cf. figure 1(c)) a pour effet de restreetérs oscillations du premier champ (cf. figure 1(b)) en
s’annulant pour les temps croissants. Nous montrons &au#rt qu’'une amélioration de I'approximation de la
théorie de I'élasticité classique est possible en prenamoepte artificiellement la simultanéité de la réponse
atomique, associée a la violation de la causalité d’Einsféous démontrons que ce comportement non-trivial
peut-étre interprété dans une modélisation continue pprdaence de forces inertielles et pseudo-dissipatives
post-newtoniennes ignorées par certaines méthodes deageupmérique multi-échelle.

FIGURE 1 — a)La pseudo-réponse impulsionnellgps,t) de la EKA(gauchg; b) la réponse impulsionnelle
G(s,t) de la WMPA(centre ; c) leur différence Gs(s,t) — G(s,t) (droite).
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