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Résumé— Le comportement dynamique non-trivial d’'une simple ckaimonoatomique linéairement élastique
est homogénéisé/continualisé en tenant compte de sesgtéspispersives. Celles-ci sont peu ou mal connues et
violent l'interprétation de causalité d’Einstein dansées c’'un domaine non-borné. Nous démontrons que ce com-
portement “granulaire” peut-étre interprété, dans déffées modélisations continues, par la présence de pseudo-
forces inertielles post-newtoniennes ignorées des cgaplaumériques multi-échelles qui se fondent sur une
hypothétique décomposition hamiltonienne des énergies.

Mots clés— dynamique de structures élastiques discrétes, modéles-qaatinues/homogénéisation, forces iner-
tielles.

1 Introduction

Avec la miniaturisation des dispositifs d’'ingénierie etgeécision croissante des instruments de mesures,
'usage de méthodes numériques multi-échelles couplanhumiélisations continues —éventuellement généra-
lisées — et atomistiques est de plus en plus nécessaire @oadirercompte et justifier le micro-comportement
des structures élastiques. Le comportement dynamiqudrdesuses discrétes, méme simples, est en réalité déja
trés complexe en régime linéaire en raison de la présenceautiple échelles de temps et de longueurs internes
[4, 6, 13]. Pour les structures discrétes assimilables aédesux atomiques, cette complexité est incorporée dans
des relations de dispersion des phonons hautement nadédsiybien connues pour certaines. Pour décrire le com-
portement effectif de telles structures a une échelle nsaopque, de nombreuses approches numériques (FEM,
XFEM, Discrete Galerkin Method, SPH, Quasicontinuum MettH8ridging Scale Method, etc.) se basent naive-
ment sur la théorie des millieux continus élastique classigui est non-dispersive. Or, celle-ci ne donne qu’une
description trés limitée du comportement singulier de factire microscopique discréte, vue qu’elle n’est sup-
posée traiter que les ondes de déformation longues et asbiaégaences. Ainsi, de nombreux effets physiques
importants (tels que les micro-instabilités [5], les datibns non-compatibles avec I'hypothése “monochamp
continu”, les lacunes acoustiques, la dispersion, I'aisggtment structural et la localisation de mode de vibra-
tion [4, 14], etc.) lui échappent. Tous ces phénomeénes nepsarpertinents en effet pour les structures de taille
macroscopique, mais deviennent en réalité dominant adlcties microstructures considérées.
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FIGURE 1 —La chaine monoatomique et son chargement.

Dans le but de fournir une illustration analytique pouvants de modéle de comparaison pour de futurs déve-
loppements de modéles continus généralisés et de méthoaesiques de couplages multi-échelles et/ou multi-
modeles [20], cette communication présente succintenmmennouvelle analyse de la question dddhtification
(quasi-)continudu comportement dynamique non-trivial d'modele discretsimple” (cf. Fig 1). Historiquement,
ce modeéle a notamment inspirée les travaux d’lsaac Newtangmm calcul de la vitesse du son dans I'air ainsi
que Jean (I) et Daniel Bernoulli pour le développement daboaés de résolution des systémes vibrant [4, 14]. Il
s’agit d'une chaine monoatomique linéairement élastigidans laquelle les atomes n’ont que des déplacements
{uk(t) }kez longitudinales (ou sinon transverses a la chaine) a pariews positions d’équilibre respectives. Par
soucis de clarté dans cette étude les collisions sont iteerelt chaque atormec 7Z est considéré initialement au
repos,i.e. sans déplacement initial et sans vitesse initiale ; en phssrteractions avec ses plus proches voisins,
il est également soumis & une force extérieafigt), nulle pour des instants< 0, suivant I'axe de mouvement
autorisé ; sa dynamique est alors régie par

a
pDZU = —

. [Ugr1 + U1 — 2ui] + fic pour (k t) € Z x w,R* . (1)



Cette expression fait intervenir I'opératédrde dérivée particulaire par rapport au ternpsdifférentes constantes :
une longueur > 0 d’échelle de référence; la magse de chaque atome, définie avec une densité massique li-

néiquep > 0; la raideur élastiqguea des ressorts de masse nulle, et définie avec le module ékagti 0. De

ces constantes sont identifiés un temps = def a[ = 2 et une vitesse def \/% de propagation d’onde, qui

sont caractéristiques selon le point de vue macroscopiglithdmogénéisation” classique basée sur les grandes
longueurs d’ondes de déformation.

2 Mouvement du systeme

2.1 Caractérisation spectrale

La résolution de I'Eq.(1) peut étre obtenue & I'aide de Iagfarmée temporelle de Laplace et des transformée
spatiale de Fourier discrete. La premiére transforméeé&stie dans le plan complexe.C comme

= /Ooo)“/(t)eimdt ,Om(w) < -0y <0, )

ou une constante suffisamment gradgest prise pour assurer I'existence de I'intégrale(-) et Om(-) désignent
ici respectivement les parties réelle et imaginaire desleombres complexes en argumeingst la détermination
principale du nombre imaginaire donnaht= —1. Pour la seconde transformée, nous écrivons dans le ptan co
plexea 1C

—ikA def

ez =y =a ¥ we ", M eKE [~mamal, (3)
kez

au sens des distributions tempérées sur la premiére zoneillteiiB K du sous-espace (spectrale) réciproque

a 1R. Les précédentes transformées (2) et (3) ont respectiigroanformules d’inversion

~ . 1 priwpte it . .
Y(w) = J(t) = Z_{/ Y(w)e dw,Vwy, > op >0, pourt € w, "R, (4a)
—ioy—eo
/a
YA = = i/ y(A)e 'kxad)\ , pourk € Z; (4b)
21/ 1ya

ces intégrales étant définies au sense de la valeur priaapaCauchy.
L'application combinée des transformées (2) et (3) sur.(Edfournit alors

PN, w)u(A,w) = f(A\,w), (5)

avec, pour caractériser entierement les propriétés mfiwesielasto-dynamiques du systéme matériel discret, la
fonction holomorphe de deux variables complexes

oA w) L ple?siP(Aa/2) —u?] , V(A w) € a 1T x 0,.C (6a)
—pe? ] [17%] , pourm#Oetmgcd—ef]fw,fo)*]u[m*,oo[
= e Zq(w) (Gb)
o 2 A2 72 _ '
aA q|;|1 [1- qu(O)] ,  pourw=0

Pourw € w,R, I'équation®(A,w) = 0 définit les courbes de dispersion [4] que les racines desrisations
polynomiales de Weierstrass d€A, w) en (6b) décrivent, ces racines étant définies poarw.C \ ¢ selon [7]
Aog(w) =Ao(w) +2qm/a ,  Azgi1(w) = —Azg(w)
Ao(w) = def 2o g( - % —2ig/1- %) , avec|Oe(Ao)la< .

2.2 Réponse spatio-temporelle du systeme

Le modéle académique considéré posseéde certaines péspdiépersives/dynamiques qui sont peu ou mal
connues dans la littérature. Celles-ci sont exposées darikdt s’expriment dans la solution formelle de I'Eq.(1),

()
k t,t dtf G k t—t df 7
sz/ P2, pgz/ K P)a. ) p "

via la solution fondamentale impulsionnelle (ou encorecfimm de Green dynamique) qui est interpolée pour
(s;t) € aR x w; 'R par la fonction suivante

: s -2
G(s;t) dzefi(t){/owwdu}—sinﬂsmm) /+ Ln(wft)dwr} (8)

T oy /1_% (2N o _1
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ou encore plus simplement par la suivante

def a asin(w.tsin(Aa/2)) cogAs)
=H A.
Cr(s) (t)/o w, sin(Aa/2) Tt d ©
. P . f o , sit<0
Ces fonctions sont définies avec celle de Heavisitie 5 , et les longueuré, (w)
1, sit>0
Lz(ioo) def cost <12§*> e[om , pourwe [—w,, w];

2
14+ |(J0| g_ 1 >0 , pourw e UJ*IR\[_(’*)*)O‘)*]’

{1 (w) w? W | w2
qui caractérisent les propriétdspersivegtamortissanteslu milieu périodique granulaireonsidéré [4].
Une comparaison graphique des foncti@{s,t) et Gk (s,t) est présentée sur la figure 2, ainsi que leur différence

+oe " sin(ort)

a def [2(.02
In|— —

Ck(s,t)—G(st) = 2:;()0 sin(|s|T/a) /w* .
: 1

w?
Ces fonctions sont également reliées via les identitésdrgmables” suivantes

EzsindS/an)G(qa,t) :

ge
avec ledonctions de Bessel's de premiere espece et d’ordre eifi¢découvertes par D. Bernoulli)
def

In(7) -

et la fonctionsinus cardina[15, 10 i
| ] sinc(n) ' sin(tm)

dox

G(kat) = G (kat) = H(t)/othk(w*f)df et Gy(st)=

m/a
/ cos(t sin(Ara) —Arna) dA; = (—1)"J_n(1) , pour(n,T) € N x R
0

, pourn e R.

D’apres la solution (7) et les propriétés@éka,t) = Gk (ka, t), cette structure granulaire (composée en particulier
deressorts sans masse qui estsans frontierg autorise instantanément, a une vitesse infinie, un trerdstmer-

gie macroscopiquement négligeable de phonons d’ondesitvaies évanescentes. Selon[3, 18], ce phénomene
viole l'interprétation d’Einstein du critére causalitéi gtipulerait quaucun signal ne peut étre transmise plus vite
que la vitesse de la lumiére dans le vielequi serait nécessaire a toditemulation généralisée consistante des
milieux continus élastiquetlsuellement, I'évolution de ces milieux est exprimée pardquations hyperboliques
de la mécanique classique qui dans le cas d’'une barre ou dange vibrante se résument a celle des ondes
élastodynamiques de Jean Le Rond D’Alembert

pD?uc(s,t) —aD2ug(s,t) = f(s;t) , pour(st) € aR x w; 'R . (10)

Ici Ds est 'opérateur de dérivée partielle spatialé @t) une fonction ou distribution de densité de force. L'équa-
tion (10) est connue pour étre la limite continue du modéderéite (1). Elle est déductible en effet par des dévelop-
pements de Taylor soit de (1) sous I'hypotheése d’existehaechamp de déplacement contiog(k,t) ~ uk(t) a
variations spatio-temporelles suffisamment lentes poardéiférentiables, limitanic(A, w) aux grandes longueurs
d'onde|A|~! > a et basses pulsatiof®| < w, ol ®(A,w) ~ ar? — pu?. La solution fondamentale de (10)

Ge(st) dZEfw,le(t —1sl/c) (11)
qui génére la solution d’ondes progressives de D’Alemlest,illustrée sur la figure 2(d). Elle correspond a
I'asymptote macroscopiqae G et Gk quandw,t — o« (avec|s|/w.at fixe) ou quands|/a — « (avecw.at/|s|
fixe). Cependant, contrairemenGet Gk, la fonctionG; montre deux fronts de discontinuités, d’équatign= ct,
et qui se propage avec la céléntéDe mémetoute singularité de la solution:ise propagera suivant ce schémas

3 Milieux continus équivalents

3.1 Les critéres d'interpolation

Le probléeme de lzonstruction d’un modéle de milieux continus équivaknimodéle granulaireconsidéré
inclut la tache de formuler un systéme d’équations intéljfiérentielles, des deux variablé¢st) € aR x ]2,
entre unchamp continu (s,t) interpolant le champ de déplacement dis€rg{t) }kez selon

u(kat) = ug(t) , pour(k,t) € Z x w; 'R , (12)
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FIGURE 2 — Les fonctions Gs,t) (a) et Gc(s,t) (b), leur différence G (s,t) — Gk(s,t) (c), et leur “asymptote
macroscopique”(aux sens temporel et spafid(s,t) (d).

et un champ de densité de forcgs,t) lié en un certain sensf(t) }kez. D’un point de vue spectrale, une étape
cruciale selon [6, 7] est le remplacement de I'équation @F)sd’'espace 1C x w,C des variables spectrales
(A, w) par une équation d’interpolation

P*A\,w)u* (A, w) = f*(\,w) (13)

qui elle-méme permet de substituer la DFT (3) et son invetsg gar la transformée de Fourier intégrale et son
inverse
© —iAs

Ve =y = [ yse Moy oy = o [y e (14

Les champs d'interpolation(s,t) et f (s,t) sont alors déduites d€ (A, w) et f*(A, w) via (2), (4a) et (14).
En dépit de la contrainte (12), un large choix subsiste cé@etpour les fonction®* (A, w) et f*(A, w) dont
les analogue®(A,w) en (6) etf (A, w) = 5 fr(w) e ™ sont notammentiza—1-périodiques en € a *C.
kez
Pour restreindre le choix, nous imposons en sus une équegaties impulsions résultantes des forces extérieures

/Ot /:: f(shdsd=ay /Ot fi(F) (15)

keZ
et souhaitons préserver en outre une équivalence entralesix des forces extérieures
t oo . . t R
/ / f(sf)Diu(s,f)dsd =a z / fi(6) Deu(®) df .
0 J—o kez 0

Au sens de la théorie des distributions, il existe alors ainsxeux choix naturels de champs de chargerhgt)



satisfaisant (15) : la distributiasinguliere(de type peigne de Dirac)

f(st)= Z fi(t) 5(s/a— k) pour(s;t) € aR x w, 'R, et &(n) %D %

kez

pourn € R (16)

Ba
qui satisfait/ f(ka+s,t)ds= afy(t) ,¥B € ]0,1], et la distributiorréguliére(si cettesérie cardinale converge
,Ba

f(s, Z fi(t)sinds/a—k) , pour(s;t) € aR x w, 'R 17)
keZ

qui satisfaitf (ka,t) = fx(t). Puisque la distribution de forcig(t) peut étre arbitraire, la propriété d’interpolation
(12) désirée peut étre reformulée comme une restrictiofadonction spectrale d’élasticité et d’'inerid@ (A, w)
seul. Ainsi, dans le cas du chargement singulier (16) il $emmdnvenable de prendre pauesure de concordance

—ip+oo oo )\ka+u)t) —ipto  ,T/a e| )\ka+u)t
/ e ddw= / Adw (18)
iwp—o0 J— }\ ) —iwp—o0 m/a CD
et dans le cas du chargement régulier (17)
ma p—iwptoo e| )\ka+u)t ma p—iwptoo el (Aka+ot)
/ / / / S oo (19)
m/aJ —iwp—ow (D* m/aJ —iwy—o

Ces formulations tiennent compte de I'ordre d’applicaties transformées (2) et (3) sur I'Eq.(1) et qui permettent
d’établir les équivalences

—iop+oo  r1/a @ (Akato)
st e[
4T[ iy J-ma PA

Avant d’exposer dans les sous-sections suivantes lesatsde ces approches d'interpolations continues, il est
important de souligner I'influence des choix de chargem@@get (17) sur I'approximation fournie par I'équation
des ondes classiques (10) pour le cham(p) donnée en (7). En effet, pour des conditions initiales desepn a
respectivement pour (16) et (17)

ma p—iwptoo el (Aka+ot)
B o and Gekat)= ;o / / S oo

/aJ —iwp—o

(1) Ez/ Gols— pa,t—t)#d ot U(st) = EZ/OIG;;( ~patp) o0 g

avec les fonctions fondamentales impulsionnéjedlonnée en (11) et “pseudo-impulsionnelle”

Gi(s) d:efH(t)/on/a 2sin(w,tAa/2) cogAs) I\ — H(t)/ot sinc(‘*’*Tf )+S|nc(— -5 s

WA T 2

La figure 3 montre que I'adoption du chargement (17) appaoutdigtivement une améloriation relative de la
solution des ondes classiques, puis@jeest continue contrairementG. Il est également montré dans [7] que
cette amélioration est aussi constatable énergétique@ependant, ceci résulte en fait denlature non-locale

du chargement (17) qui tente de compenser artificiellenadithitation imposée a la propagation des ondes par le
milieu élastique décrit par (10).

3.2 Lapproche spectrale forte

Pour le type de chargement (17), deux types de fonctionsrspexd’élasticité et d'inerti®* (A, w) satisfaisant
(19) sont proposées dans la litérature (e.g. [8, 13, 25)né'correspond &

P\, ) = O\, w), (20)

et l'autre a def B
(A, w) = 1g,(A) P(A,w) , avecBo = {A € a *C; |Je(\)a| < 1t} (21)
Ici 1p, représente la fonction indicatrice (ou caractéristiquejidmaine complex&,. La formulation (20) cor-
respond a la modélisation quasi-continue retenue par &mif@j, tandis que (20) est celle choisie par Kunin [13].
Cependant, pour étre exactes et ne pas générer de solutignieses (voir [7]), les fonctionsi(s;t) et f(s;t)
doivent étre limitées aux fonctions d’interpolation de Wéiker-Kotel'nikov-Shannon (WKS)[15, 10], qui sont de
méme nature que (17), et dont les spectiéa, -) et f*(A,-) ont pour supporK pourA € a 'R.

L'équation élastodynamique correspondant aux fonctipastsales (20) et (21) est, pa®t) € aR x w, 'R,

S

——)DiuEnds & f(s,t):thzu(s,tHl Lol

f(st) =pDfu(st) — [ x> -

a

JuEnds  (22)
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FIGURE 3 —Comparaison des fonctions(i,t), Ge(kat) et G;(ka,t) pour (k,t) € Z x w; *R™.

avec (17) et les fonctions d’élasticité

def 1 [ iAna

def 1 [® ®*(A,0) ina .
(n) = E{/m N2 € d\ et Ls(n) = o 700(13 (A,0)e " dA.
L'extension (20) conduit alors aux fonctions d’élasti@tévants poun € R
an+1+n-1/-2 a
wn) = SIMELHEN 20 S gy (232)
a
ts(n) = —[28(n)-3(n+1)-3n-1). (23b)

En fait, 'équation intrégo-différentielle (22) doté duyamu d’élasticité (23b) s’exprime plus simplement selon

(s+a,t) +u(s—a,t) —2u(s;t)
a2

f(st) = pD2u(s.t) — o

A Tinstar des modéles de méme type développés dans [28)'@8%ence de la différentiation spatidlau(s;t)
dans cette équation entraine que ses solutiégs) sont continues seulement si les chargemé(gg), ainsi que

les conditions initiales et de frontiere, sont suffisamnmégtliers ; de ce fait, ceci exlut notamment les champs de
force du type (16).

L'extension (21), quant a elle, conduit aux fonctions dséizté suivants poun € R

xeln) = 2 <n+1>§i<n+1>+<n1>§i<n1>2n§i<n>“%’i””’} avecSin) % ["sinc(i) o (242)

2_
o) = g 2 sinetn). (24b)

L'utilisation de I'équation intrégo-différentielle (22vec les noyaux (24) implique des domaines d'intégration
infinis, et de ce fait n’est variationnellement valable qoemdes domaines non-bornés.
Pour le chargement (17) et des conditions initiales de rdas®lution formelle de I'équation dynamique (22)
s’exprime pour les deux choix d&* (A, w) selon
u(st) = /tG (s—pat—f) fp A)df
L) = K(S— 1) —
pg% 0 P

avecGk donnée en (9) pour solution fondamentale “pseudo-impufste”.

3.3 Lapproche spectrale faible

La seconde formulation (16) et (18) est basée sur une appativin spectrale multi-polaire faible (WMPA, qui
est comparable a une approximation de Padé multi-point®laigpée dans [6, 7] en s’inspirant de la décompo-
sition fractionaire de Mittag-Leffler de la fonction mérormpbe[®(A, w)]~* dansa~1C x w.C. Le résultat finale
donne la fonction suivante pour approximation faible [7]

" (N, ) = a [A\—AZ] sindAoa/T) , Y(A,w) € a 'C x 0. C\ C. (25)



Par transformations inverses de I'équation spectrale #48F ce noyau, I'équation du mouvement dynamique
s’exprime finalement de la maniére suivante p@ir) € alR. x w; 'R*

f(st) = Y1(0+)Dt2u(s,t)—Y2(0+)D52u(s,t)+[l-{—éth} /tDtvl(t—f)Dt?u(s,f)df
. L g 0 (26a)
+Dt/0 Yo (t—f) {”&D‘ﬂ D2u(s,f)df .
avec
Yit) = Va(oot) % p{l—/mwdm}, (26b)
m‘w? %_1
Yalt) = Vo(wt) & a{l/m 4cogt)dox } (260)

L'équation élastodynamique classique (10) se déduit deg@@otant que?l(Jroo) =p, V2(+oo) = a et en passant

a la limite avec(a, w; ) — (0,0) et tout en conservamb.a = 2c fini. Le modéle continu régi par (26) posséde
une inertie interne et une élasticité complexe rappelargt @l moins la modélisation daheilieux continus enrichis

en propriétés héréditaireproposée dans [21]. Cependant & I'instar du modéle disoeetyodeéle continu reste
spatialement local (ce qui sous-entend que les conditioxgraites le seront également) et ne requiert seulement
gue les conditions initiales classiques. De ce fait, unepaaison analytique entre les prédictions de ce modele
dynamique et de celles la d’'une chaine finie sous différamteditions de chargement est possible et sera présentée
dans une publication ultérieure. Enfin, contrairement & afila sous-section 3.2, le modéle (26) admet les
chargements singuliers. En particulier, pour le chargern(is) et des conditions initiales de repos, la solution
formelle de I'équation dynamique (26) s’exprime selon

u(s,t) = EZ/OtG(s— pat—f) %df

pe

~

avecG(s,t) donnée en (8) pour solution fondamentale impulsionnelle.

4 Discussion

Nous avons proposé une analyse du mouvement d'un modétetdide sa réponse impulsionnelle et de ses
propriétés spatio-temporelles et spectrales. A la difféeedes précédentes analyses [4, 11, 13, 16, 17, 18, 26],
la nbtre repose sur une utilisation précise des outils maditiques d’analyses (spectrales de Fourier et Laplace,
complexe, et des distributions tempérées) des milieuxiwoes. Notre analyse montre en particulier diférentes
formulations d’interpolations continues exactes sontues, mais avec des avantages et des inconvients

En termes de couplage numérique [19, 20, 22, 23, 24, 30, 2njethode de continualisation (nonlocale en
espace) d’Eringen et de Kunin (EKA) sur I'espace des fonstiinterpolation de WKS peut étre classée dans la
catégorie des méthodologies supposant I'existence duegie lagrangienne (cf. [7]), et la méthode de continua-
lisation WMPA (nonlocale en temps) dans la catégorie bagétes efforts (et les puissances virtuelles). Toutes
deux font intervenir cependant différentes échelles dguenrs ou de temps non-arbitraires, liées aux proprié-
tés dispersives et d’'attenuation structurelles des ictierss atomiques [4]. Pour un domaine non-borné (qui est
assimilable a un domaine énergétiquement ouvert), le cllEnggplacement du modéle générique discret est in-
terpolable, selon la WMPA, en superposant deux contribstmnématiques : I'une, diggrédictive(qui ne tient
compte que des basses pulsatians w,), correspond a la solution de la EKA (cf. figure 2(b)) qui, pas temps
croissants, converge vers la solution classique de laithéles milieux continus élastiques ; l'autre, diterrec-
tive, (cf. figure 2(a)) a pour effet de restreindre les oscillagiolu premier champ (cf. figure 2(c)) en s’annulant
pour les temps croissants. Il est montré ici d’autre partune’amélioration de I'approximation grossiére de la
théorie de I'élasticité classique est possible en prenant@mpte artificiellement la simultanéité de la réponse
atomique associée a la violation de la causalité d’Einstein. Il agpae plus que ce comportement non-trivial
peut-étre interprété dans une modélisation continudgarésence de forces inertielles et pseudo-dissipatives
post-newtoniennagnorées par certaines méthodes de couplage numériquiedaindtle. Pour finir, il est a rappe-
ler gu’en général le couplage numeérique entre milieux @isoou moléculaires et ceux continus modélisés par la
mécanique classique reste une tache non-trivilde hautes fréquences des mouvements dynamiques ne peuvent
étre représentées par la discrétisation des équations aedeanique classiqudes modes de hautes fréquences
issus des milieux discrets ne pourront éviter d'étre réfephr les interfaces mobiles (comme les fronts de dis-
continuité) ou fixes (telles celles qui les séparent de doesamodélisés par la mécanique classique des milieux
continus) au lieu d'étre transmis [2, 23, 24, 30]. D’olnkcessité d’un enrichissement des milieux continus
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