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Résumé— Les travaux concernent les outils numériques développés pour l’étude des interactions entre
corps rigides ou déformables. On s’intéresse : 1) aux interactions de séparation : rupture dynamique
des matériaux fortement hétérogènes et 2) aux interactionsde contact en présence de fluide : particules
immergées. Les plate-formes associées reposent sur le couplage de la bibliothèque logicielle parallélisée
PELICANS pour la résolution des problèmes volumiques (Eléments finis ou Volumes Finis) et du logiciel
LMGC90 (Dynamique des Contacts) pour la prise en compte d’interactions complexes entre particules.
Mots clés— Fissuration, Modèles de Zone Cohésive Frottante, Dynamique non régulière, Ecoulements
particulaires denses, Multiplicateur de Lagrange/ Domaines Fictifs

1 Introduction

Ces travaux concernent les outils numériques développés dans le cadre des recherches de l’Institut de
Radioprotection et de Sûreté Nucléaire relatives à la sûreté des réacteurs à eau sous pression. Plus préci-
sément, les études présentées dans ce papier portent sur la modélisation des mécanismes d’interactions
complexes entre corps rigides ou déformables. Deux situations spécifiques sont analysées : d’une part la
rupture dynamique des matériaux fortement hétérogènes et d’autre part le comportement d’un ensemble
de particules immergées dans un fluide.

Ces modélisations d’interactions reposent sur l’approcheNon Smooth Contact Dynamics (NSCD),
initialement développée par Moreau [1] et Jean [2] et dédiéeau traitement de systèmes dynamiques
en présence de contraintes unilatérales sans régularisation ni pénalisation. Elle est implémentée dans le
logiciel LMGC90 (Logiciel de Mécanique Gérant le Contact) [3, 4].

Dans le cadre de la fissuration dynamique de matériaux hétérogènes, l’approche NSCD est étendue
à une modélisation multicorps volumique-surfacique périodique en utilisant notamment des Modèles de
Zone Cohésive Frottante (MCFZ) [5, 6]. La plate-forme numérique associée, appelée Xper (eXtended
cohesive zone models and PERiodic homogenization), permetde simuler la rupture dynamique de maté-
riaux hétérogènes et à gradients de propriétés, de l’amorçage de multifissures jusqu’à la ruine du matériau
ainsi que des interactions complexes post-rupture [6, 7].

L’étude des mélanges fluide/grains repose sur un couplage detype Multiplicateur de Lagrange/ Do-
maines Fictifs (ML/DF) développé dans le cadre du logiciel PeliGRIFF [8, 9], basé sur une méthode par
éléments finis de bas degrés inf-sup stables pour la modélisation de la phase fluide et l’approche NSCD
pour la phase granulaire [10]. L’outil numérique associé, appelé ApoloGRIFF (enhAnced Particle inter-
actiOn using Lmgc90 sOftware for GRains In Fluid Flow) par l’IRSN, permet de traiter des problèmes
d’écoulement non compressibles complexes.

Ces plate-formes reposent sur le couplage mixte en programmation orientée objet de la bibliothèque
logicielle parallélisée (mémoire distribuée) PELICANS [11] pour la résolution des problèmes volu-
miques (Eléments finis ou Volumes Finis) et du logiciel LMGC90 pour le traitement des interactions
non régulières.

Les modèles utilisés dans ces plate-formes sont succinctement présentés, puis les artchitectures sont
évoquées et enfin, les potentialités des logiciels associéssont illustrées respectivement sur les problèmes
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de béton numériques et d’effondrement d’une colonne de grains dans un fluide lors d’une avalanche
sous-marine.

2 Modélisation

2.1 L’approche Non Smooth Contact Dynamics

La discrétisation spatiale de l’équation de la dynamique s’écrit :

Mq̈= F(q, q̇, t)+ r (1)

oùq, q̇ et q̈sont respectivement les vecteurs déplacement, vitesse et accélération discrets,M est la matrice
de masse,F(q, q̇, t) représente les forces intérieures et extérieures etr les forces de contact. Cette équation
est traitée dans le cadre de la méthode NSCD [2] et du cadre fonctionnel proposé par [1].

Dans le cadre de la méthode utilisée, l’équation (1) est écrite au sens des mesures différentielles et
son intégration temporelle entre ]ti ,ti+1] est réalisée par uneθ-méthode. Les inconnues du problème sont
alors des vitesses et des impulsions. Par ailleurs, le système est condensé sur les inconnues de contact et
dans le cas non linéaire résolu par une méthode de Newton-Raphson. Pour chaque contactα, le système
s’écrit :







Uα −Uα
loclib −WααhRα = 0

Rα
N −proj

R+(Rα
N −ρUα

N) = 0
Rα

T −projD(µ|Rα
N|)(R

α
T −ρUα

T ) = 0
(2)

où ρ > 0 etD(µ|Rα
N|) est le disque de centre 0 et de rayonµ|Rα

N|, U , , µ le coefficient de frottement de
Coulomb etR les valeurs locales de la vitesse et de la réaction de contact, Uα

loclib la vitesse au contactα
etWαα la condensation de l’inverse de la matrice des itérations. Les quantitésN etT indiquent respecti-
vement les parties normales et tangentielles.

Le système non linéaire (2) est résolu par la méthode de Newton généralisé proposée dans [12].

2.2 Fissuration : l’approche Non Smooth Fracture Dynamics

L’approche NSCD est étendue au traitement des problèmes de fissuration par translation de la ré-
action de contact frottant d’une quantitéRadh traduisant l’effort qu’il faut fournir pour ouvrir les lèvres
d’une fissure en train de se créer d’une ouverture[u] [13] :

Radh= K(β) · [u] et β = min(β,g(‖[u]‖)) (3)

où IX est la fonction indicatrice de l’ensembleX, β une variable traduisant l’endommagement surfacique,
K(β) un tenseur de deuxième ordre traduisant l’adoucissement progressif du comportement surfacique
lors d’une fissuration etg une fonction décroissante de‖[u]‖.
Une variante de la loi d’endommagement surfacique de [14] est introduite (pour la présente écriture voir
[15]) :

β = min(g(‖[u]‖),g(‖[u]‖max)),

g(x) =
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, 0≤ β0 ≤ 1,CN etCT des raideurs (Pa/m), 0≤ β0 ≤

1 un niveau d’endommagement surfacique initial etw une énergie de référence (enJ/m2), Rmax est la
valeur maximum atteinte par la force adhésive (MPa), ‖[u]‖max est la valeur maximale atteinte par‖[u]‖.
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2.3 Granulaire immergé : Multiplicateur de Lagrange/Domaines Fictifs - NSCD

SoitΩ un domaine fermé etΓ son contour. Nous supposons queΩ est rempli deNp particulesPi avec
i ∈ (1,Np). L’ensemble du domaine occupé par les particules est notéP et δP sa frontière.

Introduisons les espaces fonctionnels suivants [8] :

V0(Ω) = {v f ∈H 1(Ω)d/v f = 0 surΓ}
VΓ(Ω) = {v f ∈H 1(Ω)d/v f = u f ,Γ surΓ}

Λ =H
1(P(t))d

la formulation variationnelle du problème fluide et granulaire s’écrit [8] :
Trouveru f ∈ VΓ(Ω),us ∈ Λ tels que :

(a) Equations combinées du mouvement

∫
Ω

ρ f (∂u f/∂t +(u f ·∇)u f −g) ·v f dΩ−
∫

Ω
p∇ ·v f dΩ+

∫
Ω
τ f : D(v f ) dΩ

+(1−ρ f/ρs)
(

M
(

dut
s/dt−g

)

·vt
s+1dω/dt ·ξ

)

−∑
j

Fc j ·vt
s−∑

j

r j · (ξ×C j)

+

∫
P
λ · (v f − (vt

s+ξ×c)) dΩ = 0 ∀v f ∈ V0(Ω),vt
s ∈ R

d,ξ ∈R
d̄, (4)

∫
P
γ · (u f − (ut

s+ω×c)) dΩ = 0,∀γ ∈ Λ. (5)

(b) Equation de continuité

−
∫

Ω
q∇ ·u f dΩ = 0,∀q∈ L

2
0(Ω). (6)

oùρ f etu f sont respectivement la densité et la vitesse du fluide,p la pression,τ f la composante déviato-
rique du tenseur des contraintes fluide,us la vitesse des particules,ρs etfs respectivement la densité des
particules et la force volumique associée,g la force de gravité,ut

s ∈ R
d, ω ∈ R

d̄ une vitesse angulaire
telle queus=ut

s+ω×c, c le vecteur position associé au centre de gravité des particules,d̄ est le nombre
de compostantes non-nulles s deω, (v f ,q,γ,vt

s,ξ) correspond aux fonctions tests de (u f , p,λ,ut
s,ω),

r j ∈ R
d sont les forces de contact,C j ∈ R

d les vecteurs entre le centre de gravité des particules et le
point de contact,M la matrice de masse des particules,1 ∈R

d̄×d̄ le tenseur d’inertie des particules.
L’intégration en temps du problème (4)-(6) est effectuée à l’aide de l’algorithme de Marshuk-Yanenko,
le problème est ainsi décomposé en cinq sous-problèmes simplifiés [8] :

1) Problème de Stokes "dégénéré"
2) Problème de transport
3) Problème visqueux

⇒ trouveru
n+ i

5
f à partir deu

n+ i−1
5

f , i ∈ {1,2,3}
4) Problème granulaire (Méthode NSCD)

⇒ Trouverut,n+4/5
s , ωn+4/5 à partir deut,n

s ,ωn

5) Problème des domaines fictifs

⇒ Trouverun+1
f ,ut,n+1

s ,ωn+1 à partir deun+4/5
f ,u

t,n+4/5
s ,ωn+4/5

A chaque pas de temps, la méthode de décomposition d’opérateur permet de résoudre indépendam-
ment les équations de Navier-Stokes (étapes de 1 à 3) et le problème granulaire (étape 4) avant de corriger
finalement les vitesses du fluide et des particules (étape 5).Le problème granulaire est ici résolu à l’aide
de l’approche NSCD. Cette résolution granulaire permet d’une part le traitement des interactions entre
particules sans régularisation ni pénalisation et d’autrepart l’accès à de nombreux modèles d’interactions
(contact, frottement, adhésion, dilatance, etc...) implémentés dans la plateforme LMGC90.
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3 Outils numériques

La spécificité de l’approche proposée dans ce papier réside dans l’utilisation du même formalisme
non régulier pour le traitement des interactions complexesentre les corps : l’approche Non Smooth
Contact Dynamics. D’un point de vue mécanique, ces modèles d’interactions regroupent toutes les situa-
tions mettant en jeu des situations de traction-compression-frottement : contact frottant, endommagement
surfacique (modèles de zone cohésive avec ou sans raideur initiale), usure, dilatance, etc. Ces interactions
peuvent se produire entre corps rigides ou déformables, corps simples (particules sphériques, polyh-
édriques, maille d’une discrétisation) ou complexes (assemblages de particules, groupement de mailles).

Cette approche permet d’aborder différents couplages physiques. Parmis ces couplages, on peut ci-
ter : particules ou corps maillés en présence de fluide résolu[10] ou non résolu (approche de type milieux
poreux) [16], couplages thermiques [17], tenue des ouvrages maçonnés [18], fissuration des matériaux
composites [6], comportement des milieux granulaires secs, drainés ou immergés [10], etc.

Les couplages présentés ici concernent en particulier la fissuration de matériaux hétérogènes et le
couplage fluide-grains. Les logiciels associés résultent du couplage mixte (C++ et Fortran90) et orienté
objet d’applications issues de la bibliothèques PELICANS et du logiciel LMGC90.

LMGC90 [4] est une plateforme conçue avec une approche orientée objet et réalisée en Fortran90.
Cette plateforme développée au Laboratoire de Mécanique etGenie Civil (LMGC) de Montpellier est
dédiée à la modélisation et au traitement des problèmes d’interaction entre corps et repose sur l’approche
NSCD. En particulier, elle permet la prise en compte sans régularisation ni pénalisation de l’interaction
entre particules ou entre corps en fissuration.

Les discrétisations des fluides (Eléments Finis/Volume Finis) ou des solides (Eléments Finis) sont
prises en compte dans des applications développées à partirde la bibliothèque logicielle parallélisée
(mémoire distribuée) PELICANS [11]. Celle-ci est développée par l’Institut de Radioprotection et de
Sûreté Nucléaire en C++ et est consacrée à la résolution des Equations aux Dérivées Partielles.

Les outils numériques obtenus permettent d’une part de simuler en grandes déformations la rupture
dynamique des matériaux hétérogènes et à gradients de propriétés, de l’amorçage de multifisures jusqu’à
la ruine finale et la prise en compte des interaction complexes post-ruptures (contact, frottement,...) et
d’autre part de traiter des problèmes 3D d’écoulements non compressibles complexes avec une prise en
compte d’interactions entre particules.

Dans la suite, deux exemples d’application de ces outils numériques sont présentés.

4 Applications

4.1 Fissuration d’un matériau hétérogène, le béton numérique

A titre illustratif des potentialités du formalisme proposé, une première application concerne la si-
mulation du comportement d’un béton numérique. Les calculssont effectués sur un volume élémentaire
rectangulaire (350x200mm2) contenant des inclusions circulaires polydisperses. La taille de maille est
de 5mm, taille de la plus petite inclusion (voir FIGURE 1).

Les matériaux sont considérés élastiques isotropes, avec les propriétés suivantes :Emat = 15GPa,
Eincl = 60GPa, νmat= νincl = 0.2, ρmat= ρincl = 2500kg/m3. Les propriétés surfaciques retenues pour les
interfaces matrice/matrice, inclusions/inclusions et matrice/inclusions sont :Cmat

N =Cmat
T = 2·1014Pa/m,

Cincl
N = Cincl

T = 4 · 1014Pa/m, Cmat/incl
N = Cmat/incl

T = 2 · 1014Pa/m, wmat = 20J/m2, wincl = 40J/m2 et
wmat/incl= 60J/m2.

Les conditions aux limites appliquées au béton numérique sont les suivantes :
– traction uniforme sur les deux bords haut et bas :v= 3mm/s,
– chargement en pré-contrainte représentatif d’un chargement thermomécanique avec un profil de

température linéaire (300◦C sur le bord droit et 50◦C sur le bord gauche).
Une préfissure est présente sur le bord droit et les calculs sont effectués sans frottement et en deux

dimensions sous l’hypothèse des déformations planes.
La FIGURE 1 montre le faciès de rupture du béton :
– une fissure principale traverse le milieu en contournant les inclusions, la tortuosité bidimension-

nelle de cette fissure est proche de 1.36,
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FIGURE 1 – Faciès de rupture du béton numérique.

– la fissure s’est propagée à une vitesse moyenne de 0.7vRayleigh (traitement dynamique des ondes
dans la structure) jusqu’à la rupture de la structure.

Cette tortuosité apparente assez classique dans les bétonsest directement reliée à la microstructure
polydisperse du milieu ; une quantification précise de cetterelation est en cours de réalisation.

4.2 Effondrement d’une colonne de grains dans un fluide

Ce second exemple concerne l’effondrement d’une colonne degrains immergée dans un milieu fermé
(conditions de non-glissementu f = 0 sur toutes les frontières) [10]. L’échantillon est composé de disques
de diamètre moyenD avec une densitéρs donnée par le rapport des densitésρr = ρs/ρ f . Les variables
du problème sont adimensionnées parlc = D pour les longueurs, paruc =

√
gD pour les vitesses et par

tc = lc/uc pour le temps. Le domaine est carré de longueur 100lc contenant 1250 particules monodisperse
avec un rapport hauteur/largeur de 2 et une compacité de 0.906. Les interactions suivent une loi de contact
de Signorini-Coulomb avec un coefficient de frottement égalà 0.3. La densité relative entre le fluide et
les particules est fixée àρr = 1.5 et la viscosité du fluide estη = 10ηc avecηc = 10−3(Pa.s) la viscosité
dynamique de l’eau.

La FIGURE 2 représente une séquence d’images issues de la simulation.La colonne s’effondre sui-
vant trois régimes, observés également dans les milieux secs [19] : un régime dit de “chute”, un régime
de “glissement” et enfin un régime d’étalement. Ces phénomènes sont étudiés en détails dans l’étude
[10]. L’exemple présenté ici permet de mettre en évidence lephénomène de recirculations dans le fluide
et notamment la formation de vagues à la surface de l’écoulement granulaire. La phase granulaire semble
se comporter comme une deuxième phase fluide [20].

A titre de faisabilité, un calcul similaire a été effectué en3D. L’échantillon est composé de 60 par-
ticules sphériques. La FIGURE 3 représente une séquence d’images issues de la simulation.Bien que le
nombre de particules soit petit, les régimes d’effondrements décrits dans la précédente simulation sont
observés.

5 Conclusion

Ce papier a présenté une stratégie de simulation numérique dédiée aux mécanismes d’interactions
complexes entre corps rigides ou déformables en présence decouplages multiphysiques. Deux exemples
ont été mis en évidence : la fissuration dynamique de matériaux hétérogènes, depuis l’initiation de fis-
sures jusqu’au comportements post-ruptures, et l’étude ducomportement d’écoulements granulaires dans
des fluides non compressibles. Les plate-formes numériquesassociées reposent respectivement sur l’ap-
proche Non Smooth Contact Dynamics. La stratégie logicielle est obtenue à l’aide du couplage modu-
laire de deux bibliothèques principales : PELICANS, dédiéeà la résolution par Eléments Finis solides
ou fluides, et LMGC90, dédiée à la résolution des problèmes d’interaction entre corps sans réguarisation
ni pénalisation. Deux exemples d’application de ces outilsont été illustrés par la fissuration dynamique
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FIGURE 2 – Effondrement d’une colonne de grains mono-disperse dansun fluide. Les vitesses dans le
fluide sont représentées en niveau de couleur.

FIGURE 3 – Effondrement 3D d’une colonne de grains mono-disperse dans un fluide.
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d’un matériau hétérogène, le béton numérique, et l’effondrement en 2D et 3D d’une colonne de grains
dans un fluide en milieu fermé.
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