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Résumé— Dans ce papier, une technique de maillage atifaptiaptée a la résolution d’'un probleme
transitoire avec la méthode PGD (Proper Generallzedomposition) est présentée. Le probléme
étudié ici est I'équation de la chaleur 2D. Enisdiht un critere simple basé sur la variation du
gradient de la fonction recherchée, I'objectif @tte technique est de trouver le maillage optirfial a
de capturer de maniére automatique les zones tisfeariations de la solution lorsque celle-ci est
recherchée avec la PGD.

Mots clefs—PGD; Représentations séparées; Maillage adaptatif

1 Introduction

Le traitement de problémes multiphysiques néceksitésolution d’'un grand nombre d’équations
couplées et de natures différentes (équations atesgort, de dynamique, d'évolution chimique).
Numeériguement, les principales difficultés songéestion de I'allocation mémoire ou encore du temps
de calcul. La résolution de tels problemes avedédthode des Eléments Finis (MEF) classique i.e. le
méme probléme pour chaque physique et un schém@nieatal en temps, mene a la résolution de
systemes numeériques de taille croissante.

Pour pallier cette difficulté, des méthodes nogdines non incrémentales ont été développés. La
méthode non incrémentale la plus utilisée est lahb#e Eléments Finis espace-temps qui permet
I'utilisation de solveurs espace-temps paralle&s Une autre méthode, la méthode LATIN (Large
Time INcrement method), est aussi tres efficace pouésolution de ce type de problémes [7]. Elle
utilise un solveur non linéaire, qui a chaque tiéragénere une approximation sur tout le domaine
temporel. Elle a été étendue aux problémes mubsigings [9]. Un des ingrédients les plus importants
de la méthode LATIN est l'approximation radiale, gonsiste a écrire une représentation séparée
espace-temps des champs inconnus. Basée sur kapptmn radiale, une autre méthode alternative,
la méthode PGD (Proper Generalized Decompositg)é développée [8]. L'idée principale de cette
méthode est de rechercher la solution comme umensode produits de fonction de chaque variable.
Elle a montré son efficacité pour la résolutiorpdaeblémes avec un grand nombre de degrés de liberté
[1] mais aussi dans le cas de problemes multiphgsigdans le sens ou le maillage peut étre
facilement adapté a chaque physique [3]. Il esp@sé dans ce papier d'utiliser cette méthode pour
résoudre notre probleme.

Dans les problemes couplés ou interviennent desigohénes physiques avec des temps
caractéristiques fortement différents, I'utilisatid’'une méme grille temporelle pour chaque physique
mene a des temps de calcul prohibitifs. Pour y déengdifférentes techniques ont été proposées.
Certaines d’entre elles consistent a utiliser dbgmas numériques multi-temps dans différents sous-
domaines ou différentes physiques qu’il faut emstaire communiquer entre elles aux interfaces [5,
9]. Il peut étre intéressant d’optimiser le mailage chacune des physiques pour pouvoir capter les
phénomenes transitoires. Ce point a été largemeité tdans le cas ou la solution représente
localement de forts gradients (singularités, chaiscontinuités) et des techniques de raffinement
local du maillage ont été introduites [2, 4, 10&s@echniques n’ont pas été discutées dans le dadre
la résolution de probléeme avec la méthode PGD.

L'objectif de ce papier est de proposer unérapie de maillage adaptatif adaptée a la
résolution d’'un probléme transitoire avec la méth&ED. En utilisant un critére simple basé sur la
variation du gradient de la température en fonatiortemps, cette technique doit permettre de trouve
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le maillage optimal afin de capturer de maniereomatique les zones de fortes variations de la
solution de I'équation de la chaleur 2D lorsquéecei est recherchée avec la PGD. De plus, comme la
solution est recherchée avec la PGD, i.e. en sépahaque variable (d’espace et de temps), le méme
critere pourra étre utilisé pour I'espace.

La section 2 introduit I'équation de la chaleur @iDsi que le formalisme général de la méthode et
illustre I'intérét du maillage adaptatif pour lssofution de ce type de probléme. Dans la sectiam3,
indicateur pour le raffinement de maillage est ps#pet validé. Dans la section 4, la technique est
discutée et des améliorations sont proposées.

2 Présentation de la méthode PGD pour la résolutiode I'équation de la
chaleur 2D

2.1 Reésolution de I'équation de la chaleur 2D
L’équation de la chaleur 2D étudiée s’écrit sou@tene suivante :
aT — - - _2t . - _St
a5 -AT = 20(S|n(x)sm(y) cost)e ™ +sin(2x)sin(2y) cost)e ) (1)

ou la températurd@ est une fonction scalaire dépendant de I'espack eéemps, i.eT=T(x,y,t) Le
domaine estQ=Q, xQ xQ =] - m+m*x]010] et on considére des conditions aux bords et

initiales nulles.

La méthode PGD consiste a exprimer la solution cenume combinaison linéaire de fonctions a
variables séparées, qui forment une famille que dorichit par itérations successives, les coeffits

de la combinaison étant ajustés successivements [Hasentons ici uniquement les notations que
nous utiliserons par la suite. Pour plus de désaitda méthode, le lecteur pourra se référer.a [1]

La solution est recherchée sous la forme :
T(x y.t) =D a;F, ()G, (VH, () ?)
j=1

oun est le nombre final de triplets de fonctions requour décrird avec une précision donnée.

Le résidu relatiRRelié a I'Eq. (1) est défini par :

\/ [(caT10t) - A LT - £ (x,y,1)%d0
RRe=™ I

ol || Y représente la normée’.LLa procédure itérative d’enrichissement est stepiprsque ce résidu
est suffisamment petit.

3)

La solution exacte de 'EqQ. (1) est :

T,, = 20(sin(x)sin(y) sin@)e ™ +sin(2x)sin(y)sint)e ™ ) (4)

2.2 lllustration de l'intérét du maillage adaptatif

Nous choisissons ici un maillage spatial réguligeé fenx ety de 101 points afin d'étudier
uniquement l'influence de la discrétisation temflerd_a Figure 1 représente I'évolution de I'erreur
relative en fonction du nombre de points en tempsr frois maillages temporels différents mais



contenant le méme nombre de points. La discrétisatréguliere 1 contient les 9/10 de ces points
dans la zone transitoire de la solutidi{[0,3] pour 'exemple étudié), la discrétisation irrégudi 2

contient 5 points uniquement dans la zone tramsitguel que soit le nombre total de points. Cette
figure illustre le lien entre le gradient (danspkrtie transitoire) et le choix du maillage, mettan
évidence la nécessité d'avoir plus de points demgdnes transitoires afin d’obtenir une solutius p
précise pour un méme nombre de points et par sniteéme temps de calcul.

6 6 — o

—©— Dicrétisation réguliére
—HB— Dicrétisation irréguliére 1
—&O— Dicrétisation irréguliére 2

RRe
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Nombre de points pour le temps

FIG. 1 - Evolution du résidu relatif (Eq. 3)

3 Présentation de la technique de maillage adaptéti

La technique de maillage adaptatif a pour objetdifproposer un indicateur permettant de savoir
dans quelles zones il est nécessaire de raffinendidlage et répondant aux exigences suivantes :
déterminer les zones transitoires sans les coeraipriori et minimiser le nombre de points dans le
maillage pour une précision donnée de la solution.

3.1 L’indicateur AVM

L’indicateur proposé ici est basé sur la variatidn gradient de la fonction recherchée,
indépendamment selon chaque variablg out et appliquée ici uniguement a la variablePour
chaque poink de la variablet, la variation du gradient noté@e/ est définie comme suit :

T(X Y,t) =T(x y,t“?)

k+1y _ Kk
AVX(x,y) = [arctan T(XY,t7) -T(x y,t )|

K — gkt —arctan ET ‘ ()

Notons que c’est une fonction gety.
En considérant tous les points de I'espace, lauvateaximale dAV est calculée pour chaque point
tk .

AVM,* = max{AV,* (%, Vo). (% . Y) 0(@,.0,)) (6)

afin d’obtenir un indicateur qui ne dépend quealedriablet noté AVM. Une foisAVM calculé, des
points en temps sont ajoutés (deux points : urpéiedet un a gauche) aux endroits AdM dépasse

un certain seuik, . La procédure est illustrée Figure 2 pgur5°. Dans ce cas, 11 étapes de maillage
adaptatif ont été nécessaires pour satisfaire iterer On peut noter dans I'étape 4 qu'une forte
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variation localisée a été détectée automatiquenhensolution exacte (Eq. 4) possede deux zones
transitoires qui ont bien été captées par cet atelic alors qu'avec le maillage initial (contenant

seulement 11 points) seule une zone avait été gepéma Figure 3 illustre la convergence de la

solution au cours des étapes de maillage adapfatipeut noter une forte décroissance de I'étape O

I'étape 4.

Etape 0 (maillage initial) Etape 4 Etape 11 (mgé#léinal)

0.5
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. variation localisée 1
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Température
Température
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FIG. 2 - Evolution de la température en fonctiort@ups pour un point donné en espace.
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Nombre d'étapes du maillage adaptatif
FIG. 3 - Evolution diRRe(Eq. 3)

Remarque. Aprés chaque étape du maillage adagtat#plution est entierement recalculée sur le

nouveau maillage avec la PGD. L'utilisation des e®grécédents (de I'ancien maillage) pour

recalculer les nouveaux modes (sur le nouveau ageill n'’a pas montré d’intérét dans le cas de
I'exemple traité. A chaque étape de maillage, latem est obtenue avec seulement deux modes (Eq.
2 aven=2).

3.2 L’indicateur AVH

Pour l'indicateur précédent, la recherche de lzwahAVM maximale a chaque point du temps
consiste a balayer tous les points de I'espaceredtitcue un point faible en terme de temps de talcu
de cet indicateur. Pour pallier cette faiblesstret profit de la méthode PGD, l'indicateAVH est
proposé. La méthode PGD consiste a recherchentdido sous la forme donnée Eg. 2 ou les modes
temporels sontH  (t), j =1,n. Le nouvel indicateuAVH est basé non pas sur I'évolution de la

température mais sur celle des modes temporelgrdagdure précédente est modifiée comme suit. A
partir du seuil pour I'évolution d&, on définit un seuil équivalent no& ., et calculé a partir du

premier enrichissemem£1 dans I'Eq. 2) comme suit :



tan(,)
‘al(l)‘ x maxF, (x)|x maxG, (y)|

tan(,)

Une fois la solution d& obtenue, les autres modes sont normalisés paontagppl, (t) :

& = arcta = arcta

t_eq

maﬁ y, "

Ce procédé permet lui aussi de capter la solutidasedeux zones transitoires apres cette foifci 1
étapes de raffinement pour une méme simulation aneg ., correspondant & =5°. La réduction

H, (1) = H (t),j=2n (8)

du temps de calcul par rapport au premier indica®M est d’autant plus marquée que la
discrétisation spatiale est fine. Considérons pample une simulation avec 1001x1001x101 points
pourx, y ett respectivement, le calculA/H pour une étape de maillage nécessite un tempaldd c
de seulement 0,5s par rapport a 70s padv.

4 Discussion

Les indicateurs proposés ont été validés et ontm@deur capacité & capter les zones transitaires
partir d’'un maillage grossier en rajoutant des {soselon la valeur de I'indicateur par rapport & un
valeur seuil. L'indicateuAVH est celui que nous utiliserons dans la suite tte ciescussion dans la
mesure ou il permet de réduire le temps de calaul @mpport a I'indicateuAVM. La sensibilité de
I'indicateur est discutée selon le maillage injtial valeur du seuil, mais aussi le nombre de point
ajoutés a chaque étape de maillage adaptatif.

L'indicateur que nous avons présenté consiste ategjales points dans le maillage selon une
certaine valeur seuil. Si I'on souhaite diminuertéenps de calcul des simulations, il n’est pas
nécessaire d'avoir des maillages fins dans les zaeerégime permanent de la solution or cette
situation peut se produire si le maillage initiat g#op fin. Un procédé de déraffinement du madlag
basée sur le méme indicateur est proposé. Il dengignlever les points AVH est inférieur & un
certain seuil. Le Tableau 1 montre les résultaterals dans le cas ou le seuil de déraffinement est
égal a 05°. Le maillage final obtenu présente moins de popdsr une méme précision de la

solution. Nous remarquons que cette étape de aeaiént est plus utile lorsque le maillage iniéist
plus dense.

TAB. 1-Comparaison entre les cas avec (a) ou sans (Hfidénaent

51 points 51 points 201 points 201 points
(a) (b) (a) (b)
Nombre d’étapes de raffinement 8 8 6 6
Nombre final de points pour le temps 270 302 277 541
RRe 0,065 0,065 0,070 0,070

La précision et le nombre final de points en tedppendent de la valeur du seuil choisi pour




I'indicateur. Le Tableau 2 montre des résultat®eobs avec trois valeurs differentes ge(seule la

procédure de raffinement est utilisée ici). La ualdu résidu relatiffRg qui traduit la précision de la
solution diminue lorsque, diminue. Pourtant, le nombre de points a augméitsi, le £, choisi ne

doit pas étre trop faible. Cela méne a la neced&téoir un lien entre I&kRReobtenu etg,. On peut
donc se fixer au départ de la simulation une vadelRReet deg, et ensuite diminuer la valeur dg
afin d’'approcher au mieux la précision souhaitée.

TAB. 2—Comparaison pour différentes valeurs du seuil

g =1° £ =5° g =15°
Nombre d’'étapes de raffinement 12 10 8
Nombre final de points pour le temps 1238 263 74
RRe 0,033 0,068 0,129

Dans les premiers résultats que nous avons maomus, avons ajouté un point a droite et un point
a gauche du point pour lequel la valeur du critéégait pas satisfaite. Nous allons discuter ici
différentes facons d’ajouter des points. Pour cet@pnsRN le rapport entre la valeur d&VH et
E eq

|AVH|

gt_eq

RN = 9)

Lorsque nous sommes trés loin du se&N(plus grand), cela signifie que le gradient estsplu
important et il est donc nécessaire d’'ajouter gieipoints a ces endroits la. Néanmoins, comme nous
ne voulons pas que le nombre de points dans |dageik explose », nous proposons les limitations
suivantes :

* SiRNn'est pas supérieur a 1, aucun point ne seraéjout

* Le nombre maximal de points a ajouter est inféraany,q.

La Figure 4 (a) illustre I'évolution du résidu releRRepar rapport au nombre d’étapes de maillage
et la Figure 4 (b) celle du nombre de points pducas différents (pour tous ces dss, est égal a
100) notés :

- « sans rapport » qui correspond au cas précéieon ajoute un point a droite et un point a
gauche,

- « rapport exponentiel », « rapport linéaire »<ot@pport logarithmique » entiRN et le nombre
de points ajoutés.

Lorsque I'on ajoute des points avec « rapport RRediminue plus rapidement et le nombre d’étapes
de maillage est largement réduit (2 étapes pow apport logarithmique » par rapport a 10 étapes
pour un « sans rapport »). Néanmoins, le nombiddgs ajoutés est trés élevé.

Pour les différents cas étudiés, le « rapport Iireéa semble étre le plus adapté puisqu’il limie |
nombre d’étapes de maillage tout en gardant un rea points raisonnables.
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FIG. 4 — L’évolution durRRe(a) et du nombre de points pour le temps (b) auscdes étapes de
maillage adaptatif.

5 Conclusion

Une technique de maillage adaptatif pour la régmiudle problemes transitoires avec la méthode
PGD a été proposée. Celle-ci a été testée powrdtéan de la chaleur 2D dans le cas ou la solution
cherchée présente deux zones transitoires. Aveunailtage grossier, la méthode PGD ne permettait
de localiser qu’une seule zone transitoire. Deuicateurs basés sur la variation du gradient de la
fonction recherchée ont été proposés et ont patenisapter les gradients dans le domaine transitoire
en raffinant le maillage uniquement dans certaineses. Le deuxieme indicateur, utilisant les
propriétés des solutions calculées avec la PGDuyrestamélioration du premier dans le sens ou le
temps de calcul est réduit.

Différentes méthodes pour améliorer la techniquendillage adaptatif ont été discutés comme par
exemple le déraffinement, la sensibilité de la rmééhsuivant le seuil de l'indicateur ainsi quedadn
d’ajouter des points en fonction des valeurs phsgde critere. Dans tous les cas, les résultatnos
sont prometteurs. Présenté ici pour la varidblee critere peut étre étendu facilement aux autres
variables. L'extension de ce critére a des probteaweiplés avec différents temps caractéristiques es
envisageable et constitue la suite de notre travail
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