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Résumé— Cette article traite de la fissuration transverse et délatiin de couches minces par I'ap-
proche variationnelle a la mécanique de la rupture. La diipa des fissures et des zones délaminées est
obtenue suivant un principe de minimisation. Les résuétatdytiques en 1D, ainsi que ceux numeériques
obtenus par approximation avec des modéles d’endommagemaenettent de retrouver les evidences
experimentales de périodicité des fissures et symétrieataaides de délamination.

Mots clés— approche variationnelle, modéles d’endommagementnigation, microfissuration, regu-
larisation

1 Introduction

La présence de systémes multicouche est désormais larggdpandu dans les applications techno-
logiquement avancées. Dans ces systemes la différenceadanéires matériaux des couches, les pro-
cedés d'assemblage et les conditions de chargement intidisg fortes contraintes a la fois a I'intérieur
des couches et au niveau des interfaces. Ceci provoquergdes@hénomenes typiques de délamination
—ou fracture d’interface— et fissuration —ou fracture trgarse— des plis qui s'averent variés et com-
plexes. En étendant [1] et [2], on utilise une formulatiorr@eétique globale dans le cadre de I'approche
variationnelle a la mécanique de la rupture, qui permet densruire la complexité des phénoménes
observés expérimentalement sans ajouter aucune hypatipeiei sur la géométrie des fissures.

(a) (b)

FIGURE 1 — Modéle ® (a) et D (b) équivalent, les fissures et les zones de délaminationnet@ed”
etA, respectivement.

La géométrie du systénD est schématisée en Figure 1.a. Une couche nfihest collée sur un
supportQgyp Notre étude se base sur un modéle 2D équivalent, voir [3h cduche mince est assimilé
a une membrane et le substrat modélisé parrigidité équivalentequi correspond a la forme suivante



de I'énergie élastique :

ﬁ(g,r,A)Z/Q\r 1é(g_ &) - (e(u é)dQ+/ (U—0) - (u—0)dQ 1)

oUA désigne le tenseur de rigiditéle tenseur gradient de déplacement symétrseé vecteur déplace-

ment ek larigidité équivalente du substrat. Les fractures peuapptraitre a l'intérieur de la couche et
au niveau de l'interface. L'ensemble des points de disnaité du champ déplacement est nbi@lors
que le domaine de délamination de la couche est noané&s paramétres de chargement du systéme
sont une déformation inélastique impog&et un champ déplacement impasé

En adoptant un modéle de rupture de type Griffith, 'énergieessaire pour créer les fissures est
supposée étre de la forme :

S(I',A) = Ge,phlongueutT) + Gg,, aire(A)

ou Gg,, etGy,, sont les ténacités a la fissuration transverse et a la désionrdans le modele 2D, &t
I'épaisseur du film.

L'évolution quasi-statique du systéme soumis au charggmégrond a un critére de minimisation de
I'énergie globaleé(u, rA) = P(u, r,A) +§(F,A) : pour un niveau de charge, () au cours du processus
de chargement, I'état de fissuratidr) et de délamination/) est celui qui minimise I'énergie globale,
pour tout champ, I, A admissibles. Une notion d'irréversibilité permet d’empércla refermeture des
fissures.

On pose le probleme en temps discret. Aprés discrétisatiagardps emN intervalles équidistribués,

i.e.t—1tj, j=0...N,tj;1 —t; = 1/N, I'évolution quasi-statique du systeme se formalise &tantt;
comme suit :
au tempg; 1
trouver(uj;1,lMj41,8j41), t.Q.: @)
minE(u,l,A)

avecu € Uadj(j,4),Mj+1 2 Tj,Aj+1 D A

OuU wuaqj(Ij,4)) est I'espace des déplacements admissibles au tgigps dépend des fissures et de la
delamination présentes, leD I'j,A O A; traduisent les conditions d'irréversibilite.

Cet article est organisé comme suit : dans la section 2 onirésalytiguement le probleme dans le
cas D. Pour une valeur de charge donnée on trouve le nombre desigsigsent, leur position, la taille
du domaine de délamination et son emplacement. Pour ungechamotone croissante, on introduit un
plan d'état qui décrit complétement I'evolution quasitisiae du systéme. Dans la section 3 on résout
numériquement le probléme a I'aide d’une approximation'd@wekgie par une fonctionnelle régularisée
en les comparant avec les résultats analytiques.

2 Résultats analytiques

Le systeme 1D est celui présenté en Figure 1 (b). Une barnepant le domaiQ = [0,L] est
collée sur un substrat élastique. Les deux paramétres dgeckant une déformation inélastique et un
déplacement imposés. Suite au processus de chargemenirdeatransverses et zones de délamination
peuvent apparaitre comme illustre la Figure 1 (b). Dangckdtnieren fissures transverses sépanent
1 morceaux de barre occupantsies 1 domaine<); = [xi—1,X%], i=1...n, x =0, X,=L, chacun
de longueul;,i =1...n. La zone de délamination occupe le domaiget sa longueur est me@g. On
noteu(x) : x € Q — R le déplacement de la barfe)'ensemble des fissures|a déformation imposée et
ule déplacement imposé sur le substrat. Dans le cas 1D (Mesesréduit au nombre des fissures 1,
et meagA) est donnée paf, Xadx, ol xa indique la fonction caractéristique du dom@nDans le cas
1D I'énergie (1) peut étre mise sous forme adimensonnée dalsiainQ = [0,L = 1] comme suit :

B (L LahXo) = 3 P(bLLXS) +Y [ Mot (1-1) (4)

ol P(u,Li,Xa) = o' 3(e(u) — €)%+ B—Zz(u— u)2dx. Les deux paramétres adimensionnés qui appa-
raissent sont le rapport entre la raideur du film et celle dssatp = kL?/E , et le rapport entre les
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tenacités de délamination et de fracture transvees&y,, /LG, ou E est le module de Young du film,
k la raideur équivalente du substrat®{, etGy,, les ténacités de fracture et de délamination, consideé-
rées uniformes dans cet étud®,, est identifié ave&.,,h, ot h est I'épaisseur du film, donGe,, et
Gy, ONt les dimensions d’une énergie par unité de ligne et daseiFfrespectivement.

On peut vérifier que la fonctionnelle d’énergie (4) est camvear rapport a chacune de ses variables
indépendamment, ce qui donne 'unicité de la solution pppoa a chacune des variables —les autres
étant fixées. On exploite cette caractéristique pour résdedorobléme :

min  E(u,n,{L}, Xa) %)
u,n, {Li }‘XA

avec la démarche suivante :

Solution élastique : {A=0,n=1,{L;} = 1} fixés, on minimise par rapportpour trouver la solution
élastiqueu* (x)

Distribution des fissures sans délamination :a{A,n,u*} fixés, on minimise par rapport agk; } pour
trouver la position optimale des fissufds'}, sous la contraintg; Lj = 1

Nombre de fissures :on se donne une histoire de chargement et on cherche le rm@imem, ce qui
donne le nombre des fissures présentes a une charge donnée.

Délamination on fixe {n = 1} et on résout le probléme de minimisationyenqui fournit le domaine
de délamination

Le probléme de fracture transverse et de délamination resitraisolu.

2.1 Solution élastique
On fixe A = 0,n = 1. La solution du probleme 1mirE(u, 1,L,0) fournit le déplacement élastique

ucH(Q)
pour le film sain :

u*(x) = argminE(u, 1,L,0) = esinh(B(x—L/2)) i
ueH (@) B cosh(B—ZL)

avec lequel on calcule I'énergie élastique associée :
tanh(%L)
P(u*,1,0)= min E(u,1,L,0) =& — =7

L
ucH(Q) 2 23

2.2 Distribution des fissures

On s'intéresse a I'emplacement des fissures optimal au semsidmum de I'énergie, pour un
nombre de fissures donné. En fixantA = 0 la distribution optimale des fissures est celle qui résout :

min P(u*,{L;},0
Zinzll—izl ( 7{ I}> )
Il s’agit d’'un probléme de minimisation envariables sous contrainte linéaire. L'énergie poteriell
P(-,{Li},-) est convexe par rapport agk; }, i = 1...n, ce qui donne I'unicité du minimum. De plus, on
impose la contraint§{ ; L; = 1 ce qui implique que le minimum est le méme pour tqut

L; = argminP(u*,{L;},0) =L/n"
ShiLi=1

En autres termes les fissures sont equidistribuées. Liénmigle du systéme ne dépend que du nombre
de fissuresi.e.
E=E(n)=nP(1/n)+n-1



2.3 Nombre de fissures pour une charge donnée

L'état du systéme en termes de nombre de fissures est donni@esphution de :

minE(n) (6)

neN
La famille des courbeE (n) parametrée par € N est montrée en Figure 2 avec les traits pointillés gris,
vis a vis de la charge imposéeUne fois qu’une fissure est crée, l'irréversibilité cowpéel’equidistri-
bution des fissures, empéche, suite au chargement, que uledissure se produise, évoluant ainsi sur
la brancheE (n = 2). Deux fissures doivent apparaitre pour que I'equidistdusoit satisfaite, et ainsi
de suite. Cela pose une contrainte sur I'ensemblendgahmissibiles, notéa(,q qui doit avoir la forme
Nad = {2, k€ N}. Les courbe€ (n),n € A(ag SONt montrées en trait bleu. En trait épais rouge on montre
le minimiseur poun € A(a4, qui donne —pour une chargdixée— le nombre de fissures du systeme.

E(n)

Enérgie

FIGURE 2 — Famille des courbes d’énerdign) pourn € N (gris), n € Alzq (bleu), minimum d’énergie
(rouge)

Le premier seuil critique de fissuration, nafésur la Figure 2 vérifiee(1) = E(2). On trouve I'ex-
pression analytique d& = dépendent du paraméte

D’aprés la condition d’irreversibilité et I'équidistriion des fissures, suite a une histoire de char-
gement croissarg *t, I'évolution du systéme est un processugo-similaire A une échelle prés, le
sous-probléme pour chague morceau de film fracturé est leentiénfilm initialement sain. On peut
alors construire un plan d'étég, L; /L) qui montre I'évolution compléte d’une film de longueur ialé
L1 = L soumis a un chargement monotone croissant. Le plan d'étatadré en Figure 3, la courbe du
“locus de fracture” est la courlre= € (L) pourp fixé, les états dans la zone gris ne sont pas admissibles
pour le systeme au sens du minimum de I'énergie. Les cougle®tts admissibles sont de la forme
(ELi/L) = {€< &} x {L1/Ln, n € A}

2.4 Probleme de délamination

On aborde maintenant le probléme de délamination du film Bangires soumis a une charge du
type déformation imposée, c’est a dire fixant 0 etn = 1. L'état du systéme est déterminé en résolvant :

. o1 1
minE(u,1,1,Xa) = min / (U — 8%+ ZP%U?(1—Xa) + YXa dx
Xa Xa Jo 2 2
ce qui fournit un critere de délamination locale, c’est & dir

{1 siu?(x) > (ud)?

Xa(X) = 0 sivd(x) < (ud)?
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FIGURE 3 — A gauche le plan d'état pour le probléme de fissuration pque L = 1, & droite les
déplacements correspondants aux point indiqués sur |edjsétat.

ou le seuil critique en déplacement pour la délaminatiomlesné parfud)? = 2y/B2. Le champs dépla-
cement élastique étant une fonction croissante vis a vis ide U(x) > 0 et symétrique, on trouve que
les points qui atteignent les premiers le critere de délatitin sont les deux extrémit&s=0 etx=1L, en
retrouvant analytiguement un résultat expérimental. Ds [@ domaine de délamination est symétrique
par rapport a I'axe du film. On détermine la fonctidne— [0, 1] qui donne la fraction de film collé par
rapport a I'état initial vis a vis de la charge imposte

1, sie< €
o(e) = 7
© %arctanh\/Tz—y, sie> & ")

. — 2 d\2; — BV
& étant la valeur de fel que )[16’18)0 =(u)’ie.ef= tanh

Un plan d’état pour le probléme de délamination est cortstmiiFigure 4 (gauche) a partir de la
loi &: e~ [0,1]. La courbe “locus de délamination” est la coue- d(e) pour B ety fixés, les état
admissibles sont les couplés d) € R x {d < &}.

En faisant référence a la Figure 4 un film est chargé élastignea partir d’'une charge nulle (point
0), jusqu’a la charge critique est atteinte au péinta délamination commence par les deux extremités
et I'état du systeme suit la courbe du locus de délamination.

Sur le plan d'état dans la Figure 4 (gauche) on visualisatl'éti systeme par rapport a quatre dif-
férents niveaux de charge. Dans la figure a droite on morgrédplacements associés, les domaines de
délamination indiqués en bleue clair correspondent au @, 50% et 70% de la longueur initiale du
filmL; =L=1.

2.5 Probleme couplé

On s’intéresse maintenant a la compétition entre les dewdemde fracture. Les deux plans d’état
montrés peuvent étre combinés. Pour deux differents clesbpdrameétre, y dans les Figures 5.(a)—(b)
on représente le plan d’état complet du systéme, ou les dedrsi—de fracture et de délamination sont
pris en compte. Le locus de fracture est indiqué par une ligméinue rouge, et celui de délamination
par une ligne pointillée bleu. L'évolution des films suiterelcharge croissante monotone est indiquée
par les fleches.

Pour le film dont les paramétres sont ceux de la Figure 5 (gauttois fissures apparaissent —la
premiére au poind, les deux successives au poBi- avant du décollement au poi@t

Sur la Figure 5 (droite), le critére de décollement est mtti@il pointD avant toute fissuration, et le
systéme est soumis a un proceés de décollement progressif.

Observations faites sur une grande plage de valeurs [petily semblent indiquer que une fois le
critere de délamination est atteint, aucune fissure ne vaahuipe. L'évolution du systéme la plus
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FIGURE 4 — A gauche le plan d'état pour le probléme de délaminatiamr pg = L = 1, & droite les
déplacements correspondants aux point indiqués sur ledjftat.

générale est donc une combinaison du typefissures—délamination, avetfini.

= =

(a) (b)

FIGURE 5 — Plan d’état du systeme, 3 fractures et délamination @afigure (a), uniquement délamina-
tion dans la figure a (b), poli, =L =1

3 Résultats numérigues

En étendant les idées proposées par [1] la solution nunedguprobléme passe par I'approxima-
tion de la fonctionnelléE(u,I",A) par sa régulariséEg(u,a,A) au sens de la notion deconvergence
introduite dans [4]. On substitue I'ensemble de fissurgsar sa représentation régularisgex) : x €
Q — [0,1], champs scalaire qui peut étre interprété comme un chanmplab@magement. La suite de
fonctionnelles régularisées, indexée parla forme suivante :

2
Ee(u,0,A) = / }(1— a)?(U — @)%+ B—(u —0)%(1—xa) + 9 a2y a2+ yxadx (8)
Q2 2 64¢

Ou ¢ —ayant la dimension d’une longueur— peut étre interprét@me une “longueur interne”,
aussi bien comme un parameétre materiel. L'apparition desirés est indiqué par la localisation du
champ endommagemeatdans des zones de taille comparabée a

On cherche la solution au probléme de I'évolution quadiegia du systéme suite a une charge crois-
sante monotone en termes de déformations inélastiqueséapoOn peut vérifier que la fonctionnelle



(8) est convexe par rapport a chacune de ses variables imdlpenent, ce qui permet de construire un
algorithme de minimisation alternée en chacune des vasabtontré dans le Tableau 1

Initialisation :up, 0o, Xag < O ; [* film sain, charge nulle */
fori=1:ndo
j«0;
repeat
Initialisation :u®,a® xa? < Ui_1,0i_1,Xa;_1; /* avec solution au pas précedent
¥
I = argmi I xah); F* solveur linéaire */
U =argmirEe(u, o, Xai ) ; solveur linéaire
u
j+1 _ - j+1 N x . intac *
o "= argminEg(ui ", a, Xa ); * solveur linéaire avec contraintes */
1 o
o ">0i-1
A= argmin Ec(u ol xa); [* linéaire en X
' XAiHl_ZXAH
until fla! ™ —al||L= <tol;
end

Algorithm 1: Minimisation Alternée

Les résultats des simulations effectuées sur un domaineetig avec 800 éléments linéaires sont
montrés sur les Figures 6. La Figure 6.(a) montre I'évolutioasi-statique des énergies de Volume, de
Fracture, de Délamination et Totale pour un film en délaronatpour = 10,y = 2- 10°, indiquées
respectivement en ligne noir pointillée, rouge pointillbleu continue et noir continue épaisse. En gris
fin on montre la famille des énergies calculées analytiqueEan), n € {1,2,4,8} C Azqg. On constate
gue les deux résultats collent pour ce qui regarde 'amerciag fissured & 0.35,t = 0.41,t = 0.65).

Les mémes résultats de I'étude analytique sont retrouvdisgeoqui concerne I'évolution des énergies.
La dérive qu’on observe a partir de I'apparition du troisgeondre de fissures est due a la perte de rigidité
globale de la structure, a cause de la présence importastodeaines endommagés. On remarque que
cet algorithme cherche desinima locauxalors que la minimisation accomplie analytiquemenigst
bale Les résultats des Figures 6 ont été obtenues a I'aide dyanitiime “Backtracking” [5] qui effectue
une sélection des solutions de minimum local obtenues ngo#nent. Grace a la-zhomogeneité de
I'énergie élastique, on peut déduire une condition néaesgae les minimas globaux doivent satisfaire.
L'algorithme de “Backtracking” permet de sélectionner -fpeles solutions de minimum locale trouvés
numériquement— celles qui satisfont cette condition regies.

......... Bulk Energy

== == == = Fracture Energy
Delamination Energy
e Total Energy

u/max(u), o, @
e
< &
T T

&
T

e = = (damage field)
o\ (displacement field)
@ (delamination field)

@ (b)

FIGURE 6 — Evolution du systéme, énergies (a), champs déplacamaminoir, endommagemeanten
rouge, et délaminatiopa en bleu. Le systéme présente 7 fissures



4 Conclusions et perspectives

On a étudié les phénomenes de fissuration transverse etidéteom d’un film soumis a une charge
en déformation, dans le cadre de I'approche variationrgelle mécanique de la fracture. On a trouvé
analytiquement pour le ca®l(Figure 1.b) les lois d’évolution des fissufiegt des domaines de délami-
nationA ainsi que le champ déplacemerqui réalisent I'optimum pour un niveau de chasga donnée.

En particulier on a montré que :

— la distribution optimale des fissures est périodique

— la délamination est symétrique et commence aux bords dritzhe

La solution numérique du probléme d’endommagement est@rdavec les résultats analytiques,
notamment elle reproduit les caractéristiques de péiitédies fissures, de symétrie de la délamination,
du nombre des fissures et de la dimension du domain délanonéupe charge donnée. Les résultats
analytiques et ceux numériques fournissent des indicationla compétition entre ces deux phénomeénes
qui sont en accord avec les expériences et une comparaisordas données expérimentales est envi-
sagée dans les travaux a venir. De plus, résultats prédgoereux pour la justification de la forme de
I'énergie limite D (1) sont en train d’étre établis.
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