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Résumé — Une comparaison de codes externes de couplage de plusieurs codes Eléments Finis 

Explicites et Implicites basés sur des méthodes monolithiques de décomposition de sous-domaines est 

proposée. Dans la littérature, ces méthodes sont nommées GC, PH, MGC et GC+. Ces méthodes de 

décomposition de sous-domaines puis les quatre coupleurs externes associés sont présentés dans le cas 

multi échelle en temps. Les avantages et inconvénients de ces méthodes utilisées dans le cadre du 

couplage externe de codes sont discutés. Finalement, un exemple numérique est présenté. 

Mots clefs — Décomposition de sous-domaines, Codes externes de couplage, Eléments Finis. 

1 Introduction 

Afin de simuler le comportement mécanique d’une structure discrétisé en espace selon la méthode 

EF, il est intéressant de décomposer le maillage complet en plusieurs sous-domaines avec une taille 

d’élément de maillage appropriée et un pas de temps approprié pour chaque sous-domaine ayant son 

propre schéma numérique temporel. L’idée de base est de focaliser l’effort de résolution numérique 

sur des zones connues pour rencontrer des phénomènes non linéaires (zone d’impact par exemple) en 

utilisant un maillage EF fin ainsi qu’un petit pas de temps. Pour cette partie de la structure, une 

formulation en temps explicite est évidement requise, alors que pour les autres parties, un maillage 

grossier est suffisant ainsi  qu’un pas de temps relativement grand et que une utilisation d’une 

formulation temporelle implicite. 

Le principal objectif est d’augmenter l’efficacité numérique sans altérer la qualité de la réponse 

dynamique de la structure. 

De nombreuses méthodes existent pour décomposer la structure globale en sous-domaines. Deux 

classes de méthodes sont disponibles. La première classe nommée méthodes de partitionnement qui 

est la plus populaire (car non intrusif) a été utilisé intensivement pour l’interaction fluide structure. 

Les dernières versions (Piperno [1]) proposent des schémas qui donnent d’excellentes propriétés de 

conservation énergétique à l’interface. Une synthèse intéressante des résultats les plus récents peuvent 

être trouvés dans Fahrat [2]. La seconde classe est appelée les résolutions monolithiques [3]. La 

méthode GC appartient à cette classe de méthodes et a été proposé par Gravouil et Combescure pour 

des schémas temporels de Newmark en dynamique linéaire [4] et, ensuite, étendu à la dynamique non 

linéaire [5], à la dynamique non linéaire explicite [6], au couplage modal de sous-domaines [7] ou à 

des techniques de raffinement spatiotemporelles automatiques [8]. Il a été démontré que la méthode 

GC produit une certaine dissipation d’énergie à l’interface entre les sous-domaines dans le cas de pas 

de temps incompatibles. Prakash et Hjelmstad [9] ont proposé un algorithme plus complexe (méthode 

PH)  sans dissipation à l’interface. Puis, Mahjoubi, Gravouil et Combescure [10, 11] ont proposé une 

méthode générale (méthode MGC) qui assure que l’énergie dissipée reste égale à zéro durant le temps 

de calcul pour tous les intégrateurs temporels. Cette méthode est capable de coupler les schémas 

temporels de Simo, Krenk, Verlet, HHT et de Newmark avec des pas de temps différents. La méthode 

GC a été améliorée et la méthode ainsi obtenue s’appelle la méthode GC+ qui conserve l’énergie 

d’interface comme le font les méthodes PH et MGC. 
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Dans la première section de cet article, les algorithmes des quatre méthodes de décomposition de  

sous-domaines GC, PH, MGC et GC+ seront présentés. Puis, nous expliquerons comment chacune des 

quatre méthodes de décomposition de  sous-domaines, permettent de construire un coupleur externe de 

codes. Dans la troisième section, les avantages et inconvénients des quatre coupleurs externes de 

codes obtenus seront comparés. Finalement, quelques exemples numériques montreront l’efficacité de 

ces coupleurs. 

2 Quatre méthodes de décomposition de sous-domaines (GC, PH, MGC et 

GC+) 

Tout d’abord, les équations principales d’une méthode de décomposition de sous-domaines sont 

présentées dans le cas mono échelle en temps. Ensuite, une brève description des quatre méthodes GC, 

PH, MGC et GC+ est donnée dans le cas de deux sous-domaines avec des échelles temporelles 

différentes. 

2.1 Principe général d’une méthode de décomposition de sous-domaines 

Le problème complet en dynamique transitoire est le problème suivant :  

 intextMa F F= −  (1) 

Le principe de base d’une méthode de décomposition de sous-domaines est de diviser la solution en 

deux parties: la solution free et la solution link. La solution free correspond au comportement d’un 

sous-domaine seul sans considérer ses liaisons avec les autres sous-domaines. La solution link 

correspond au comportement d’un sous-domaine lié aux autres. L’équation d’équilibre en dynamique 

de chaque sous-domaine k s’écrit:  

 { }int  1,k k k k

k ext linkM a F F F k s= − + ∀ ∈  (2) 

Le problème initial peut être décomposé en deux parties avec un terme free et un terme link et peut 

ainsi être réécrit sous la forme d’une système découplé :  

 { }
 

       1,

k k k

k free ext int

k k

k link link

k k k

complete link free

M a F F

M a F k s

a a a

= −

= ∀ ∈

= +

 (3) 

La méthode peut être résumée par l’algorithme suivant avec s  sous-domaines et un pas de temps 

constant ∆t: 

a) Résolution du problème free de chaque sous-domaine k assumant un comportement 

linéaire:  

 
2 k k p k

k k k k free ext k( M t K )a F K ( u )β ∆+ = −  (4) 

b) Résolution du problème global d’interface afin d’obtenir les multiplicateurs de 

Lagrange Λ:  

 BH =Λ  (5) 

où H est la matrice de masse condensée à l’interface 

 
s

k 2 1 kT

k k k k k k

k 1

H t L (M t K ) Lγ ∆ β ∆ −

=
= +∑  (6) 
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et B est le vecteur déduit à partir de la solution free 

 
s

k k

free

k 1

B L v
=

= −∑  (7) 

et L sont les matrices de liaison associées aux déplacements contraints (contraintes cinématiques à 

l’interface pour effectuer un collage des vitesses entre les sous-domaines). 

c) Résolution du problème link de chaque sous-domaine k : 

 
2 k kT

k k k k link( M t K )a Lβ ∆ Λ+ =  (8) 

d) Obtention de la solution complète en additionnant la solution free et la partie link 

 

k k k

free link

k k k

free k k link

k k 2 k

free k k link

a a a

v v t v

u u t u

γ ∆

β ∆

= +

= +

= +

 (9) 

Il s’agit de l’algorithme général d’une méthode de décomposition de sous-domaines dans le cas où 

un pas de temps identique est appliqué à tous les sous-domaines de la  structure. 

2.2 Très brève description des méthodes GC, PH, MGC et GC+ 

La méthode GC est la méthode de décomposition de sous-domaines historique. La méthode PH est 

une méthode GC modifiée pour résoudre le problème de condensation à l’interface seulement une fois 

durant un macro pas de temps. La méthode MGC est une méthode générale qui résout l’équation 

d’équilibre au temps tn+γ et non pas au temps tn+1 comme les trois autres méthodes. La méthode GC+ 

est une méthode PH modifiée pour résoudre les problèmes free et link des codes couplés en parallèle. 

3 Quatre coupleurs externes de codes basés sur les méthodes GC, PH, 

MGC et GC+. 

Les tâches effectuées par le coupleur et par les codes couplés modélisant chacun un sous-domaine 

de la structure globale sont présentées et les différentes communications nécessaires entre le coupleur 

et les codes éléments finis de chaque sous-domaine sont détaillées: premièrement, dans le cas de la 

méthode GC, et puis, pour les trois autres méthodes (PH, MGC et GC+). 

3.1 Coupleur de codes externe basé sur la méthode GC  

La résolution numérique du sous-domaine A est prise en charge par le code implicite Castem [12] 

alors que le code explicite Europlexus [13] simules le comportement mécanique du sous-domaine B. 

Les tâches effectuées par les codes couplés Europlexus et Castem sont de résoudre leurs problèmes 

free respectifs, de transmettre les forces libres obtenues à la fin de chaque pas de temps au coupleur 

externe et ensuite de résoudre leurs problèmes link après avoir lu les forces de liaison à l’interface 

envoyées par le coupleur. De plus, les tâches réalisées par le coupleur externe de codes sont de lire les 

forces libres envoyées par les codes couplés, de résoudre le problème de condensation à l’interface 

pour obtenir les multiplicateurs de Lagrange et ensuite déterminer les forces de liaison et finalement 

envoyer aux codes couplés leurs forces de liaison respectives. Le coupleur externe de codes a aussi la 

tâche d’imposer un temps de synchronisation pour que le plus souvent possible, la résolution des sous-

domaines modélisés par des codes couplés se fasse à un même instant. Les communications réalisées 

entre le coupleur et les codes couplés sont assurées par des fichiers pipe. Un pipeline consiste en une 

chaîne d’éléments arrangés de telle façon que la sortie de chaque élément est l’entrée du suivant. Son 
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nom provient d’une analogie avec un tuyau. Les intérêts des pipes sont les suivants: cet outil de 

communication est très rapide et n’utilise pas d’espace mémoire.  

3.2 Coupleurs de codes externes basés sur les méthodes PH, MGC & GC+  

La différence principale entre la méthode GC et les trois autres méthodes est que le problème de 

condensation est résolu seulement à la fin du macro pas de temps pour les méthodes PH, MGC & 

GC+. Dans la méthode GC, il n’y a qu’une seule boucle pour les résolutions des problèmes free, 

condensés et link. Pour les méthodes PH, MGC & GC+, il y a une boucle temporelle pour la résolution 

du problème free, puis le problème condensé est résolu suivi par une boucle pour la résolution link et 

finalement par une boucle de réactualisations. C’est pourquoi le code Europlexus simulant le sous-

domaine B avec des micros pas de temps doit réaliser quelques sauvegardes et quelques 

réinitialisations de variables entre les différentes boucles temporelles effectuées par le logiciel. 

3.3 Schémas des quatre coupleurs de codes externes 

Dans la Figure 1, les différentes communications requises entre le coupleur de codes et les codes 

éléments finis sont présentées. 
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 FIG. 1 – Schémas des communications entre les codes implicite et explicite et le coupleur pour les 4 

méthodes 

4 Comparaison des quatre méthodes GC, PH, MGC et GC+ 

D’après la Figure 1, il parait évident que la méthode historique (méthode GC) est la méthode qui 

présente le plus d’inconvénients. Le principal désavantage est que le problème de condensation à 

Méthode  GC: Méthode PH   : 

FREE – SD A 

CONDENSATION - INTERFACE 

LINK – SD B 

LINK – SD A 

FREE – SD A 

FREE – SD B 

CONDENSATION - INTERFACE 

LINK – SD B LINK – SD A 

FREE – SD B 

( )B B

ext int j
F F−

 

( )A A A

ext in t link m
F F F− +

 

( )B B B

ext int link j
F F F− +

 

jS
 

m

A

freev
 

m

B

freev
 

m

A

linkF
 m

B T

link B mF L= − Λ
 

( )A A

ext int m
F F−

 

Méthode GC+  Méthode  MGC: 

FREE – SD A FREE – SD B 

CONDENSATION - INTERFACE 

LINK – SD B LINK – SD A 

m

A

freev∆

m

A

linkF
 m

B

linkF
 

FREE – SD A FREE – SD B 

CONDENSATION - INTERFACE 

LINK – SD B LINK – SD A 

m

A

freev
 m

B

freev
 

m

A

linkF
 m

B

linkF
 

1

[(2( ) 1) ]
j

m
B

free

j

m j v
=

− + ∆∑  



 

 6 

CSMA 2011 
10e Colloque National en Calcul des Structures 

9-13 mai 2011, Presqu’île de Giens (Var) 

l’interface est résolu à chaque micro pas de temps explicite. Ainsi, de nombreuses communications 

sont alors requises entre le coupleur de codes et  les codes couplés. Il y a de l’énergie dissipée à 

l’interface. 

Ensuite, Prakash et al. (Méthode PH) ont modifié la méthode GC afin de l’améliorer en terme de 

dissipation d’énergie. La dépendance des résolutions des problèmes free reste un gros inconvénient 

que les méthodes suivantes ont évité. 

Plus tard, une nouvelle méthode (méthode MGC) a été proposée par Mahjoubi, Gravouil et 

Combescure. Cette méthode est capable de coupler les schémas numériques en temps de Simo, Krenk, 

Verlet, HHT et Newmark et présente ainsi le grand avantage d’être générale. De plus, le nouvel 

avantage qu’offre la méthode MGC est la totale indépendance des résolutions des problèmes free et 

link. L’inconvénient de cette méthode est cependant d’être complexe. 

Une nouvelle méthode de décomposition de domaines est maintenant proposée! Elle s’appelle 

GC+. C’est une méthode GC améliorée. Un avantage de cette méthode est d’être bien moins complexe 

que la méthode MGC mais a un inconvénient en comparaison de la méthode MGC: a priori, la 

méthode GC+ est limitée à coupler seulement des schémas numériques de Newmark. 

5 Exemple numérique 

L’exemple d’application est décrit dans la Figure 2. Une force évolutive est appliquée à l’extrémité 

de la poutre et l’autre extrémité est encastrée. Les solutions obtenues avec les codes couplés implicite 

et explicite simulant les sous-domaines avec un rapport de pas de temps de 50 (∆TA=5.0.10
-6
s) 

(∆TB=1.0.10
-7
s) sont comparés pour les quatre coupleurs. Le maillage du sous-domaine gauche 

contient 50 éléments quadrilatéraux, alors que le sous-domaine droit est maillé avec 200 éléments 

quadrilatéraux et avec 15 éléments finis triangulaires le long de l’interface. 

 

 

 

 

 

 

FIG. 2 – Définition de l’exemple numérique 

 

Les évolutions temporelles du déplacement du point P calculé avec les quatre coupleurs externes de 

codes sont comparées dans la Figure 3.  

P 
Sous domaine Implicite A 

code Castem  

Longueur LA=LB = 0.25 m 

Largeur b = 0.1 m 

Epaisseur e = 1 m 

EA=EB=210.10
9
 N.m

-2 

νA=νB=0.3 

x 

y 

∆TA=50*∆TB 

Sous domaine Explicite B 

code Europlexus  

1.0e-4 s 

Charge (N) 

0.0 s 

Time (s) 
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Maximal displacement at the beam extremity
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FIG. 3 – Comparaisons entre les réponses des quatre coupleurs. 

On peut observer dans la Figure 3 que les résultats obtenus sont très proches pour les quatre 

méthodes de décomposition de sous-domaines GC, PH, MGC & GC+. 

6 Conclusion 

Dans cet article, nous avons présenté les algorithmes de quatre méthodes de décomposition de 

sous-domaines GC, PH, MGC & GC+. Puis, nous avons proposé quatre coupleurs externes de codes 

correspondants. Les quatre coupleurs externes de codes que nous avons élaboré peuvent coupler le 

code implicite Castem2009 avec le code explicite Europlexus dans le cas multi échelle en temps. De 

plus, les avantages et inconvénients des quatre coupleurs ont été discutés. On a conclu que les deux 

méthodes les plus récentes (MGC & GC+) sont les plus intéressantes pour le couplage de codes 

externe et présentent le plus d’avantages en termes de conservation énergétique, de communications 

requises entre le coupleur et les codes couplés, d’indépendance des résolutions des parties FREE et 

LINK et en terme du nombre de  résolutions de problèmes condensés à l’interface nécessaires durant 

un macro pas de temps implicite. La méthode MGC a la qualité d’être générale et est capable de 

coupler des codes éléments finis avec des intégrateurs numériques très hétérogène. La méthode GC+ 

semble être restreinte à utiliser seulement des schémas temporels numériques de Newmark mais 

présente l’avantage de nécessiter moins et de plus simples modifications à insérer dans les sources des 

codes couplés (Castem ou Europlexus ici). 

Il est déjà possible d’utiliser la méthode de couplage GC pour des problèmes non linéaires. Mais 

dans la continuation de ce travail, il peut être intéressant d’étendre les trois autres coupleurs de codes 

externes PH, MGC & GC+ utilisés en multi échelle temporelle pour des problèmes de dynamique non 

linéaire transitoire. 
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