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Résumé — Une approche est proposée afin de séparer de manière efficace géométrie et approximation
dans le cas des méthodes de type partition de l’unité. La stratégie retenue consiste à approcher la géo-
métrie sur une grille différente de celle utilisée pour l’approximation. Les transferts d’information entre
les deux grilles sont assurés à travers une base de donnée quadtree partagée par les deux maillages. La
méthode permet alors de résoudre des problèmes définis sur une géométrie complexe grâce à un maillage
d’approximation grossier et des fonctions de forme de haut ordre.
Mots clés — X-FEM, éléments p, quadtree, approche nitsche.

1 Introduction

Les méthodes d’éléments finis basées sur la partition de l’unité ont permis de simplifier la prise
en compte des surfaces de discontinuité dans les calculs éléments-finis. En effet, l’enrichissement de
l’approximation a permis la prise en compte de surfaces de géométrie complexe sur des maillages non-
conformes. La description de la géométrie est assurée par LevelSets ce qui simplifie le traitement des
problèmes d’évolution. Néanmoins, l’indépendance entre la géométrie du problème et l’approximation
reste partielle : la description de la géométrie est insuffisante si le maillage support de la Level-Set est trop
grossier. Dans certains cas (fissuration par exemple), c’est la géométrie qui impose la finesse du maillage
et non pas l’approximation (grâce à l’enrichissement). Dans le cas où les interfaces sont représentées
explicitement, des approches ont été proposées afin d’assurer cette séparation [?]. D’autres approches
ont été proposées dans le cas d’interfaces définies implicitement : Prabel et al. [1] proposent d’interpoler
la level-set sur une grille auxiliaire régulière, avant de la projeter sur le maillage de calcul. Si ce dernier
est trop grossier, alors la géométrie est dégradée. L’objectif est ici de proposer une stratégie permettant
de séparer autant que possible le support de la géométrie et celui de l’approximation, tout en préservant
l’efficacité de l’approche. La méthodologie retenue est une variante des travaux proposés par Dréau et
al. [2] utilisée initialement pour étendre l’approche X-FEM au haut ordre.

2 Principe

2.1 Représentation géométrique

Il a été montré que dans le cas de fonctions de formes de haut ordre, l’erreur géométrique devenait
prépondérante devant l’erreur d’approximation [2, 3]. Différentes approches sont discutées dans le lit-
térature afin d’améliorer la représentation de la géométrie. Dans [2], il a été proposé de représenter la
levelset sur un maillage d’intégration raffiné, emboîté dans le maillage support de l’approximation (cf fi-
gure 1). La stratégie proposée ici consiste à représenter la géométrie de manière implicite sur un maillage
de type octree et de définir l’approximation grâce un maillage régulier sur lequel sont définies des fonc-
tions de forme de haut ordre (cf figure 2). La base de donnée octree sert à générer les deux maillages, si
bien que les relations de filiation entre les éléments de ces derniers peuvent être obtenues de manière très
efficace.
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FIGURE 1 – Élément coupé par une levelset et ses cellules d’intégration (avant découpage) : mise en
évidence de l’amélioration de la géométrie [2]
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FIGURE 2 – Transferts d’information entre le maillage géométrique et le maillage de l’approximation.
Note : les quadrangles sont transformés en deux triangles avant calcul.

2.2 Interfaces matériaux : convergence optimale

Dans le cas des interfaces matériaux, il a été montré dans [2] que la fonction d’enrichissement “ridge”
[4] devait être modifiée dans le cadre de l’approche utilisée ici. La modification proposée ne permettait
cependant pas d’obtenir une convergence optimale. Une approche alternative est considérée ici : le champ
de déplacement est enrichi par une fonction Heaviside au niveau des interfaces afin de découpler les deux
phases du matériau. La continuité du déplacement est ensuite imposée par l’utilisation de l’approche
Nitsche. La formulation faible du problème s’écrit alors :

a(u,v)−
∫

Γ
{σ ·n}JvK dΓ−

∫
Γ
{δσ ·n}JuK dΓ+β

∫
Γ
JuKJvK dΓ = l(v) (1)

où a(u,v) et l(v) sont respectivement les formes bilinéaire et linéaire du problème. {•} est l’opérateur
moyenne et J•K l’opérateur saut. Le paramètre β permet d’assurer la coercivité de la forme bilinéaire
totale :

‖{σ(v) ·n}‖Γ ≤CI‖v‖ (2)

Il suffit alors de considérer β > C2
I . La détermination de l’expression analytique de ce coefficient a

été traitée dans [5] pour le cas des approximations linéaires. Dans les autres cas, la résolution d’un
système aux valeurs propres proposé par Griebel et al. [6] permet d’estimer C2

I . L’obtention d’un taux de
convergence optimale nécessite néanmoins une représentation géométrique suffisamment précise [3, 2].
Dans cette étude, on se basera sur l’estimation proposée par Huerta et al. [7] :

hg = αh2p/3 (3)

où hg représente la taille du maillage géométrique, h la taille du maillage de l’approximation et p le degré
de l’approximation.

3 Exemples

3.1 Domaine troué

L’approche est maintenant appliquée à l’exemple présenté sur la figure 3. Ce dernier est constitué
d’une plaque de côté 2.0 percée de 450 trous de rayon compris entre 0.005 et 0.1 disposés aléatoirement.
Le plaque est soumise à une sollicitation de traction uniaxiale et le maillage de calcul est de taille 0.125
(niveau 4), comme illustré sur la figure 3. Une solution de référence est obtenue grâce à un maillage
de niveau 10 (h = 1.9510−3) et comprenant 435297 ddls. L’évolution de l’énergie de déformation est
étudiée lorsque l’ordre de l’approximation augmente de p = 1 à p = 12. L’évolution de l’erreur sur
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cette énergie vis-à-vis de la solution de référence est tracée sur la figure 4. On voit qu’une convergence
exponentielle est obtenue, et qu’une erreur de moins de 0.6% peut être obtenue par la résolution d’un
problème ne comportant que 17% du nombre de ddls de la solution de référence.

FIGURE 3 – Domaine troué : Géométrie et maillage de l’approximation.

102 103 104 105 106

Dofs

10-3

10-2

10-1

100

R
e
la

ti
v
e
 e

n
e
rg

y
 e

rr
o
r

p, Level Approx. 4
reference computation

FIGURE 4 – Domaine troué : convergence p.

3.2 Interfaces matériaux

Considérons une plaque infinie soumise à une extension équibiaxiale et contenant une inclusion
circulaire de rayon a = 0.4 en son centre. Le domaine de calcul consiste d’un carré de côté 2.0 centré sur
le point (0,0). Les deux matériaux sont supposés élastiques linéaires de modules d’Young Em = 1.0 et
Ei = 10.0 et de coefficients de Poisson νm = 0.3 et νi = 0.25 pour la matrice et l’inclusion respectivement.
La solution analytique du problème est donnée dans [8] et est utilisée afin d’imposer le vecteur traction
exact sur la frontière du domaine. Le coefficient hg est fixé à 1/10 pour p < 4 et 1/50 pour p = 4. La
figure 5 présente la convergence de la norme énergétique de l’erreur vis-à-vis de la solution exacte. Les
taux de convergences obtenus sont optimaux pour p = 1 à p = 4, mettant en évidence les performances
de l’approche.

3.3 Pièce mécanique

L’approche est maintenant appliquée au cas représenté sur la figure 6 qui correspond à une pièce
mécanique soumise à un chargement ortho-radial. La figure 7 présente le maillage de calcul ainsi que
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FIGURE 5 – Interface matériau : convergence, suivant [7] pour la description géométrique.

celui supportant la géométrie. Les résultats obtenus avec l’approche développée ici sont comparés avec
des résultats de référence éléments-finis p4 sur la figure 8. On observe qu’à degré d’approximation
équivalent, les résultats X-FEM et FEM sont similaires malgré une nette diminution du nombre de ddls
(3.59% de différence sur l’énergie de déformation pour 3.45% du nombre de ddls de la solution de
référence). Dans le cas d’une approximation p7, la différence des énergies de déformation tombe à 0.44%
et le nombre de ddls à 10.1% de ceux de la solution de référence.
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FIGURE 6 – Pièce mécanique soumise à un chargement ortho-radial : (a) Géométrie et conditions limites ;
(b) Maillage de calcul.

4 Conclusion

Une stratégie a été proposée afin de dissocier approximation et géométrie dans le cas de la méthode
X-FEM + LevelSets. Cette méthode a été validée dans le cas des interfaces matériaux où il a été montré
que des taux de convergence optimaux pouvaient être obtenus. La méthode a ensuite été appliquée à des
géométries complexes ainsi qu’à un exemple de géométrie industrielle avec succès. On s’intéressera par
la suite au cas de géométries définies par imagerie. Dans ce cadre, cette approche apporte une flexibilité
supplémentaire par rapport aux précédents travaux dans ce domaine [9].
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FIGURE 7 – Pièce mécanique : (a) Levelset sur le maillage géométrique ; (b) Cellules d’intégration dans
le domaine.
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