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Résumé— Ce travail propose un outil de reconstruction des défdaonata partir de champs de dé-
placements mesurés. Une approche basée sur une formwatianoindres carrés est proposée, ou les
conditions de compatibilité cinématique sont prises enpgtersous forme de contrainte ou de pénali-
sation. Ces équations sont introduites afin de proposer éméarisation des champs de déformation
reconstruits. La méthode est étudiée sur des exemples iqummer
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1 Introduction

L'identification de parametres matériaux a partir de mesdeechamps de déplacements fait partie
des enjeux actuels pour le développement d'approchessawét]. Pour certaines approches ainsi que
pour I'exploitation qualitative des essais, il est nécigesde disposer du champ de déformations, ce
qui nécessite, dans la démarche, une étape de dérivatiorsieas bruitées faisant appel au filtrage des
perturbations expérimentales. Dans ce cadre, une preétige utilisant I'Approximation Diffuse a déja
été menée [2]. La pertinence de cette approche a clairertient@ntrée et la méthode a été comparée
a d'autres techniques [2]. Dans la mesure ou le filtrage @®p®@ repose sur aucune considération
mécanique, on peut toutefois s'interroger sur le biais qelai-ci pourra engendrer sur les résultats
d’identification.

Dans [3], il semble qu'un filtrage, sans considérations migcees, améliore les résultats d'identi-
fication par moindres carrés de propriétés élastiquesdugiges. Toutefois, hous souhaitons proposer
dans ce papier une approche de dérivation tenant compte ddgularisation permettant d’obtenir des
champs cinématiques plus proches de champs mécaniqueffet.certaines méthodes de régularisa-
tion développées dans le cadre général des problémesaavasont révélées particulierement efficaces
pour résoudre des probléemes mal posés, comme par exempleldsmes inverses de Cauchy [4].

La prise en compte d’'une information mécanique des I'étapmelsure des déplacements [5] ou lors
de la reconstruction des déformations suppose de faireygegheses sur la modélisation de I'essai en
tant que probléme de mécanique des milieux continus. Cedetiersont régis par les trois équations
suivantes :

— I'équation d’équilibre ;

— la relation de comportement ;

— la compatibilité cinématique.

Tenir compte de lI'une ou des deux premiéres équations deamdmdaire des hypothéses, méme
minimales, sur la relation de comportement, comme dang ¢kitefois, pour certaines applications, ces
hypothéses ne sont pas disponibles simplement. Lidésticiac de s’appuyer sur la troisieme équation,
celle de compatibilité cinématique, qui assure un minimenca@hérence aux champs reconstruits. Il se
trouve gque cette derniére équation (exprimée sur les aérid@rdre 2 des déformations) n’est en général
pas Vérifiée par les champs éléments finis (sou@&rdu C1) et devra étre définie a partir d’opérateurs
approchés.

Le travail que nous proposons ici consiste a conjuguer lés e dérivation des déplacements dé-
veloppés dans [2] aux approches de régularisation propa@sée succes dans [4] pour le probléme de
Cauchy. L'objectif est donc la reconstruction des champdégdacements et de déformations obtenus a
partir de mesures initiales, qui soient régularisés. Lalegtsation s'appuie sur les conditions de com-



patibilité cinématique et ainsi garantit de reconstruies dhamps mieux régularisés d’'un point de vue
mécanique [4].

Nous présentons dans un premier temps la méthode propesé&hpix qu’elle suppose et sa mise en
ceuvre numérique, puis nous présentons quelques résultasssexemples numériques ou il est possible
d’étudier explicitement les erreurs commises.

2 Cadre pour la reconstruction des déformations

On suppose que le domaige est de dimensions 2 et I'on se place dans le cadre des hypsthés
de petites perturbations. Par ailleurs , on dispose de eesle déplacemen{®d) "(x«),.k=1,...,M}
situées sur une grille réguliéfeq, . .., xv } dansQ. On veut reconstuire (x) ainsi que le tenseur des
deformationg(x) en tout pointx & I'intérieur deQ. Ceci doit étre fait de sorte qu¢x) etU soient asso-
ciés au sens d'un dérivateur approché que nous allons @rébis plus, afin d’'améliorer la consistance
de ce schéma, nous allons utiliser les équations de coriijp@tib

3 Mise en équations

On suppose le domair@ maillé enng éléments triangulaires etnoeuds correspondants. On uti-
lise une approximation éléments finis de type linéaire {ededire P1). Les points de mesungsne
coincident pasa priori, avec les nceuds ni les points d’intégration. Le champ deadépients recons-
truit U(x) = (u(x),v(x)) est recherché sous la forme de son approximation élémergsUfiT (x) =
(N(x)U,N(x)V) ou U etV sont les vecteurs des valeurs nodales et les inconnues eeprobleme
ainsi discrétiséN(x) = (N1(x),. .., Nn(x)) est le vecteur ligne des fonctions de forme attachées a ehaqu
noeud.

Le critere d’erreur gue nous considérons représente t'caidratique aux mesures,

M
JUNV) =5 {UFF 00 ~Umx0) %+ (VEF () ~Vm(x0) 7} )
k=1

Afin d’introduire les conditions de compatibilité comme taimte, il nous faut introduire un second
dérivateur, différent de celui des éléments finis. NotrexcBtest porté sur un outil déja introduit dans
[2] et que, par commodité, nous avons baptisé «dérivatedalnoAfin de définir sans ambiguité ce
dérivateur nodal, il faut préciser quelques notations.

La dérivée éléments finis d’'une fonction scala.ilr%F(x) = N(x)U se calcule naturellement par

EF
{ } axl @

La dérivée nodale de cette méme fonctﬂb%F(x) s'écrit Dy, [UEF](x) = N(X) {Dy,U} ou le vecteur
{Dy,U } est calculé par minimisation,

{DXIU}:Argmin{uaixl{uEF}_N(.).Wuﬁn,WeR”} (3)

Le calcul donne immédiatement
[M]{Dx,U} = [Ky,]U (4)

ouM est la matrice de masse telle og = / Ni (X)N; (x) dx et Ky, est donnée par :
Q

Kool / Ni (X g')\('l' 5)

Remarque 1 : Il estimportant de noter die ne commute pas avé,, et cela joue un rble essentiel
pour la suite.

Remarque 2 : On peut dériver autant de fois que I'on veutgoigon reste toujours dans le méme
espace elements finis.

Remarque 3 : la dérivée nodale est consistante, c'est a dire :
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— siUEF(x) = 1 alorsDy, [UEF](x) = 0 etDy,[UEF](x) = 0,

— siUEF(x) = x; alorsDy, [UEF](x) = 1 etD,,[UEF](x) =0,

— siUEF(x) = x; alorsDy, [UEF](x) = 0 etDy,[UEF](x) = 1,

On est maintenant en mesure de traduire la condition de diiligg Celle-ci s’énonce en continu
comme suit : un tenseur symétrigele), de class€? surW est la déformation d’au moins un champ de
déplacementtl (x) si et seulement si :

€112 — €121] , + [€221 — €122 ; =0 (6)
Dans le contexte des éléments finis, en utilisant le dérivatedal, le tenseur de déformations associé
aUEF(x) est donné par :

£11(X) = Dy, [UST](X), €22(X) = Dy [VET](X), €12(X) = €21(X) = 5 (D, [UET] (%) + Dy VET] (%)) (7)

NI =

D’ou la condition de compatibilité au sens du dérivateuratod

1 1
{sz DXZDX1 [U EF] - Esz DXl DX2 [U EF] - EDXI DXz DXz [U EF]
(8)

1 1
+Ds Dy D[V 5] = 5Ds, Dy Dy [VEF] = 505 De Dy VEF] () = 0, W€ @

Cela se traduit immédiatement sur les vecteurs des incemmugaled) etV par :

1 1
{ DX2 DX2 DX1 [U ] - E DX2 DX1 DX2 [U ] 5 DX2 DX1 DX1 [V]

2
1 1 9)
+DX1DX1DX2 [V] - EDxleszz [U] - EDxleszl [V]}(X) =0

Ce que nous noterons algébriqguement par :

B,U+B,V =0 (10)

4 Reésolution du probléeme d’optimisation

D’aprés le paragraphe précédent, on est ramené a résoudrebléme d’optimisation suivant :
TrouverU etV dansR" qui minimisent :

1
IUV) = 5 {INU=UT3 2, + NV -V™3 2, ) 1)

sous les contraintes
B,U+B/WVW =0 (12)

La fonction coit est quadratique, strictement convexestdmtraintes sont linéaires, par conséquent,
il existe un unique coupl@J,V) solution qui est caractérisé par les conditions d’optithadu premier
ordre. Celles-ci s’écrivent :

NTNU+BIA=NTUM

NTNV+BA=NTVyM (13)

B,U+B,V =0

ou IV est la matriceM x n telle queNV;; = Nj(x) et A le multiplicateur associé a la contrainte (12).
La résolution numérique ne pose pas de difficultés paréieedi a condition de tenir compte du fait que
certaines des contraintes de (12) sont redondantes. RHauune factorisatio@R est utilisée.

5 Résultats numériques

5.1 Critéres d’étude des exemples

La méthode proposée est illustrée sur des exemples nuregraules champs exacts utilisés pour
fabriquer les mesures sont choisis analytiques afin de @entieur contenu fréquentiel. Ceci permet
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en outre d’avoir explicitement les erreurs commises. Aiesinotant que I'opérateur de reconstruction
utilisé est un opérateur linéaire, la décomposition dediaren erreur aléatoire et erreur d’approximation
[6] est directement reliée a celle des mesures. En notanidssres :

Uum=uU®+au (14)
le champs de déformation reconstruit s’écrit :
£ — 4 5k + 5eP (15)

ol 8¢X est I'erreur d’approximation et correspond a la différerotre le champ de déformation exact
et sa reconstruction &P est I'erreur aléatoire qui correspond a la reconstructieraddéformation
associée au bruit seul.

Cette derniére peut étre caractérisée d'un point de vuetgiae par son écart-type. Ce dernier peut
étre connu a partir de la matrice de covariance du bruit deiraest de I'opérateur de reconstruction [2].
Dans le cas présent, il sera estimé sur une série de tiraye$0Q).

La qualité de la reconstruction sera donc discutée en famcte ces deux erreurs. Nous nous inté-
resserons en particulier aux erreurs moyennes obtenuésrsamble de la zone de mesure commises
sur la déformatiorgx x.

Les champs exacts sont construits sur le carré unité etrbiogéd de reconstruction s’appuie sur un
maillage éléments finis T3 dont on contrdle la taille de ragitle Q03 a Q1, correspondant respective-
ment a 2600 et 200 éléments).

5.2 Effet de la taille de maille

Dans ce premier exemple, le champs de déplacement exatiogsitsous la forme suivante :

1 1
ex _ T _y\2 -
Py =5 w2 -y 16)
V(xy) =y
ou u®* est la composante horizontale ld&* et v®* sa composante verticale.

erreur aleatoire et d’'apprimation, bruit = 1 %
0.06 :
Approche proposée

) ——— Moindres carrés sans contrainte

005t €y () = €en(m;) + Oep (i) + Oeg(;)
- ——

Ay
Iéatoire/

\
0.04 \erreur
A}
\ [ erreur d'approximation |
0.03 v

erreur moyenne

taille de maille

FIGURE 1 — Filtrage du bruit de mesure sur I'approximation diffuspace-temps

La Figure 1 présente les erreurs aléatoire et d’approximaibur les mesures (16) en fonction de
la taille de maille utilisée pour les opérateurs de recartitn, pour un bruit de mesure de 1%. Sont
comparés la reconstruction par la méthode proposée et dedne® carrés s’appuyant sur (11), ce qui
revient a minimiser (11) sans la contrainte (12) et est usemntiethodes proposée dans [2]. Il apparait que
la prise en compte de la contrainte (12) a, comme attenduffetrrégularisant, puisqu’elle a pour effet
de diminuer I'erreur aléatoire. Toutefois, elle augmergalément I'erreur d’approximation et I'erreur
totale est finalement plus favorable a I'approche classsyueet exemple.
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5.3 Effet du contenu fréquentiel du champs a reconstruire
Dans ce second exemple, les champs de déplacement sordywig $orme :

u®{(x,y) = cog2miNx xx) cog 2riNxyYy)

VX(x,y) = coq 21Ny xx) cos( 2Ny vY) (17

afin d’étudier l'influence du contenu fréquentiel du champaatsur I'erreur d’approximation. Dans un
premier temps, nous prenonblyx = Nxy = Nyy = Nyx.

erreur aleatoire et d’apprimation fonction frequence, bruit = 5 %

erreur aleatoire et d’'apprimation fonction frequence, bruit = 5 % 10+
35
9 Approche proposée
Approche proposée - Moindres carrés sans contrainte
3r Moindres carrés sans contrainte 8r
25+ m
6l
N 5
3 o°f
= =
w157 Wt
3t
ol
1k
0 TR | e
0 1 4 5 0 1 2 4 5

2 . 3 L3
Fréquence Fréquence

(a) h=0.03 (b) h=0.05

erreur aleatoire et d’apprimation fonction frequence, bruit = 5 %
14r
Approche proposée
Moindres carrés.sans contrainte

0 ; ;
3
Fréquence

(c)h=01

Iy
(&2

FIGURE 2 — Erreurs en fonction du contenu fréquentiel du champset dff la taille de maille, pour un
bruit de 5%

La Figure 2 présente les deux erreurs (aléatoire et d'appedion) moyenne sugxx en fonction
deNyx, c'est—dire du contenu fréquentiel du champs exact. Leanivte bruit sur les mesures est pris a
5% de la valeur moyenne du déplacement. Sur chacune defigones, I'erreur aléatoire est constante
puisqu’elle ne dépend pas du champ exact. Il apparait, cétgiiattendu, qu’'a taille de maille fixée,
I'erreur d’approximation augmente a mesure iy augmente. Dans cet exemple a nouveau, I'erreur
d’approximation est plus grande par I'approche proposégogu 'approche sans contrainte. De plus, on
voit gu’elle devient prépondérante lorsque la fréquencsidoal augmente. Il faut toutefois noter que
la déformationexx est proportionnelle &lxx ce qui signifie que I'erreur relative augmente moins vite
que l'erreur absolue. Ceci signifie en pratique que c’estdig d’approximation qui sera prépondérante
dans les zones a fort gradient de déformation sur des cagyasit



5.4 Discussion

Les résultats présentés semble relativement peu consleglat méthode proposée reste a améliorer,
cette derniére ne devenant pertinente que lorsque lesuxivdBarreur sont déja trop importants. Il faut
toutefois compléter ces exemples numériques par d'auiestdes agrémenter de quelques remarques
et pistes d'évolution pour la méthode proposée. |l sembi gue la régularisation imposée aux champs
de déformation que I'on souhaite reconstruire est trogfd@eci peut provenir d’'une part de 'opérateur
de dérivation qui a été choisi et qui est un opérateur trésoapp. Une piste est alors de modifier les
opérateurs utilisés afin qu'ils soient plus proches de Fatgir continu (ce dernier aboutissant a une
contrainte trivialement vérifiée), par exemple en passameaformulation s’appuyant sur des éléments
guadratiques de type T6. D’autre part, le choix d’'une foatiah ou I'équation (12) est en contrainte
interdit de construire un compromis entre la verificatiorcdtte équation et I'adéquation aux mesures.
Il est alors possible de formuler I'approche de telle sode técart a (12) deviennent un terme de
regularisation. Ainsi, le choix du poids de ce terme permaeté construire un compromis et d’offrir plus
de souplesse a I'approche. Il pourra alors étre intéresbagalement comparer la formulation a une
formulation utilisant un terme de régularisation plus dtad, par exemple sur la norme de la Hessienne
des déformations.

Ces différents points seront discutés lors de la présentati

6 Conclusion

Une méthode de reconstruction des déformations permett@ntégularisation par les équations de
compatibilité cinématique a été proposée et illustrée sarekemples numériques. Les résultats doivent
étre améliorés en faisant évoluer I'approche proposéeymamnple, en augmentant I'ordre d’approxima-
tion. Nous expérimentons actuellement des triangles T&. alnre piste que nous explorons consiste a
coupler I'approche proposée ici avec les outils de dénwaltiasés sur I'approximation diffuse proposés
par ailleurs dans [2].

Références

[1] S. Avril, M. Bonnet, A-S. Bretelle, M. Grédiac, F. Hild, ;Renny, F. Latourte, D. Lemosse, S. Pagano, E.
Pagnacco, F. Pierron. Identification from measurementsechanical fieldsExp Mech 48 :381-402 2008.

[2] S. Avril, P. Feissel, F. Pierron, P. Villon. Comparisohtwo approaches for differentiating full-field data in
solid mechanicavieasurement Science and Technol8dy1,015703, 2010.

[3] M. Ben Azzouna, P. Feissel, P. Villon, Use of diffuse appmation for strain reconstruction from full-field
measurement&CCM 2010 Paris

[4] F. Delvare, A. Cimetiere, A first order method for the Cayproblem for the Laplace equation using BEM,
Computational Mechanic41.6, 789-796, 2008.

[5] H. Leclerc, J. Périé, S. Roux, and F. Hild, Voxel-Scalgilzl Volume CorrelationExperimental Mechanics
DOI 10.1007/s11340-010-9407-6, 2010.

[6] P. FeisselDu déplacement a la déformatioResures de champs et identification en mécanique des solide
(sous la direction de M. Grédiac et F. Hild). Hermés éditp9—-241, 2011.



