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Résumé— La méthode Arlequin est une méthode de couplagéé sur la combinaison de modeles
de finesses et/ou de modélisations différentespdrateur de couplage défini sur la zone commune
aux différents modéles a une grande importancepplieation de cette méthode dans des études
réalisées en régime dynamique peut étre avantageussmps de calcul si le choix de I'opérateur de
couplage permet de bien traiter I'aspect de prapamgal’énergie. Dans ce papier nous étudions le
couplage de différents schémas numériques en téamssle cadre Arlequin.

Mots clefs— Dynamique transitoire, analyse multi-échelleéthode Arlequin.

1 Introduction

La simulation de modéles de machines tournantedgime dynamique est généralement basée sur
des modélisations de type poutre. La prise en ocerdatn phénomeéne localisé (de type fissure,
contact, impact) en se basant sur ces modeéelesuyatiast pas fiable, et une étude basée sur un
mono-modele tridimensionnel fin est alors nécessair

Plusieurs méthodes adaptatives proposent desaswytiour traiter ce type de problemes. Cependant,
la mise en ceuvre de ces approches s'avere complagréelles nécessitent dans la plupart des cas la
mise en place de stratégies de remaillage.

La méthode Arlequin [1] offre un cadre pour traiter type de difficultés. Elle est basée sur une
partition de modéles, ce qui permet de couplerddesaines de dimensions et de finesses différentes,
d'ou une économie en taille du probleme par ragparte mono-modélisation fine. La bi-modélisation
Arlequin permet la restitution du comportement glodiun modele donné tout en ayant la possibilité
de mettre en évidence des effets qui apparaisagréchelles plus fines.

Par ailleurs, comme il est basé sur un raccord esemuvrement, le cadre Arlequin s'avere efficace
pour les études en régime dynamique. En effet, étéa démontré [2] que, moyennant certaines
précautions portant sur les ingrédients numérigieela méthode, cette méthode permet aux ondes de
transiter « proprement » entre les différents meslél travers la zone de raccord, sans piégerdiéner
au niveau des échelles fines, par un phénomenéfldgions d’ondes parasites.

Dans cet article, nous nous intéressons a I'éeritier la formulation Arlequin en régime dynamique
transitoire. Le but principal de ce travail estmteposer, dans le cas de raccord de modeles avec
recouvrement, un cadre rigoureux pour l'intégratem temps en se basant sur des algorithmes
permettant de coupler des schémas différents.

Les futures applications industrielles se situeahsd le domaine de la dynamique des rotors.
Des couplages multi-modéles de type 2D-1D et 3DgLD autorisent d’employer des techniques
multi-échelles en temps s’averent étre utiles.

Dans cette perspective, les études réalisées patenun raccord de deux structures maillées en
barres, ainsi que sur une structure maillée en@Bea une poutre maillée en 1D (Figure 1).



Une premiere application est réalisée avec ungrati®n mono-échelle en temps et un seul schéma
numérique appliqué sur les deux sous-domainescander ainsi que sur la zone de collage. Ensuite,
une extension est envisagée en vue d’appliquer selidmas d'intégration différents sur chacun des
deux modéles. Dans les deux cas de figure, desnsshéde la famille de Newmark [6] sont utilisés.

Zone de recouvrement

Zone de recouvrement

Figure 1: Représentation des raccords Arlequin barre-barre et 2D-1D

2 Formulation Arlequin : Ecriture continue en régime dynamique

Une étude mécanique basée sur la méthode Arleguisiste a diviser un domairfe en plusieurs
sous-domaine$); se recouvrant sur certaines zones. Pour deuxdmuainesQ; et Q,, la zone de
recouvrement est formée de leur intersectior= &, N Q.

Dans le cadre de l'application visée dans cet lartie collage est réalisé sur toute la zone de
recouvrement (opération de zoom).

La méthode Arlequin s’appuie sur trois étapes jpales :

/

% superposer les différents états mécaniques damstade recouvrement
% partager les énergies entre les différents modeles
% coupler les modeles

En régime dynamique, on considére les deux domdhest Q,, soumis a un champ de forces qui
varie de maniere considérable en fonction du teripaprés le Principe des Travaux Virtuels,
le probléme continu consiste a déterminer les clsad® déplacement; et 1, cinématiquement
admissibles, ainsi que le champ de forces fictivésultiplicateurs de Lagrange assurant le couplage)
sont solutions de I'écriture variationnelle suivaf&]:

Trouver (Y, W, A) L W, x W, x M;
0 (wy, Wo, 1) |_|W1 x W, x M;
Gyr(U, Wi, Up, W, @) + G (Ug, Wi, Up, Wa , B) + Gari(h, Wi, W) = Gexe (Wi, W, @) 1)
Gn(w, Uy, Uy) =0 (2)

ou W, et W; représentent les espaces des champs cinématiquadmissibles associés a chacun des
modéles et M désigne 'espace pivot qui joue uer dins le dialogue entre les modeles superposés.
Pour plus de détails sur sa définition nous pousensférer a [3].

On définit les valeurs des fonctions de pondératigh, eto L] [0 1] par les conditions suivantes :
o=p=¢=1surQ\S B
0<a, B, o <1 sur $ (4)
Pour la suite on notenwy=1- a4 ; B=1-P1; @ =1-¢1

Gaym Gty Gani, €t G représentent respectivement le travail des fotdesrtie, le travail des efforts



internes, celui du collage Arlequin, et finalemdattravail des forces extérieures appliquées aux
différents modéles. Ils sont définis comme suit :

Gy (U, Wy, Uy, W, )= S{frl,olul.wldgl + jzafz,ozuz.wzdg2 (5)
G (U, Wy, u,, W, , B)= S{1,6’1<s(u1) re(w,)do, +sz,820(u2) se(w,)da, (6)
G (@, W, w,)=f (w,)+f,(w,) = g{fﬁlf.wldgl + Az@f.wzdgz (7)
G, (A,w,w,)=<A,w, —w, > ou <,> représente un opérateur de couplage. (8)

Plusieurs opérateurs de couplage ont été propaséslel but de raccorder les différents modeles dans
le cadre Arlequin [1, 3, 4].

En désignant par u I'écriture généralisée des uestde déplacement, et w, les trois principaux
opérateurs de couplage sont définis comme suit :

Couplage E: Garl (A,u) = [Ludsc
S

CouplageH™: Garl (A,U) = [[A.u+1%(}): e(u)] dsc avec | paramétre d’homogénéisation
S

Couplage énergétiqueGarn (A,u) = [ o(A) : g(u) dsc
Sc

Le couplage £ peut présenter des problémes de conditionnemeatrdatrice globale. Ceci peut étre
résolu, soit artificiellement en introduisant unrgraétre d’homogénéisation (couplage),Hsoit
naturellement en utilisant I'opérateur de couplégergétique.

Les trois opérateurs ont été testés pour les aiolis réalisées dans cet article. Ils présentest d
résultats assez proches pour ce type d’études.

3 Conservation de I'énergie en continu avec la foralation Arlequin

En évaluant la variation de I'énergie mécanique iagoport au temps, nous pouvons étudier la
contribution en terme d’énergie du raccord rége€el’intermédiaire de la méthode Arlequin.

Dans le cas ou les forces externes sont considéufles, I'énergie totale ¢(§) peut étre écrite sous la
forme suivante :

EtotzEcine’tique+ Epotentielle (9)

Les énergies cinétiques et potentielles sont d&firespectivement par :

Ecinétique: J%alpl (Ul)del+ I %a2p2 (UZ)ZdQZ (10)
Ql Q2

Epotemielb :S{ %ﬂlc(ul):‘g(ulﬂgl-'-g{ %ﬂzc(uz):g(uz)dfzz (11)
1 2

Chaque modéle peut avoir sa propre loi de compernénDans ce cas on considére le cas de
I'élasticité linéaire, et on écrit :
GiZDS(Ui)

ou D est la matrice d’élasticité contenant les propsiéitastiques de I'élément : module de Young,
coefficient de Poisson, etc.



En dérivant I'énergie totale (9) par rapport auggemous obtenons :

dEot
dt

= g{alplululdQl + Q[azpzuzuzdgz +§.£:810(u1):8(ul)d91 +§£/820(u2):8(uz)d92 (12)
1

2 1 2

En considérant les champs virtuelsaui ; et ws, =U,, et en comparant les termes de (12) avec ceux de

. dE o
(1), nous pouvons écrire : Tm =-<A,0,-u,>

D’autre part, pouk=p, en dérivant (2) par rapport au temps nous obtenon

dGarI
dt

En considérant indépendant du temple deuxieme terme de (13) s’annule.

:<A,ul—uz>+<%,ul—u2>:0 (13)

Donc nous pouvons écrire la conservation de I'éagygr rapport au temps :
dEot
dt

D’aprés (14), nous pouvons dire que dans le cas @st constant par rapport au temps, I'approche
Arlequin permet de conserver I'énergie totale dstéspe mécanique.

=-<A,u,-u0,>=0 (14)

4 Ecriture discrete en espace et en temps

Pour la suite nous faisons le choix d'utiliser Eoateur énergétique en se basant sur les résetitsiis
la nature des quantités intégrées qui présentbemegénéité avec les quantités calculées dans (4).

En considérant le méme probleme que dans les gapiécédentes, et en tenant compte
de l'effet de I'amortissement de la structure cos@@ des deux modeéles, nous pouvons écrire les
équations discretes de la dynamique correspondéh}, ainsi que la condition discrete du raccord
Arlequin (2) :

M1Uln+1 + Cluln+1 + K1U1n+1 + I-t:l.7bn+1 = f ln+:|Jext (15)
M 2U2n+1 + Czuzn+1 + K2U2n+1 + I-t27bn+1 =f 2n+1/ext (16)
L1u1n+1 + L2u2n+1 =0 (17)

Avec K; les matrices de raideur correspondant aux sousides) M les matrices de masse;
Ci les matrices d'amortissement; les matrices des opérateurs de couplage agissantes
déplacements'ul le vecteur des multiplicateurs de Lagrange quingérd’assurer le couplage entre
les deux modéles a l'interface.

Les matrices Csont importantes pour les applications de type hings tournantes car elles
contiennent les termes gyroscopiques.

On note que dans les écritures (15) et (16) lesicratM, G, et K sont des matrices pondérées avec
les coefficients définis dans (3) et (4).

5 Intégration numérique

Dans les deux applications envisagées nous utdisEoméme pas de temps dans tout le systeme, ainsi
qu’une intégration numérigue multi-schémas basédeux schémas de Newmark différents.

L’algorithme utilisé pour réaliser cette intégratiest celui de la méthode Gravouil-Combescure [10]
du couplage de deux sous-domaines intégrés en tevegsdes schémas de Newmark différents et la
méme échelle de temps.



Problématique

Les études réalisées sur le collage dans le caslseadplications présentées dans l'introduction
donnent un bilan d’énergie équilibré dans le cad'wtdisation du méme schéma de Newmark.
Le passage a deux schémas différepr%sé(y2 et ' # (7 ) aboutit & une différence entre les termes
de gauche et de droite du bilan d’énergie préstans (18).

Bilan d’énergie — Intégration avec un schéma de Newark

Dans ce qui suit, en se basant sur la démonstrptié&entée dans [7], nous allons écrire le bilan
d’énergie au niveau discret dans le cadre d’'urégmation basée sur deux schémas de Newmark. Nous
allons reprendre cette démarche dans le but de dgiparaitre le terme contenant la contribution du
travail Arlequin. Cette quantité est a l'origine dédférences observées au niveau des résultats
(Figure3). Une analyse détaillée du bilan énergétigous permettra de proposer une solution dans le
but d’annuler I'effet résultant du travail des effode collage.

Afin de dresser ce bilan, nous écrivons la vanmmatie I'énergie mécanique entre deux instayes t.1
des deux domain3; etQ.,:

s [eve]™= s Ly m o+ Leyk e (18)

i=1,2

= Z |:% (uin+1 + uln)t I\/li (uin+1 - uln) +%(uin+1 + uin)t Ki (uin+1 - uln) } (19)

i=1,2
Le déroulement du calcul nous permet d’aboutiréariture finale du bilan d’énergie dans le cas de
I'utilisation de deux schémas de Newmark et d’ulage Arlequin (20).

n+l

i:zl,z[%(ui)t'v'i @)+ 5K, W) +AE B -1y m, (U‘)}

n

=3 (Aui)t[F+(V' A LA () —%)L‘im]

i=12

_izzllz(V _%)[(Aui)tKi(Aui)"'(ﬂi _%yi)Atz(AUi)tMi(AUi)]

_i:lez(Aui)tCi[%(l]iml +Ul )+ () _%)Aui]

(20)

avecAX =X

n+1

'Xn etyz%(xnﬂ-'-xn)

Les termes de la premiere ligne du membre de ddstg20) représentent le travail des efforts
extérieurs et le travail du raccord Arlequin. Lauxiéme ligne contient la résultante dissipative du
schéma d’intégration de Newmark attribuée aux wegr et M, et la troisieme ligne est constituée

des termes reliés a la matrice d’amortissementsqui aussi dissipatifs. Le membre de gauche
contient I'expression de I'énergie mécanique totailesi qu’'un terme conservatif provenant des
parametres du schéma d’intégration.

6 Etude du travail Arlequin

La variation des résultats évoquée dans la paréieédente provient de la contribution du travail du
collage Arlequin qui apparait dans le second merdbrgquation (20).
Wi, == T (Au) (LiA+ (/' -)LiAA) (21)

Inter

i=12

Ce terme peut étre réécrit sous la forme d’'unepotation del sur l'intervalle de temps jtt,.q] :
Wi == Z(u) (LiA+(/ - LA = SAU)L (Y Aa+ @Y W) - (22



Afin d’annuler I'effet de ce terme, nous devonsdapparaitre la condition de raccord Arlequin (17)
En s’inspirant de ce qui est déja proposé dansf@)s proposons d'utiliser, dans la zone de caollage
un A constant(qu’on nommeé,.,) par rapport au temps entre deux instants suésgSsite notion de
Ao+ NOUS permet de réecrire la contribution du trafeiquin (22) sous la forme :

Wi, = | :zlz(Au‘)tLE (Aney) (23)

Si les quadratures numériques utilisées pour iatégs conditions Arlequin sont bien respectées,
I'équation (17) nous permet d’écrire a deux inggn) et (n+1):

YLu,,=0et YL,u =0
i=12 i=1,2
d’ou I'annulation du travail des efforts de colla@a).

En réalisant cette opération nous pouvons annalephtribution du travail des efforts de collage a
l'interface. Nous obtenons alors un bilan d’éner8) ou I'équilibre entre les deux membres de
I'équation est vérifié dans chaque intervalle.

Remarque

La formulation proposée dans la sect®mronstitue un cadre théorique permettant 'annuatiu
travail des forces de collage. La valeur constdate.., dans la zone de collage reste a déterminer.

Dans ce qui suit nous proposons une méthodologreqitant de déterminer une valeur &g, sur la
zone de collage, tout en lui attribuant sa propdew sur les domainés; et Q..

En effet, en s’inspirant de I'équation (22) :
An+y = V/‘n+]_ + (1- V)/‘n
nous réécrivons,., comme sulit :
L L
Ay =V At A= Y)A, (24)

Déterminer la valeur d&,., revient alors a trouvey*. Afin de rester cohérent avec la notion de
partition de I'unité utilisée dans le couplage Au@ en espace, nous proposons de pond}élrer
y*avec un coefficient dans la zone de collage, tout en gardant leuggresovaleurs a I'extérieur de

ce domaine. On obtienty* = y1 surQi\Sc ;y* = y2 SurQASc ;y* = & y1 +(1-§) y2 sur Sc.

Ou & est défini par la courbe suivante :

7 Application numérique

Cette démarche a été appliquée sur deux modeldEsnan barres et raccordés avec la méthode
Arlequin. Chaque domaine a été intégré avec unnsahde Newmark différent. L'intégration est
mono-échelle en temps.
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Figure 2 : Etat de la structure raccordée a un instant (t)

Les résultats ont été validés par rapport a unetisol analytique d’'une barre au repos initial [5],
encastrée a son extrémité gauche et soumise axsémié droite a une force de traction constante.
Ensuite, nous avons réalisé le méme travail avechamgement sinusoidal, avec des schémas de
Newmark dissipatifs sans prendre en compte I'eféstamortissement de la matriCe

Travail Arequin x 107 Travail Arlequin
0.25 T ‘
0.2¢ b
0 i
0.15¢ 1
2+ i
0.1¢ b
4t i
0.05¢ 1
0 I I L L L L _6 L L L L L L
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Figure 3 : Comparaison du travail Arlequin avant (gauche) et apres (droite) traitement

Dans la figure 3, le graphe a gauche montre laatran de la contribution du travail de collage a
chaque pas de temps. Dans celui de droite nousd@anéme tracé mais apres l'introductiorivgle.
Nous constatons que la valeur de ce travail s’andahs le deuxiéme cas, ce qui nous permet de
retrouver I'équilibre du bilan d’énergie (Figure 4)

Les différentes grandeurs figurant dans le bilamergie (20), sauf ceux qui contiennent la matice
sont présentées dans la figure suivante (FigureNdus obtenons un profil cohérent en terme
d’énergies cinétique et potentielle. Nous vérifidféquilibre du bilan d’énergie du schéma en
comparant le terme de gauche de (20) avec celudraiée. Nous pouvons ainsi remarquer que le
travail Arlequin s’annule sur tous les pas de temps

Les résultats dans le cas du raccord barre-bameatenus pour deux configurations, la premiere
avec deux maillages compatibles, et la seconde @&ex maillages incompatibles. Nous obtenons
pour les deux cas des résultats satisfaisants, daais la deuxieme simulation I'ordre de grandeur du
travail Arlequin est Iégérement supérieur a cehtenu dans le cas de maillages compatibles.
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Figure 4 : Bilan d'énergie d'une intégration multi-schémas dans le cas du raccord Arlequin

D’autres aspects importants doivent étre traitégue le transfert des hautes fréquences entideles
modéles dans le cas ou les maillages sont incobnhpsti

8 Conclusion

Nous proposons dans cet article un cadre rigoupeux I'intégration mono-échelle / multi-schémas
en temps pour le raccord de modeles 1D avec reement. En effet, 'annulation du travail des
efforts de collage Arlequin a l'interface permeslafenir un bilan d’énergies équilibreé.

Nous avons appliqué la méme démarche dans le caacdard 2D-1D et nous avons obtenu des
résultats similaires a ceux présentés dans lar@igu Une extension de cette étude au cas 3D-1D es
envisagée dans le but de réaliser une applicataumstrielle de type machines tournantes.

La prochaine étape concerne le couplage multi-&zhél mono-schéma et multi-échelles / multi-
schémas en temps afin de pouvoir discrétiser lag dedeles a raccorder indépendamment 'un de
l'autre. Le but final est de proposer un cadre @dtamt I'utilisation de schémas d’intégration en
temps différents avec des échelles de temps difigsedans un contexte de raccord spatial avec
recouvrement basé sur la méthode Arlequin.

Enfin, des résultats basés sur des cas testslphmé&s seront présentés lors de la conférence.
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