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Critéres de convergence en mécanique des solides
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2L.aMSID, unité mixte de recherche 2832 CNRS/EDFnéeaeric.lorentz@edf.fr

Résumé — La méthode des éléments finis formulée en déptent nécessite un critere de
convergence lorsqu’elle est employée en mécaniquelinéaire avec des algorithmes de résolution
itératifs. Ce critére de convergence vise a medarproximité du champ de contrainte obtenu avec
I'équilibre. Les criteres usuels ne fournissent pas mesure objective de la distance a I'équilibee
taille des mailles et les dimensions physiquescquiposent le résidu influe sur la valeur du critere
Un nouveau critere est proposé qui répond a cetibld critique.

Mots clefs— méthode éléments finis, critere de convergeGoege Aster.

1 Introduction

En mécanique des solides, I'ensemble des équatiadsoudre est composé des conditions de
compatibilités, des lois de comportement et destdapus d’équilibre. Ces derniéres peuvent s'écrire
sous forme variationnelle, ce qui constitue le pdim départ de la méthode des éléments finis. Apres
discrétisation en temps et en espace, les équaticgsoudre a un instant donné constitue un prablém
de recherche de zéro multidimensionnel, sous dotaraet potentiellement non linéaire. Les
inconnues sont les degrés de liberté, Cf. par ebepp:

trouver UOKA / F™ (0) = e (1)

ou Uest une solution du probléme discrétis@ est 'ensemble des degrés de liberté statiquement
admissible, F™ et F™ sont respectivement le vecteur nodal de forcesrries et externes. Les
contraintes résultent des conditions aux limiteDiéchlet ou de contraintes cinématiques internes
(contact par exemple), tandis que les non linéads forces internes proviennent de la cinématique
envisagée (grandes déformations par exemple) owoamuportement du matériau (plasticité par
exemple). Dés lors qu'un schéma numérique itéeatilutilisé pour résoudre ce systéme, la question s
pose de quantifier la satisfaction numérique dealiéé (1): un critere de convergence devient
nécessaire. Pour cela, comme mentionné dans [3]critere de convergence pertinent doit
nécessairement mesurer I'erreur commise sur (Xaull noter qu’une autre famille de critéres peut
étre utilisé dans certains codes de calcul élémmits [1-2] : elle s'appuie sur la différence en
déplacementdU, =U_,, -U_  entre deux approximations de la solution obtenioes de deux

itérations successives du schéma. Si cette fanhdlleritéres peut bien entendu compléter un critére
fondé sur le résidu, elle ne peut en aucun casubgtituer (il suffit de considérer la suitie =logn

qui ne converge pas, alors que l'incremduyf tend vers zéro).

Le critére de convergence le plus simple est obégnimposant que la norme du vecteur résidu soit
petite, le caractére « petit » étant controlé paparamétre scalaire en absolu o0& en relatif :

absolu : HF"“ (U,)-F

<g (2)

relatif : “Fi”‘(un)_Fext pext

SE‘

(3)

Ce critére dépend explicitement de la norme cheisig toutes les normes sont équivalentes en
dimension finie, cela n'a que peu d’intérét pragiglans un contexte numeérique.



Une premiére difficulté réside dans le fait quevéeteur résidu peut étre composé de plusieurs
parties, qui peuvent chacune avoir leur dimensioysigue. Par exemple, I'utilisation d’éléments de
coques mene a un vecteur résidu composé de fotcds moments. Par suite, la norme I-infini
(maximum des valeurs absolues de chacune des canipe}ne doit pas étre appliquée sur le vecteur
entier, bien que ce soit le choix classiquemerintedans les logiciels éléments finis.

Par ailleurs, les paramétresou € ne permette pas une maitrise objective de la bogswution
de I'équation d’équilibre, car 'amplitude des camspntes du vecteur dépend de la taille des mailles
(et donc du raffinement du maillage). En effet @ntcibution du e-ieme élément fini a la i-ieme
composante du vecteur de force interne s’écrit :

Fiim'e(c) =f(Bgc)i dQ (4)

Qe

ou ¢ est le champ de contrainteQ, et B, représente respectivement le domaine et la malgse
dérivées de fonction de forme dans I'élément d!08i introduit une longueur caractéristiquie de
I'élément e, il vient queB, 01" et Q_ 012 (resp. Q. O12) en 2D (resp. 3D) et ainds™° 01,
(resp. F™°01.2). Par conséquent, & champ de contraintes donung,I'glément est petit, plus sa

contribution au vecteur de force interne sera @etite qui entraine que le critere de convergence (2
sera plus facilement satisfait avec de petits éésnBnis qu'avec de grands éléments finis, et ceci
indépendamment de la qualité de la solution. La enéonclusion s’applique au critére (3) dés lors

gue le maillage est raffiné dans des zones ou auftrne externe ne s’applique : dans ce ﬂﬁ“s‘tu
ne prend pas en compte I'effet de taille d’éléments

Le but de cet article est de proposer un nouveaérerde convergence qui surmonte les deux
difficultés mentionnées : I'agrégation de composantde nature physique différente dans le vecteur
résidu et I'objectivité du critere par rapport &déle de maille. Le critere est présenté danseletion
suivante, un benchmark numérique a la section & Beccasion de souligner les qualités de ce
nouveau critere.

2 Un nouveau critere fondé sur un vecteur de référee nodal
Un nouveau critere de convergence, qui respeciardgsiétés suivantes est propose :

- une force de référence est construite pour chaggeé de liberté a partir d'un parametre
unique avec une signification physique claire ;

- la précision du critére de convergence est cti#grpar un (petit) paramétre adimensionnel ;
- la précision du critére ne dépend pas de latdd maille.

Le point central du critére est la définition d’'wacteur de force de référende® . La i-eme
composante du vecteur rési®i=F™ —F* est alors comparée a la i-eme composante du vecteu
force de référence :

0i0{1,2... Ny}  |R[sEFR (5)

ou € est la valeur adimensionnelle qui contréle la igién. Pour calculer le vecteur force de
référence, nous proposons d’introduire une cortaite référence pour deux raisons. D’une part,
I'amplitude des contraintes est facilement reli@gparamétre matériau : par exemple en plastiaté, |
contrainte seuil peut étre adoptée comme contrdimteéférence. D’autre part, le champ de contrainte
est l'ingrédient fondamental pour calculer le vectforce interne pour une large classe d’éléments.



Nous ne considérons ici que la classe des fordesngs qui s'écrivent, pour un certain champ de
contrainte :

Fiim(G)ZZFiim'e(G)
e,
_ Na(e) N,(8 (6)
avec F™*(c)= . > w'B{o,
=1 j=1

g

ou I, estl’ensemble des éléments qui contribuent ame-degré de liberté. Une quadrature de Gauss
a eté adoptée, en notahi;(€) le nombre de points de Gauss du e-ieme élémelgxgnsant g
signifiant une évaluation au g-ieme point de Gauss.est le poids du point de Gaus®? est la
matrice des dérivées des fonctions de forme{ef} est 'ensemble dedN (e) composantes des

contraintes, écrites sous forme vectorielle.

Le vecteur force de référende™ est alors construit par la procédure suivante rdirpde la
contrainte de référence™ . Pour expliquer la procédure, on introdaitcorrespondant a la solution
parfaitement convergée :

0i0{L2... Ny}  F™(8)=F 7)

Pour un certain point de Gauss g et une certaingaosante j, on peut définir un nouveau champ
de contraintes (non équilibréy; en perturbant I'amplitude de la j-iéme composahiechamp de

contrainte solutioré (9, étant le symbole de Kronecker) :

6,=6+0"P  avec {R} =3, (8)

] J I

La composantdé="™ du vecteur force de référence est construite ptrerune estimation grossiére
du vecteur résidu calculé a partir de cette peatiob :

R =|R (o) 9)
Plus précisément, en utilisant la linéarité BE' par rapport ac et (7) :
Ri (Gj ) - Eim(cj )_ Ii:ext
- Fiint (& +Greij ) _ Fiext

10
:Eint(6)+|:iint(0ref|:)j)_Fiext ( )
— Fiint (Gref Pj )
Nous choisissons d’exprimé™ sous la forme :
I:I?Jef) :‘Fiim (Grefpj )‘ (11)

Ainsi, si le critere (5) est satisfait, il est pésnd’espérer que I'amplitude de la différence etdre

ref

champ de contrainte trouvé et le champ de conésiat’équilibre soit de I'ordre dec™ .

Remarques

Bien entendu, ce dernier résultat ne peut étre tqaavement exact, car des différences locales
entre champ de contraintes peuvent s’annuler efigg au niveau nodal. Un choix qui permet plus ou



moins I'obtention de la propriété est donné par :

Firef - min F. ref e
er;

Ng (
avec R =33 w|B% R (12)

€ est uniquement un facteur d’échelle ; la linéadigéF™ assure qu’une perturbation de contrainte
€0™ et un facteur d’échelle de 1 ou une perturbatiercontraintec™ et un facteur d’échell&

méne au méme résultat ; des considérations pratigaes ont amené a définir deux quantités, la
contrainte de référence et un facteur d’échellenenéi seul le produit des deux est significatif.

L'expression (12) a été implantée dans le code éi&sriinis Code_Aster (5), sans soulever de
difficulté particuliere. Des développements sontcassaires a deux niveaux: le calcul des
contributions élémentaire§ ™" (qui ressemble fortement au calcul des contrilstiaux efforts
intérieurs) et I'assemblage du vecteur force déregfce (similaire a I'assemblage classique, en
remplacant la somme par I'opérateur « min »).

3 Application numérique

Cette section a pour but d’illustrer le caractépgectif par rapport a la taille de maille du nouvea
critére de convergence et a le comparer au crifassique (3). Une sphére creuse élastoplastique de

Y

rayon interner, =10 mm et de rayon externe, =100 mm est soumise a une pression externe
P =700 MPag, Cf. figure 1. Le comportement adopté suit uned®ivon Mises, avec un écrouissage
isotrope linéaire. Les paramétres matériaux sontddule d’YoungE =200000MPs, le coefficient

de Poissorv =0.3, la contrainte seuit, =450 MPa et la module d’écrouissade =22 MPa.

Fig. 1 — $HERE CREUSE SOUMISE A UNE PRESSION EXTERNE

3.1 Solution analytique

La solution analytique pour une sphére creuse ailsttique soumise a une pression externe est
résumée ci-dessous pour ce qui concerne la disbibepatiale du champ de contrainte radiale et du
champ de déformation plastique cumulée, Cf. (3) peridétails concernant cette solution :



- il existe une pression critique, en-dessous de laquelle la réponse de la sphepaieshent
élastique :

I

e

R =20, 1—(1] (13)

- au-dela de cette pression critique, le phénondénglasticité se développe a I'intérieur d'une
coucher <r, tandis que le reste de la sphére reste élastigueyon critique dépendant de la

pression externe appliquée est donné par I'équatioante :

£:2_C+2C|n r_Y +_2rY3 1__C—_1
3 3

3 3
o, r (A

e (14)

avec C=—F———
2(1-v)H +E

- a lintérieur de la couche plastique, la conttmiradiale et la déformation plastique cumulée
s’écrivent :

r
r<r<r, —2Cay In(?} (15)

=50

- pour ce qui concerne la partie élastique, lareamte radiale s’écrit :

G(r):—P+§chY3Lr—13—r—13J pour r,<r<r_  (16)

e

3.2 Simulations numériques

Grace a la symétrie sphérique du probléme, seutettanche de la sphére est modélisée en
utilisant des éléments finis 2D axisymétriques. rHbustrer I'effet de taille, plusieurs maillagest
été réalisés, Cf. figure 2. lls sont caractérisgsig taille de leur plus petit élément. Plus mégient,
tous les maillages partagent la méme taille d'élmsur la face externe, tandis qu'un raffinemeit e
opéré sur la face interne. Les efforts sont appbqgsur la face externe, de telle sorte que tous les
vecteurs d’efforts extérieur8®™ sont les mémes pour tous les maillages ; il ed@st de méme pour

leur norme‘ F*| qui sert de quantité de référence pour le critireonvergence relatif classique (3).

En revanche, les efforts non équilibrés sont atterathns la zone plastique<r, (ou a la périphérie

de cette zone) lors du processus itératif. Ainamplitude des efforts non équilibrés sera dépetedan
du maillage, car dépendante de la taille de maille.

La pression extérieure est appliquée en deux irem&rjusqu’a 700 MPa, qui méne a un rayon de
la zone plastique de, =14.85mm. Le schéma itératif adopté est une méthode de dfewatvec

matrice élastique, de sorte que la convergenceih@as obtenue dés la premiére itération. En effet
I'utilisation d’'un opérateur tangent consistantaaumené & la convergence des la premiére itération



Fig.2 — MAILLAGE DE LA SPHERE CREUSESYMETRIE SPHERIQUE, (A) TAILLE CARACTERISTIQUEL. ;
(B) TAILLE CARACTERISTIQUEO.1

Quarante calculs ont permis de mesurer la préciagda solution numérique en fonction ;
- de lataille caractéristique du maillage (8 nagi#s entre 0.01mm et 1mm) ;

- du critére de convergence mis en ceuvee=10" (a) et €=10" (b) pour le critére (3),
€=10" (c) et€=10" (d) pour le critére proposé et enfin, une trégteenleurs =10 (e)
pour le critére (3), que I'on considere comme ucwale référence pour estimer I'erreur due
a la discrétisation spatiale uniquement, commeigu@lci-dessous.

Deux erreurs sont considérées, I'une relative amghde contrainte radiale, I'autre au champ de
déformation plastique cumulée. Elles mesurent ftéeatre la solution exacte donnée dans la section
précédente et la solution numérique obtenue, soiwsrhe :

fe fe

J(o(r)—é(r))zrdr J(p(r)—ﬁ(r))zrdr
e =- e =— (17)

(e ro

fﬁ(r)zrdr rjf)(r)zrdr

f

Les résultats sont présentés sur les figures 3setud la forme d’erreur fonction de la longueur
caractéristique du maillage.

3.3 Discussion

Deux contributions a l'erreur (17) sont observéles. premieére contribution est constituée de
I'erreur relative au seuil de convergence : pluslemier est petit, plus I'erreur est faible, dldaile
maille fixée. Ceci est vrai pour les deux critélles.seconde contribution est constituée par I'erdeu
discrétisation spatiale : si la convergence étaifgite (solution discrétisée exacte pour un mgdla
donné), cette erreur devrait décroitre avec leinaffient de maillage. C’est d’ailleurs ce qui est
observé sur la courbe de référence (e), pour leglaetonvergence est obtenue de facon extrémement
précise : sur cette courbe, seule I'erreur de éisation spatiale est visible.
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Fig.3 — ERREUR SUR LA CONTRAINTE RADIALE
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Fig.4 — RREUR SUR LA DEFORMATION PLASTIQUE CUMULEE

Un couplage entre le raffinement du maillage etualité de convergence peut apparaitre pour des
valeurs de critéres utilisés en pratigue, commetio@mé en introduction. Concernant cet aspect,
I'erreur mesurée sur la contrainte radiale et lBméation plastique cumulée présentent les mémes
tendances, avec des résultats amplifiés pour liepertant sur la déformation plastique cumulée.

La comparaison entre la courbe de référence (Eseutres (a-d) montre que pour des maillages
grossiers, l'erreur de discrétisation spatiale mgpondérante et masque l'erreur de convergence,



quelque soit le critere de convergence utilisé raranche, & mesure que le maillage est raffiné,
I'erreur de convergence devient prédominante.

Les courbes (a) et (b) correspondant au criterecadevergence classique (3) exhibe un
comportement paradoxal a premiére vue, pour ledlagaes ou l'erreur sur la convergence est
dominante : plus les éléments sont petits, plugele est grande ! Ceci constitue exactement la
dépendance au maillage soulignée dans cet arfolar. de petits éléments, I'erreur de discrétisation
spatiale décroit, tandis que le critére de convergalevient de plus en plus lache, de telle sarte g
des solutions de plus en plus mal convergées smeiptees, tres €loignées de la solution exacte. Il
convient de souligner que le méme effet auraibéservé avec le critére absolu (2), car la quadété

référencq F*| ne dépend pas du maillage dans les conditionsttie @périmentation numérique.

Les courbes (c) et (d) correspondant au nouvedarerexhibe un premier régime ou l'erreur
décroit avec le raffinement du maillage, grace dihainution de I'erreur de discrétisation spatiale
(coincidence avec la courbe de référence (e))l&Panite, dans un deuxiéme régime, I'erreur reste
constante : I'erreur est en effet due a I'erreurcdevergence qui est contrdlée par le parametre de
convergence (lui-méme constant). L'objectif d’oliteim critére de convergence indépendant de la
taille de maille est donc bien obtenu avec le ifiroposé dans cet article.

4 Conclusion

Un nouveau critere de convergence a été proposépintée dans un code éléments finis, sans
poser de difficultés particulieres. Le critére repsur une contrainte de référence qui peut atée r2
des parameétres matériaux, cette contrainte deeréférpermet de calculer un vecteur d’effort de
référence nodal. Il permet de prendre en comptecdegosantes de résidus de nature physique
différente. De plus, il est plus robuste que lé®s usuels fondés sur la norme du résidu, dss lo
que la taille de maille n’est plus homogene, ceestiie cas lors d’adaptations de maillage.

Y

Afin de rester bréve, la présentation a été dédida mécanique des milieux continus, sous
I'hypothése de petites déformations et d’élémemis tlassiques. Mais le spectre d’application du
critére de convergence proposé est bien plus lasga extension aux grandes déformations, aux
éléments finis mixtes, aux coques, aux poutres &t phénoménes multiphysiques (thermo-
mécanique, thermo-hydro-mécanique par exemple)'tdyget de publications futures.
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