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Dans un célebre papier de 1980, A.P. Calderon [1] étudiait le probleme inverse suivant. Il s’agit de
déterminer la perturbation 4(x) de constante d’élasticité du matériau, satisfaisant aux équations

div{(1+h(x)) grad u =0 dans Q, (1)
ou
u=f etﬁzg sur 0Q. ()

L’équation (1) pour & = 0 correspond par exemple a 1’équilibre d’un solide élastique en mode antiplan,
de module de cisaillement normalisé a I’unité, et u = u3(x;,x;). Un défaut volumique peut &tre défini par
une certaine fonction A(x) de support compact, dont il s’agit de trouver par deux conditions aux limites
Egs. (2). Dans le cas général h # 0, le champ inconnu u = u(x;h) dépend implicitement de % si bien
que le probléme inverse est non linéaire en /. Calderon (1980) a donné la solution explicite du probleme
inverse linéarisé, en supposant la perturbation trés petite, auquel cas la solution linéarisée h°(x) satisfait
aux équations

div{(1+#°(x)) grad u’ =0 in Q, 3)

ot u” est harmonique, div gradu® = 0. En 1989, D. Isaacson et E. Isaacson [2] étudiaient le probléme
non linéaire pour le cas de géométrie et chargement axisymétriques. Ils obtenaient numériquement la
solution non linéaire par une méthode de séries et comparaient leur solution avec la formule linéarisée de
Calderon pour une inclusion circulaire dans un cercle. Pour £ assez grand, il n’y a pas de raison que les
deux solutions soient pareilles Pourtant, les auteurs cités ont trouvé que les supports des deux solutions
h° et h sont pratiquement les mémes.

C’est ce mystere de la solution de Calderon que ce papier essaie de clarifier. Nous utilisons I’approche
de la fonctionnelle d’écart de réciprocité introduite par Calderon, étendue ensuite par Andrieux et Ben
Abda [3] et par les deux équipes de ’auteur a EDF et au LMS aux études des problemes inverses de
fissures et de défauts, en élasticité, statique ou dynamique, 2D ou 3D, en acoustique ou thermique, en
thermoélasticité (voir la syntheése des résultats dans [4]) et viscoélasticité dynamique [5], [6]. On utilise
un champ adjoint @(x; &), de paramétre vectoriel & pour écrire (1) et (2) sous la forme

/ h(x)grad u(x; h).grad @(x;E)d>x = / (20— f 3,0)dS = R(E), VE. @)
C Q

Nous prenons la fonction adjointe de Calderon @(x,&) = exp(—i(x1&1 +x2&2))exp(—x1&2 +x2&1). Nous
appelons 7 I’extension de / 4 ’infini en posant 2 = 0 en dehors de I’inclusion. Les intégrales sur C sont
remplacées par les intégrales sur tout le plan. Nous pouvons montrer que (les a,’;’,‘,{;q sont des vecteurs
complexes, le point (.) indique le produit scalaire)

2 oo 8” 8’" ~
hkrs 2 7 [xPxdp d —ix.E)d*x = R(E). 5
/ WL L i s endulesp(-ixE)d% = RE) 5)

Ainsi R(E) est la transformée de Fourier de F(x) définie par la double somme ci-dessus. Méme si la
fonction u demeure inconnue, le support de F est exactement celui de h ou de ses dérivées partielles. Il



est déterminé par la fonction R(§) connue par les données f,g. Qu’en est-il de la solution linéarisée ?
Calderon a trouvé que /°(x) est la transformée de Fourier inverse de —2R(E)/||€||*>. Nous montrons
qu’elle peut s’écrire :

2 2
_% [Bax% + ;x%]fzo(x) = ﬁ /]1%2 R(E)exp(ix.£)d*E = F(x). (6)

Ainsi le support de F est aussi celui de #2°. Nous avons élucidé le mystere soulevé par Isaacson et Isaacson
[4]. Les supports sont identiques supp(h) = supp(h°).
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