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Résumé — Dans le cadre de la simulation du frittage à l’échelle des grains, une méthode permettant de
simuler le transport de matière par diffusion surfacique et volumique est mise œuvre. Une approche eu-
lérienne de type Level-Set est utilisée. Le flux de matière étant relié au gradient de pression, le problème
mécanique doit être résolu dans un domaine de calcul qui est constitué par les grains et le milieu environ-
nant. Les grains ont un comportement élastique linéaire tandis que le milieu environnant est considéré
comme un fluide Newtonien incompressible. Cette méthode permet de suivre l’évolution d’un ensemble
de grains au cours du frittage. Plusieurs cas ont été étudiés en 2D et 3D.
Mots clés — Frittage, Diffusion surfacique, Diffusion volumique, Level-Set, Éléments finis.

1 Introduction

Le frittage, qui est un procédé de fabrication très utilisé dans l’industrie, peut être décrit comme
le passage d’un compact pulvérulent à un matériau cohérent par thermos-activation des mécanismes de
diffusion de matière. Notre objectif est de modéliser et simuler l’évolution d’un empilement granulaire
durant le frittage. Ici, nous nous concentrons sur deux mécanismes de diffusion : la diffusion surfacique
et la diffusion en volume. Si les modèles décrivant ces mécanismes sont connus (section 2), par contre la
stratégie numérique utilisée pour les combiner et piloter la résolution dans un cadre de calcul intensif est
originale (section 3) et donne d’ores et déjà des résultats probants (section 4).

2 Modélisation de la diffusion en surface et de la diffusion en volume

2.1 Potentiels chimiques

Parmi les 3 voies de frittage reconnues [1, 2, 3], nous nous intéressons ici au frittage par diffusion
surfacique et au frittage en volume. Ces deux mécanismes de diffusion peuvent être modélisés par l’in-
termédiaire de la loi de Dick. Cette loi est donnée par l’Equation (1) qui relie le flux de matière ~j au
gradient de potentiel chimique ~∇µ et à la mobilité mA de l’espèce qui diffuse :

~j =−mA ~∇µA (1)

Diffusion surfacique : Le potentiel chimique d’une espèce en surface d’un grain est donné par :

µ = Ωγκ (2)

où Ω est le volume molaire
[

m3

mol

]

, γ est la tension surfacique
[

J
m2

]

et κ est la courbure moyenne
[

1
m

]

.

Diffusion volumique : On utilise les développements de Garikipati et al. [4] pour modéliser la diffu-
sion en volume. Les grains ont un comportement élastique linéaire isotrope. Le problème est alors posé
en termes d’un mélange binaire d’atomes et de lacunes. L’énergie libre ĥ du système est calculée au
niveau de la maille atomique. Le potentiel chimique µ est donné par la variation de l’énergie libre ĥ par
rapport à la concentration d’atomes Ca (µ = ∂ĥ/∂Ca). De la même façon, le tenseur de contraintes σ est
donné par la variation de l’énergie libre par rapport au tenseur des déformations ε (σ = ∂ĥ/∂ε). Pour cal-
culer le flux de matière en volume, on résout de façon couplée la deuxième loi de Dick (∂Ca/∂t =−~∇ ·~j,
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cette loi établit la conservation de la matière) et le problème mécanique (voir les détails dans la section
2.2). Le potentiel chimique d’une espèce située en volume d’un grain est donné par l’Equation (3).

µ = µ0 +
∂ĥ

∂Ca
= µ0 +(1− f ) ΩA0 p+RT log

CA

Ceq
A0

(3)

où µ0 est le potentiel chimique à l’état d’équilibre libre de contrainte, le volume occupé par une lacune
est donné par une fraction f du volume molaire ΩA0 du matériau, p est la pression, R est la constante des
gaz parfaits, T est la température, CA est la concentration d’atomes, et finalement Ceq

A est la concentration
d’atomes à l’état d’équilibre.

2.2 Problème mécanique

Dans la section 2.1 on a développé les équations qui permettent de calculer le potentiel chimique
(Equation (3)) et le flux en volume (Equation (1)). La pression hydrostatique p intervient dans le poten-
tiel chimique 3, on en a donc besoin pour faire le calcul de la diffusion en volume. L’approche que l’on a
développée place les grains dans un milieu environnant avec une interface Γs f qui les sépare. On cherche
alors à trouver les champs de déplacement et pression (u, p) dans le solide, et les champs de vitesse et
pression (v, p) dans le milieu environnant satisfaisant certaines conditions de continuité expliquées par
la suite.

Le milieu environnant est modélisé comme un fluide Newtonien peu visqueux incompressible. Le
tenseur de contraintes pour ce type de fluides est donné par :

σ
f luide
i j = 2ηε̇i j − pδi j (4)

vi,i = 0 (5)

où η est la viscosité dynamique et ε̇ est le tenseur taux de déformations.

Les grains sont considérés comme un matériau élastique linéaire isotrope dans le cadre de petites
déformations (6) et (7)

σsolide
i j = 2µεi j −

2
3

µuk,k δi j − pδi j (6)

uk,k +
p

K
= 0 (7)

où µ est le module de cisaillement, K est le module de compressibilité et ε est tenseur de déformations.

Si l’on considère deux milieux (milieu 1 et milieu 2) séparés par une interface, on doit prendre en
compte la tension superficielle qui induit un saut de contrainte donné par la Loi de Laplace :

σ1
i jn

1
j +σ2

i jn
2
j = γκn1

i

σ1
i jn

1
j −σ2

i jn
1
j = γκn1

i (8)

où σ1 et σ2 sont les tenseurs de contraintes dans les deux milieux 1 et 2 respectivement, n1 et n2 sont les
normales sortantes à ces milieux, γ est la tension de surface et κ est la courbure moyenne de la surface
(voir figure 1).

Les modélisations utilisées pour le fluide et le solide sont classiquement basées sur des variables
différentes : vitesse (~v) et pression (p) pour le fluide, déplacement (~u) et pression (p) dans le solide. On
va donc manipuler les équations du comportement mécanique du solide (Equations (6) et (7)) afin de
pouvoir les écrire en fonction de la vitesse ~v et la pression p. Pour le faire on va utiliser une démarche
similaire à celle utilisée par Papadakis [5].
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FIGURE 1 – Loi de Laplace.

On arrive finalement à la formulation variationnelle donnée par les Equations (9) et (10) :

∫
Ω

2Hsµθ∆t ε̇i j (v) εi j (ϕ) dV −
∫

Ω
Hsθ

(

1−
2
3

µ

K

)

pϕi,i dV

+
∫

Ω
2H f ηεi j (v) εi j (ϕ) dV −

∫
Ω

H f pϕi,i dV =

−
∫

Ω
2Hsµεi j

(

ut
)

εi j (ϕ) dV −
∫

Ω
2Hsµ∆tθ(1−θ)ε̇i j

(

vt
)

εi j (ϕ) dV

+
∫

Ω
Hs(1−θ)

(

1−
2
3

µ

K

)

ptϕi,i dV +
∫

Γ̄ f luide
t f luide
i ϕidS+

∫
Γs f

γκnsolide
i ϕidS

(9)

−
∫

Ω
Hsθ

(

1−
2
3

µ

K

)

vk,kqdV −
∫

Ω

Hs

∆t

(

1−
2
3

µ

K

)

p

K
qdV −

∫
Ω

H f vk,kqdV =

∫
Ω

Hs

∆t

(

1−
2
3

µ

K

)

ut
k,kqdV +

∫
Ω

Hs

∆t
(1−θ)

(

1−
2
3

µ

K

)

vt
k,kqdV

(10)

où Hs et H f sont les fonctions de Heaviside dans le solide et dans le fluide respectivement, θ est le
paramètre du schéma d’intégration θ-Method qui peut prendre une valeur dans l’intervalle [0,1]. Les
variables ut , vt et pt sont respectivement les champs de déplacement, vitesse et pression au pas de temps
précédent.

Le calcul du dernier terme du second membre de l’Equation (9) (en bleu) nécessite un traitement
particulier. Ce terme est une intégrale surfacique calculée sur l’interface Γs f qui sépare les grains et le
fluide environnant. Dans l’approche Eulérienne que l’on utilise (voir Section 3), il n’y a pas de nœuds
sur l’interface car elle coupe les éléments. On fait alors une reconstruction locale (dans chaque élément
coupé) de l’interface. Cette reconstruction consiste à identifier l’intersection entre l’interface Γs f et l’élé-
ment, et finalement, on réalise le calcul sur cette intersection.

On résout le problème mécanique par la méthode des éléments finis. On utilise une formulation mixte
en vitesse/pression, avec des interpolations linéaires P1/P1. Une stabilisation par la méthode OSGS est
effectuée pour satisfaire une condition de stabilité de type Inf Sup [6].

3 Stratégie numérique

La stratégie numérique utilisée est basée sur une discrétisation du problème par éléments finis. Pen-
dant le frittage d’un empilement granulaire, différents changements topologiques apparaissent, on utilise
alors une approche Eulérienne pour décrire les grains.
L’approche Eulérienne se fait dans un domaine de calcul fixe, de plus, cette approche demande l’utilisa-
tion d’un descripteur qui permet de suivre l’évolution des grains. On a donc choisi de travailler avec la
Méthode Level-Set.
Le maillage utilisé est un maillage non structuré, dans lequel les grains sont immergés. Afin d’améliorer
la précision des calculs, on raffine le maillage près de la surface des grains.
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3.1 Méthode Level-Set

La méthode Level-Set est une technique numérique qui permet de suivre et d’étudier le mouvement
d’une interface Γ sous l’effet d’un champ de vitesse~v donné. Cette vitesse~v peut dépendre de la position,
de la géométrie de l’interface, du temps, ou bien d’une loi physique [7].

L’idée de la méthode Level-Set est de définir une fonction φ(~x, t) telle que l’interface Γ est représentée
par φ(~x, t) = 0. La fonction Level-Set prend d’habitude la valeur d’une fonction distance signée, c’est-à-
dire :

φ(~x, t) =−dist(~x,Γ) pour~x ∈ Ω

φ(~x, t) = dist(~x,Γ) pour~x /∈ Ω

φ(~x, t) = 0 pour~x ∈ ∂Ω = Γ(t)
(11)

Où dist(~x,Γ) est la distance du point~x à l’interface Γ.
Cette idée est très utile parce que lors du traitement numérique du problème, les différents changements
topologiques qui peuvent apparaître sont pris en compte de façon "automatique" par la méthode [8].

A partir des fonctions Level-Set on peut calculer la normale sortante~n à Ω et la courbure moyenne κ

de l’interface qui interviennent de façon primordiale dans la physique du frittage.

~n =
~∇φ

‖ ~∇φ‖
(12)

κ =
1

R1
+

1
R2

= ~∇ ·

(

~∇φ

‖ ~∇φ‖

)

(13)

3.2 Diffusion en surface

Dans un premier temps on a simulé le frittage en ne tenant compte que de la diffusion surfacique. La
figure 2 montre l’algorithme utilisé pour faire la simulation du frittage dû à la diffusion surfacique.

FIGURE 2 – Algorithme de calcul du frittage par diffusion surfacique.

Le solveur mixte en courbure/vitesse ainsi que les résultats que l’on peut obtenir avec l’algorithme
montré sur la figure 2 ont été publiés par Bruchon et al. [9, 10]. Cette approche permet de lever une des
difficultés majeures de la modélisation du frittage surfacique contrôlé par le gradient de la courbure, cette
courbure étant calculée à partir de la level-set linéaire.

3.3 Diffusion en volume

Dans une première approche vers la simulation du frittage par diffusion volumique, on a simplifié
l’expression (3) du potentiel chimique en considérant une concentration d’atomes CA constante dans le
solide. On obtient alors :

µ = µ0 +(1− f ) ΩA0 p (14)
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FIGURE 3 – Algorithme de calcul du frittage par diffusion en volume.

La figure 3 montre l’algorithme utilisé pour faire la simulation du frittage par diffusion en volume.
Le calcul du champ de pression est très important lors de la simulation du frittage par diffusion volu-
mique, mais se révèle malheureusement délicat. D’après la Loi de Laplace (Equation (8)) la pression
est discontinue à la interface entre le solide et le fluide environnant. On résout le problème mécanique
Fluide/Solide (Equations (9) et (10)) pour calculer la pression. Cette pression est ensuite utilisée pour
calculer le potentiel chimique (Equation (14)) qui sera introduit dans l’Equation (1) pour calculer le flux
volumique de matière. Pourtant, le gradient de potentiel chimique n’est pas défini à l’interface du fait de
la discontinuité de la pression.

On doit faire un traitement particulier de ce gradient qui consiste à le calculer sur une couche qui se
trouve légèrement déplacée de α vers l’intérieur du solide. Avec ce gradient, on calcule le flux volumique
de matière et la vitesse de frittage. Afin de pouvoir faire le transport de la fonction Level-Set, on a besoin
d’une vitesse qui soit bien définie des deux cotés de l’interface. L’Equation 15 est résolue pour étendre
la vitesse de chaque côté de l’isovaleur φ = −α, et donc pour définir correctement la vitesse autour de
l’interface fluide/grains.

∂vn

∂t
+S(φ′)

~∇φ′

‖ ~∇φ′‖
· ~∇vn = 0 (15)

où vn est la vitesse normale, S(φ′) est une fonction signe qui vaut -1 dans le solide, 1 à l’extérieur et 0 à
l’interface. φ′ est la fonction Level-Set légèrement déplacée de α vers l’intérieur du solide : φ′ = φ+α.

On résout l’Equation (15) jusqu’à atteindre un état quasi-stationnaire. On obtient donc un champ
de vitesse bien défini des deux cotés de l’interface qui nous permet de faire le transport de la fonction
Level-Set.

4 Résultats numériques

Notre modèle a été implémenté dans la librairie éléments finis CimLib , qui est développée au CE-
MEF (MinesParisTech) (voir [11]).

4.1 Diffusion Surfacique

La figure 4 montre les résultats d’une simulation de la diffusion surfacique sur un empilement cu-
bique centré sur les faces de 14 grains en 3D. La diffusion surfacique ne permet pas d’éliminer la porosité
fermée [2, 1], et nos simulations montrent la présence de la porosité fermée à l’intérieur de la structure,
figure 5.
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FIGURE 4 – Frittage par diffusion surfacique. a : structure cubique centré du départ. b : Structure après
20 incréments de temps. c : Structure après 100 incréments de temps. d : Structure après 180 incréments
de temps.

FIGURE 5 – Frittage par diffusion surfacique. a : Structure après 300 incréments de temps. b : porosité
fermée dans la structure. Le bleu correspond au solide et le jaune au fluide

4.2 Diffusion volumique

La figure 6 montre le champ de pression ainsi que le champ de vitesse au niveau du cou entre deux
grains qui se trouvent dans un état avancé de frittage. On peut constater que le champ de vitesse impose
la croissance du cou entre les grains. La figure 7 montre l’évolution des deux grains au cours de frittage
par diffusion volumique, ainsi que le champ de pression.
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FIGURE 6 – a : Champ de Pression p. b : Champ de vitesse autour de l’interface après la convection.

FIGURE 7 – Évolution du champs de pression pendant le frittage par diffusion volumique après 0, 20 et
100 incréments de temps.

Conclusions et perspectives

La méthode développée permet de bien simuler le procédé du frittage par diffusion surfacique en
2D et en 3D. L’approche Eulérienne utilisée permet de gérer les différents changements topologiques
qui peuvent apparaître dans la structure. Par rapport à la diffusion volumique, la prise en compte du
comportement mécanique des deux milieux et la discontinuité physique de la pression, demande un
traitement très rigoureux ainsi que l’utilisation des techniques de stabilisation afin de réduire le bruit
numérique.

La simulation du frittage par diffusion volumique est en cours de développement et la prise en compte
de la variation de la concentration d’atomes dans le solide doit être effectuée, établir un couplage entre
le comportement mécanique du solide et la concentration d’atomes. La diffusion aux joints de grains est
importante. Il faut donc développer un modèle qui permette de lier le comportement mécanique des deux
milieux au flux de matière aux joints de grains. Il sera alors possible de simuler le processus de frittage
en phase solide par ces 3 voies de frittage.
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