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Méthode d’homogénéisation temporelle : application a la snulation
numérique de la fatigue

G. Puet, D. Aubry*

1 MSSMat, Ecole Centrale Paris / CNRS UMR 8579, France, {fauiitie.puel,denis.aubry}@ecp.fr

Résumé— On considére ici la simulation numérique de la fatigue das/combinés (CCF), caractérisée
par deux chargements périodiques de fréquences tresedifés: Plutdt que d'utiliser les méthodes clas-
siques de calcul de durée de vie, on souhaite utiliser un lmoeidaporel d’évolution dont I'exploitation
numérique est rendue possible par une méthode d’homogénéipériodique en temps. Cette méthode
repose sur une hypothése de séparation des échelles deli@aspsux deux chargements périodiques.
Différents résultats sur des exemples académiques eti@sisont présentés.

Mots clés— homogénéisation périodique, multiéchelles en tempgyuata cycles combinés, dyna-
mique.

1 Introduction

L'objectif est de mettre en ceuvre la simulation numériquéadatigue a cycles combinées (CCF),
pour laguelle la piéce ou la structure considérée est seutneux chargements périodiques dont les
fréquences different généralement de plusieurs ordresathelgur. Comme les méthodes classiques de
calcul de durée de vie ne tiennent généralement pas compéectieonologie des différents cycles de
sollicitation, ou des effets d'inertie associés aux cychgsdes, on souhaite plutdt utiliser un modéle
temporel d’évolution qui permette de calculer au cours dopte I'évolution de variables internes au
sein de la structure (typiquement le champ de déformatiastigue). Comme ce calcul numérique se-
rait trop colteux a mettre en ceuvre tel quel, une méthodargénéisation périodique en temps est
proposée [1]. Cette méthode a depuis été validée sur depeatadémiques aussi bien dans le cas
quasi-statique [2] que dynamique [3]. Une extension a lgigien de I'évolution de 'endommagement
plutdt que la plasticité a également été proposée dans [8].dtobjectif ici est de I'appliquer sur des
géométries d'éprouvettes utilisées dans le cadre du mojepéen PREMECCY [6] qui s'intéresse a la
fatigue CCF des aubes de turbines de turboréacteurs.

2 Principes de la méthode d’homogénéisation temporelle

Le but de la méthode est de pouvoir simuler numériquemertrgortement d’'une piéce soumise
a un grand nombre de cycles de sollicitation, pour un type afeportement matériau spécifique et
décrit par un modele temporel. On présente ici une versisanmée de la méthode telle qu'elle a été
initiée dans [1] et complétée dans [3], dans le cas d’'un cotepent viscoplastique générigue en régime
dynamique.

2.1 Echelles de temps

La piéce étudiée est soumise a un chargement de fatigue €eéCt9p : typiqguement, deux charge-
ments périodiques, de fréquences tres différentes, safigags simultanément. On suppose que I'on
peut alors définir deux échelles de temps :

— une échelle de temps lente, notéassociée au chargement basse fréquénce

— une échelle de temps rapide, notéassociée au chargement haute fréquénte
Cette hypothése repose sur le fait que le ré&e% est suffisamment petit pour que I'on puisse supposer
que ces deux échelles de temps sont indépendantes. Aintsi ariable temporella dépend des deux



échelles de temps précédemment définies, et sa dérivatipotelle conduit a la relation suivante :

do 9o 10a . 1, 1
E—E‘Fga—aﬁ-gd ()
ou %“, a eta’ désignent respectivement la dérivation temporelle tolaléérivation partielle par rapport
a I'échelle de temps lentect la dérivation partielle par rapport a I'échelle de tengEder.
On fait de plus I'hypothése (la encore d’autant plus jutifigie le rati est petit) que chaque va-
riable temporellex(t, ) du probléme est périodique par rapport & la variable de teagide (hypothése
de « quasipériodicité ») :

a(t,r):a(t,u—é) vt (2

Enfin, afin de pouvoir passer de I'échelle rapide a I'échelied par homogénéisation, on introduit
la moyenne par rapport a I'échelle de temps rapide de lablartamporellex(t, 1) de la fagon suivante :

F o[+
<a >:—/ a(t,T)dt
& Jo

La quantité homogénéisée a > ainsi obtenue est alors une fonction de la variable de tepmet
seulement, et on no®* = a — < o > le résidu associé a cette homogénéisation, qui dépend @snc d
deux échelles de tempt 1. Avec les notations précédentes, il est possible de reflemiibypothése

de quasipériodicité (2) de fagcon équivalente comme :

<a'>=0 (3)

2.2 Développement asymptotique des équations du probléme

On suppose que chaque champ a déterminer (déplacen{antst), contraintes(x,t, 1), déforma-
tions totales(x,t, 1), déformations plastiques’(x,t, 1)) peut s’exprimer sous la forme d’un développe-
ment asymptotique ef; par exemple, on peut écrire pour le champ des contraintes :

O(%,t,T) = Oo(x.t,T) +£01(x,1,T) + O(&?) )

Les équations que les champs précédents doivent satidfaie le domain€ associé a la piece
étudiée sont les suivantes (avec des conditions initialeesées nulles) :

Divy 0 + f, = p&y (5)
o=c(e—¢P) (6)
€= %(DXU + DXUT) (7)
& =a0) 8)

oup, ¢ etadésignent respectivement la masse volumique, le tensélasttité (linéaire) et un opéra-
teur (non linéaire) caractérisant la loi d’évolution du ératu. Le domain& est soumis a une densité
volumique d’effortsfy(x,t,T) connue tandis que sa frontiéd€) est soumise a une densité surfacique
d'efforts f5(x,t, 1) elle aussi connue :

on=fg 9)

oun est la normale extérieure en chaque poind@e Sans modifier les résultats qui suivent, il est bien
s(r possible de considérer qu’'une partie de la frontiere@shise a un déplacement impose.

On introduit dans les équations précédentes (5)-(6)Q)/[9) les développements asymptotiques
de type (4) de chaque champ a déterminer. En utilisant delaltedation de dérivation totale (1), on
obtient au final des équations faisant intervenir les dffiées puissances dePar exemple, I'équation
d’évolution devient, en se limitant a I'ordre un :

1 . .

gf0' + (Eo+er) +E (1 +€2") + O(E%) = a(00) +EDoa(00)01 + O(E’) (10)
avec Qya(op) le gradient dea exprimé engp. L'hypothése de séparation des échell@s( 1) nous
permet alors d'affirmer que, dans les équations ainsi obterles égalités doivent étre valables pour
chaque ordre dé& pris séparément. On obtient alors les équations détaitléas les paragraphes 2.4
et 2.5.



2.3 Développement asymptotique de I'équation dynamique

Avant d’établir les équations homogénéisées, on étudserkcisément ici le développement asymp-
totique de I'équation dynamique. En appliquant la relatiendérivation totale (1), on obtient pour le
terme d’accélération le développement a I'ordre un suivant

du 1 1, iy : ) .

57 = §u8+€ (204 +uf) + (U0 + 20} + u) +& (U1 + 25 + uj) + O(&?)

Cependant, avant d'utiliser cette expression dans (5uil €tudier au préalable I'ordre de grandeur des
termes d'inertie, et donc analyser I'ordre de grandeur gpag de la masse volumique par une norme
du tenseur d’élasticité. Pour la plupart des matériauxlssaa peut supposer que :

p 2
T = B¢ (11)
el
avec = 0(1/¢). Cette hypothése est valide si le rafiest supérieur a I'inverse de la vitesse de propa-
gation des ondes de pression dans le matériau. La propodiitelles hypothéses est dailleurs courante
en homogénéisation spatiale périodique [7]. Dans ce caselebre de droite de I'équation (5) s'écrit, a
'ordre un:

d? .
Pz = BllclIug +Ellcl | (20p+uf) + O(E) (12)

2.4 Equations d’'ordre 1/§

Lorsqu’on écrit les développements asymptotiques deérdiftes équations du probléme, la pre-
miére relation obtenue provient de I'ordré€lprésent dans I'équation d’évolution (10) :

P _
g =0

qui traduit que le terme d’ordre zéro de la déformation [mast ne peut dépendre que de la variable de
temps lentd :
ep(x,t,T) = 5(x,t) (13)

Ceci peut s'interpréter comme le fait que le comportemestoplastique est majoritairement (c’est-a-
dire a I'ordre zéro) un phénoméne qui évolue lentementgidesm compare cette évolution a la période
des cycles rapides.

2.5 Equations d’ordre zéro

La relation suivante provenant de I'équation d’évoluti@f)(correspond a I'ordre zéro, et fait inter-
venir a la fois I'ordre zéro et I'ordre un de la déformatioagtique :

£p+€)’ = a(op) (14)

Afin de séparer les deux ordres en présence dans I'équatoagente, on utilise la relation de quasipé-
riodicité (3), qui fait disparaitre le terme d’ordre un del&formation plastique :

gp =< a(ap) > (15)

ou I'on a notammenk '88 >= '88 d'aprés I'équation (13). Ainsi, I'évolution (lente) de tdre zéro de
la déformation plastique est donnée comme la moyenne sural| @pide de la loi d’évolution faisant
intervenir I'ordre zéro du champ de contraintes. Il est &nqtie ces derniéres sont des quantités « ins-
tantanées », dépendant a la fois des deux variables de tempst, 1), et que, la loi d’évolution n’étant
pas linéaire, la détermination du champ de contraintestaritemnées » est requise.

Pour cela, une premiére étape est de formuler les équationedénéisées a I'ordre zéro provenant
des équations (5)-(6)-(7)-(9). On procéde de la méme fagerpqur la loi d’évolution (8), ce qui permet



d’obtenir au final, en utilisant le résultat (13) :

Divy <op >+ <f, >=0 (16)
<0Op>=C (<& > —gf) (17)

< gy >=3(Dyx < Ug>+Dyx < Ug>") (18)
<0Op>n=<fg> (19)

Il est intéressant de noter que I'équation d’équilibre hgémgisée a l'ordre zéro se traduit par un pro-
bléme quasistatique, qui ne fait pas intervenir les terrfieertie du probléme initial.

La seconde étape consiste a résoudre les équations résddel’homogénéisation que I'on vient
d’effectuer : on soustrait pour cela les équations (16)-(18)-(19) aux équations d’ordre zéro associées

a (5)-(6)-(1)-(9) :

Divy o+ f = Bl|c[Jug” (20)
0% = C&} (21)
g5 = 1(Dxug+Dxug") (22)
oon =1 (23)

Les équations précédentes correspondent a la définition mtobleme élastique linéaire dynamique,
dont la résolution est d'ailleurs totalement découpléeadésolution du systeme d’équations (16)-(17)-
(18)-(19), et permet d’obtenir notamment le résidu du chdmpontraintes a l'ordre zéwj(X,t,T).

Au final, le systéme d’équations (16)-(17)-(18)-(19) esbig avec I'équation d’évolution (15), qui
utilise ap(x,t,T) =< ap > (X,t) +05(X,t,T). Les étapes décrites dans les paragraphes précédentsipeuve
naturellement étre reprises pour traiter les équationsites suivants s'ils s’avérent nécessaires.

3 Application de la méthode d’homogénéisation temporelle an exemple
simple

Afin de prouver la validité et I'efficacité de la méthode, ondé¢ I'exemple d'une barre cylindrique
droite de longueuk soumise a des efforts normaux qui sont la somme d’'une gatln lente de fré-
quenceF et d'une sollicitation rapide de fréquen€e/¢. Le matériau considéré a un comportement
viscoplastique a deux écrouissages de type Lemaitre-Chatlmmmme défini dans [8].

3.1 Probléme de référence

Le probléme de référence est composé des équations telepareh homogénéisées. L'équation
dynamique vérifiée par la barre est scalaire, et fait inténie déplacement longitudinal(x,t,t) de la
ligne moyenne de la barre d'une part, et la contrainte n@mgd,t, ) dans la barre d’autre part :

do_ u

oux € [O;L]. On suppose ici qu'il n’y a pas de densité volumique d'effati sein de la barre, et que la
seule sollicitation est la densité surfacique d’effdd&, 1) appliguée a I'extrémit& = L, tandis que la
barre est encastrée a un bati fixexen 0. La relation de comportement élastique est donnée par :

o= <% — sp> (25)

OUE eteP(x,t,T) sont respectivement le module de Young du matériau et lamétmn plastique longi-
tudinale le long de la barre.



La loi d’évolution non linéaire du matériau est de type vjdestique a deux écrouissages, proposé
sous une forme uniaxiale dans [8] avec les équations selwdavec des conditions initiales nulles) :

lo—X|-R—k\"
().
2 — Psign(o — X)
= Cd—sp—y de
d
%R: bQ-R)F

o
ye

& g

2% g

ou<a>,=(1+signa)a/2 est la partie positive de(t,1). %(x,t,r), X(x,1,1) etR(x,t,T) désignent
respectivement le taux de déformation plastique équivdkemariable (uniaxiale) d’écrouissage cinéma-
tique et la variable (uniaxiale) d'écrouissage isotrdpé, n, C, yo, b et Q sont des paramétres matériau
qui sont des constantes a température fixée.

3.2 Equations homogénéisées d’ordre zéro

En utilisant le méme type de développement asymptotique reddtion de dérivation totale (1), on
obtient tout d’abord le méme résultat remarquable que aaparagraphe 2.4, a savoir que la viscoplas-
ticité (a I'ordre zéro) est un phénoméne qui ne peut dépemukale la variable de temps lerite

Po(X,t,T) = po(x,t) €f(X.t,T) = €f(x,t) Xo(X,t,T) = Xo(x,t) Ro(Xt,T) = Ro(X,t)

En reprenant ensuite les hypothéses du paragraphe 2.5iemntdds équations dynamiques suivantes
pour le probléme d’ordre zéro :

E("ﬁ%—sg) ~0 (26)
%Y = BEW” (27)
ainsi que les conditions limites en=0:
<u>=0 (28)
uy=0 (29)
etenx=1L:
E<"<a$—sp) =< fo> (30)
9 *
E%b— 1 (31)

Enfin, les équations homogénéisées d’'ordre zéro pour la'dévollition viscoplastique peuvent
s’écrire comme :

b= (e @)

e = ({12292 sign(oo — Xo) ) (33)
Xo = %Céo — YoPoXo (34)

Ro = b(Q — Ro)Po (35)

ou la contrainte « instantanée » d’ordre zéro peut s’exgraomme :

0 < ug> ou;

oo(x,t,T) =E (T(X’t) + a)? (Xt,T) — sﬁ(x,t))




3.3 Résultats numériques

On résout numériguement le systéeme d’équations (26){@8)29)-(30)-(31)-(32)-(33)-(34)-(35)
par rapport a la variable de temps lehtel'aide d’'une simulation Eléments Finis temporelle de &sirr
On suppose que les efforts appliquésxeal sont de la forme suivante :

< fs> (t) = fo+ ficos At
fa(t) = focos 2t

ou la fréquence lente va&it = 0,05Hz et la fréquence rapide/ = 500Hz. Ce cas, qui correspond a
la pratique des essais CCF, permet d’écrire giest une fonction de et t seulement. Le probleme
dynamique élastique (27)-(29)-(31) peut donc étre résml@pendamment du systéme d’équations (26)-
(28)-(30)-(32)-(33)-(34)-(35), c'est-a-dire une sewesf en pré-traitement.

Les simulations sont effectuées pour une barre en alliatgjeade TA6V, dont les propriétés matériau
a 350 C sont données dans [8]. Afin de valider la méthode d’homagatién temporelle, un calcul de
référence, qui consiste a résoudre directement les éqaatonporelles du paragraphe 3.1, est mené
sur l'intervalle de temp$0;20s, qui correspond a une période de la sollicitation lentepréision de
ce calcul est assurée par le choix d’'un pas de temps trés fifgjl@ui représente un vingtiéme de la
période de la sollicitation rapide. Par ailleurs, un calbes$ variables homogénéisées d’ordre zéro est
mené sur le méme intervalle de temps, avec un pas de temp84 0e qui représente un gain de 400
en termes de nombre d'itérations.

Les résultats de ces simulations sont donnés sur les figueeR.1L'évolution de la déformation
plastique de référence est représentée en tirets rougedt étreé comparée avec I'évolution de la dé-
formation plastique homogénéisée d’ordre zéro, en plEsthleus. Les deux courbes sont trés proches
'une de l'autre, comme peut aussi en témoigner la table In A®tudier l'influence de la prise en
compte des termes d'inertie dans I'équation dynamiquesideslations ont également été réalisées dans
le cas quasistatique, qui revient ici a supposermee0 dans I'équation (24) ou encore gfie= 0 dans
I'équation (27). Les figures 1 et 2, ainsi que la table 1, namitfimportance des termes d'inertie dans
I'évaluation de la déformation plastique pour ces vale@r$réquences de sollicitation, ainsi qu’encore
une fois le bon accord entre les résultats du calcul de méérdigne continue rouge) et ceux du calcul
homogénéisé (ligne mixte bleue).
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FIGURE 1 — Déformation plastique er= 0 : FIGURE 2 — Déformation plastique er= L :
solution de référence et solutions homogénéiséessolution de référence et solutions homogénéisées
d’ordre zéro (dynamique et quasistatique). d’ordre zéro (dynamique et quasistatique).

Ces résultats montrent I'efficacité de la méthode d’homéig@tion qui permet ici d’envisager 400
fois moins d'itérations que le calcul de référence. Il devidonc possible de réaliser des simulations
qui seraient inaccessibles par la résolution directe dbl@nee de référence : ainsi la figure 3 montre
I'évolution de la déformation plastique homogénéiséedferzéro pour un intervalle d’'une heure, ce qui
revient & appliquer simultanément 180 cycles lents et 180@ycles rapides. En utilisant la méthode
d’homogénéisation temporelle et un pas de temps, @4<) 90000 pas de temps doivent étre traités, au
lieu des 36 millions qui seraient requis pour un calcul déregiice avec un pas de temps de*s0

6



TABLE 1 — Comparaison entre les différentes estimations de lamétmn plastique &= 20s.

Simulations x=0 X=L
Dynamique de référence 5,361-10°3 | 4,654.10°°
Dynamique homogénéisée (ordre 0)5,389-10 2 | 4,595.10 3
Quasistatique de référence 4,491.10°3 | 4,491.10°3
Quasistatique homogénéisée (ordre @) 493-10 2 | 4,493-10° 2

Il est important également de noter qu'il n'y a pas de resdincsur 'amplitude de la sollicitation
rapide comparativement a celle de la sollicitation lentes: simulations précédentes ont été obtenues
qguand le rapport de la premiere sur la seconde était d’urt ggactement. Il est méme possible d’envi-
sager le cas « extréme » ou il N’y a pas de sollicitation lesgeyui revient a étudier le cas de la fatigue a
grand nombre de cycles (HCF). La encore, I'accord entraitlamogénéisé et calcul de référence est
excellent, comme le montre la figure 4 dans le cas quasiséapqur des fréquences de sollicitation de
0,001Hz et 10Hz.
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] *
2 o
2 4 ,_‘g 0.6
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FIGURE 3 — Déformation plastigue homogénéisée FIGURE 4 — Déformation plastique pour la solu-
d’ordre zéro erx = 0O (tirets bleus) et ex =L tion de référence (ligne continue rouge) et la so-
(ligne continue rouge). lution homogénéisée (tirets bleus) (cas HCF).

Avec l'aide de cette méthode d’homogénéisation, il devierssible d'évaluer un critére de fatigue
associé a I'évolution de la déformation plastique : si 'emsidére que la rupture survient quand la
déformation plastique dépasse en un point un certain suibn peut estimer le nombre de cycles a
rupture en calculant le tempg vérifiant :

e&:/otm<<'“O‘X",'[R"‘k>isign<oo—xo>>dt

4 Application a une piece réelle

Il est question maintenant de transposer la démarche méieed I'étude d’'une piéce réelle. L'exemple
proposé est une éprouvette en alliage de titane, de géermétriplexe représentée sur la figure 5. Cette
éprouvette est étudiée dans le cadre du projet européen EREM [6], dont I'objectif est de caractéri-
ser la fatigue CCF des aubes de turbines dans les turbaréadid, cette éprouvette est soumise a l'une
de ses extrémités a une sollicitation normalg(1Hz) associée a une sollicitation transverse (10Hz),
et est encastrée a son autre extrémité. Les équations éogesdsont les relations (5)-(6)-(7)-(9) ainsi
que le modele viscoplastique a deux écrouissages de [8]stanexpression tridimensionnelle. Elles
sont résolues syB; 10000s avec un pas de temps de 2s. La figure 6 montre I'évolution défama-
tion plastique longitudinale aprés homogénéisation at@izéro a I'extrémité de I'éprouvette qui est
soumise aux deux sollicitations.
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FIGURE 6 — Evolution de la déformation plastique
longitudinale homogénéisée (ordre 0) a I'extre-
mité de I'éprouvette

5 Conclusion et perspectives

Lefficacité de la méthode d’homogénéisation temporellenesntrée ici aussi bien dans le cas
d’exemples académiques que d’exemples industriels. Elm@t de n’effectuer les résolutions d’équa-
tions qu’a I'échelle de temps lente seulement, en intrahti§effet moyenné des cycles a haute fré-
guence dans les équations vérifiées par les quantités hodiegés a I'ordre zéro. Il devient alors pos-
sible d’évaluer la durée de vie de structures soumises asi#licitations périodiques de fréquences trés
différentes, pour peu que I'on ait pu identifier le seuil dasficité menant a la rupture. Comme on a
vu sur la figure 4 que la méthode d’homogénéisation est agipéicdans le cas d’une seule sollicitation
haute fréquence (HCF), il est envisageable de réalisemftification des parameétres de la loi d’évolution
a partir des résultats de fatigue HCF sur les éprouvetteiéétsl Il sera alors possible pour ces mémes
éprouvettes de prédire des durées de vie dans le cas dglef@CF, et de les comparer avec les résultats
expérimentaux obtenus dans le cadre de la campagne d'dsgaisjet européen PREMECCY [6].
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