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Résumé— Le comportement mécanique des matériaux est généralementsimulé par des approches is-
sues de la mécanique des milieux continus. Cependant, lorsqu’il s’agit de simuler des phénomènes de
multi fissurations voir de multi fracturations, les modèlesde la mécanique discrète s’avèrent mieux adap-
tés, car ils prennent en compte naturellement les discontinuités générées par les interfaces. La difficulté
est alors de s’assurer qu’une approche par éléments discrets (DEM) permet bien de retrouver le com-
portement mécanique au sens de la mécanique des milieux continus. Cet article propose une méthodolo-
gie permettant, à partir des données connues du matériau à simuler (module de Young, coefficient de
Poisson, célérité de propagation des ondes), de quantifier les paramètres « microscopiques » du modèle
DEM.
Mots clés— DEM, élément discret, modèle continu, modèle discret, calibration

Le modèle élément discret permet de décrire assez naturellement un milieu granulaire. C’est ainsi
qu’il fût pour la première fois employé en 1979 [1]. Plus récemment, des auteurs ont mis à profit cette
méthode pour l’étude de l’endommagement de solides hétérogènes comme les bétons [2], les roches [3],
ou de matériaux homogènes comme les céramiques [4].

Dans le cadre de la thèse « modélisation par éléments discrets des phases d’ébauchage et de doucis-
sage de la silice », le milieu (le verre de silice) est supposéhomogène. Le phénomène étudié est la fissur-
ation intervenant au cours de l’opération de surfaçage par sollicitations cycliques des particules abrasives
sur le matériau abrasé [5]. Ces fissurations sont nécessaires à l’opération de surfaçage puisqu’elles per-
mettent l’enlèvement de matière. Toutefois, certaines d’entre elles subsistent et se révèlent néfastes quant
à l’utilisation ultérieure du composant optique [6].

L’approche par éléments discrets permet, naturellement, de représenter les discontinuités au sein du
matériau. Par contre, les lois de comportement de la mécanique des milieux continus ne pouvant être
directement appliquées, la modélisation des propriétés élastiques et dynamiques est plus problématique.
En fait, le comportement d’un domaine discret à l’échelle dela structure est le résultat d’une multitude
d’interactions élémentaires à l’échelle microscopique. Ainsi, les comportements macroscopiques ne sont
que difficilement prédictibles. En ce sens, il peuvent être qualifiés de propriétés émergentes [7, preface].

Il est donc nécessaire de calibrer les propriétés microscopiques de façon à obtenir les propriétés
désirées à l’échelle macroscopique. Dans le cas de domainesdiscrets ordonnés, une approche analytique
permet de résoudre ce problème [8]. Mais cette approche ne peut être appliquée dans le cas de domaines
désordonnés. Il est alors nécessaire de recourir à des essais de calibration [9, §3.1].

Cet article s’intéresse à la simulation de matériaux élastiques homogènes et isotropes. Le matériau de
référence est le verre de silice en relation avec la problématique ci-dessus. Le modèle DEM retenu est de
type dynamique explicite basé sur une représentation sphérique (3D) des éléments discrets. Les éléments
discrets interagissent mécaniquement entre eux par l’intermédiaire de liaisons cohésives de type poutre.
Le modèle retenu est proche de celui utilisé dans [10].

Dans un premier temps le modèle de liaison cohésive poutre sera introduit. La deuxième partie sera
dédiée à la validation du domaine initial. La troisième et quatrième partie sera consacrée à la description
de méthodologies de calibration des propriétés microscopiques. Ces méthodes seront finalement mises
en oeuvre puis validées au cours d’une cinquième partie.

1



1 Modèle de liaison cohésive poutre

La figure 1a illustre la liaison cohésive de type poutre au sein d’un domaine discret. La forme choisie
est de type cylindrique. Elle permet de décrire sa géométrieavec seulement deux paramètres : longueurLµ

et rayonrµ
1. Deux paramètres mécaniques sont également associés : module de YoungEµ et coefficient

de Poissonνµ.
La figure 1b illustre une liaison cohésive poutre dans un étatdéformé. Les extrémités de la poutre

sont "encastrées" au centre des éléments discretsO1 et O2. La poutre est considérée comme relaxée
lorsque l’axe(O1,

−→
X1) appartenant à l’élément discret 1 et l’axe(O2,

−→
X2) appartenant à l’élément discret

2 sont directement opposés. Le repère de la poutre est alors défini parF
(

O,
−→
X ,

−→
Y ,

−→
Z
)

. Cette description

permet de définir les rotations des sections droites aux extrémités
−→

θ1 et
−→

θ2 ainsi que l’allongement∆L. Les
déflexions (ou flèches) enO1 etO2 sont nulles. D’aprés les lois de la résistance des matériauxappliquées
aux poutres d’Euler-Bernoulli, il est possible d’écrire :

−−−−→
FB/DE1 =+EµSµ

∆lµ
lµ

−→
X −

6EµIµ
l2
µ

(

(θ2z+θ1z)
−→
Y +(θ2y+θ1y)

−→
Z
)

(1)

−−−−→
FB/DE2 =−EµSµ

∆lµ
lµ

−→
X +

6EµIµ
l2
µ

(

(θ2z+θ1z)
−→
Y − (θ2y+θ1y)

−→
Z
)

(2)

−−−−→
TB/DE1 =+

GµIoµ

lµ
(θ2x−θ1x)

−→
X −

2EµIµ
lµ

(

(θ2y+2θ1y)
−→
Y − (θ2z+2θ1z)

−→
Z
)

(3)

−−−−→
TB/DE2 =−

GµIoµ

lµ
(θ2x−θ1x)

−→
X −

2EµIµ
lµ

(

(2θ2y+θ1y)
−→
Y − (2θ2z+θ1z)

−→
Z
)

(4)

Avec :
–

−−−−→
FB/DE1 est la force de réaction de la poutre sur l’élément discret 1.

–
−−−−→
FB/DE2 est la force de réaction de la poutre sur l’élément discret 2.

–
−−−−→
TB/DE1 est le moment de réaction de la poutre sur l’élément discret 1.

–
−−−−→
TB/DE2 est le moment de réaction de la poutre sur l’élément discret 2.

– Lµ est la longueur initiale de la poutre.
– ∆Lµ est l’allongement de la poutre.

–
−→

θ1(θ1x,θ1y,θ1z) est la rotation de la section droite au pointO1.

–
−→

θ2(θ2x,θ2y,θ2z) est la rotation de la section droite au pointO2.
– Sµ est la section de la poutre.
– Ioµ est le moment quadratique polaire de la section de la poutre.

– Iµ est le moment quadratique de la section de la poutre selon
−→
Y et

−→
Z .

– Eµ est le module de Young de la poutre.
– Gµ est le module de cisaillement de la poutre.

Les forces et moments de réaction sont exprimés dans le repère local de la poutreF
(

O,
−→
X ,

−→
Y ,

−→
Z
)

.

Les poutres ne possèdent pas de paramètre de masses. Les propriétés massiques sont reportées sur les
éléments discrets.

2 Validation du domaine compact initial

Le domaine initial doit être en accord avec les propriétés structurelles du matériau à simuler. Dans
le cas de la silice, homogène et isotrope. La disposition géométrique du domaine initial impacte le com-
portement mécanique du matériau simulé.

Des configurations géométriques ordonnées favorisent l’apparition de comportements mécaniques
anisotropes et sont donc à proscrire [11, 10]. De plus, dans le cas de simulation DEM à base d’éléments
sphériques, il existe des zones vides entre particules. Pour réduire ces zones de vides indésirables, une

1. Pour distinguer les paramètres micros des paramètres macros les paramètres micros sont annotés de l’index ’µ’ et les
paramètres macros de l’index ’M’.
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(a) Liaison cohésive poutre au sein d’un domaine dis-
cret

(b) Paramétrage de la liaison cohésive poutre

FIGURE 1 – Illustration de la liaison cohésive poutre

phase de compaction du domaine initial est nécessaire. Différents algorithmes de compaction existent :
des méthodes "dynamiques" [12, 13] ou des méthodes géométriques [14].

L’introduction d’un aléa au niveau des rayons des éléments discrets favorise l’apparition de domaines
désordonnés. Pour des dispersions faibles, le domaine généré par compaction est de type "Random Close
Packing" (RCP) [15]. Pour s’assurer de la conformité du domaine généré, le nombre de coordination2

doit être proche de 6 [16] et la fraction volumique3 proche de 0,636 [17].
Un autre paramètre géométrique du domaine impacte fortement le comportement mécanique : l’anisotropie

géométrique. Cambou dans [18, Introduction,§3.6] définit ce paramètre comme étant la répartition des
directions des contacts dans l’espace. Si cette répartition est parfaitement homogène, le domaine est
considéré comme géométriquement isotrope. Dans le cadre desimulations de matériaux mécaniquement
isotropes, cette anisotropie géométrique doit être minimale. Afin de caractériser ce paramètre, une méth-
ode de mesure originale et intuitive a été développée.

Un solide platonique (géode) comportant 320 facettes de morphologie similaire permet de discrétiser
l’espace 3D en "angle solide discret". Le volume reliant le centre de la géode à une facette correspond à
un angle solide. Si la direction d’un contact est comprise dans l’angle solide alors celui-ci est ajouté au
groupe correspondant. Ce procédé permet de regrouper les contacts suivant leurs directions privilégiées.
Le poids de chaque groupe correspond au nombre de contacts dont la direction est comprise dans l’angle
solide de ce groupe. L’anisotropie est alors définie par l’écart type du poids de ces groupes.

La figure 2 représente l’évolution de l’écart type en fonction de la dispersion (uniforme) appliquée
au rayon des éléments discrets sur des domaines comportant un grand nombre de particules (environ 50
000). L’évolution montre une convergence ainsi qu’une valeur minimale de l’anisotropie géométrique
pour une dispersion radiale de 15 %. Ces résultats sont en accord avec ceux observés par Luding [19,
chapter 5]. Pour le reste de l’étude la valeur de 25 % de dispersion radiale sera appliquée.

Une autre interrogation porte sur le nombre minimum d’éléments discrets permettant d’assurer des
propriétés géométriques stables. Les figures 3a, 3b et 3c montrent l’évolution de la fraction volumique,
du nombre de coordination et de l’anisotropie en fonction dunombre d’éléments discrets pour un vol-
ume englobant constant de 1m3. Ces courbes montrent une convergence des résultats pour unnombre
d’environ 10 000 éléments. Il est possible alors de définir uncritère 1D égal à 100001/3 soit environ 21,5.

3 Calibration des paramètres élastiques

Les liaisons cohésives poutres sont introduites après la phase de compaction du domaine : à chaque
contact est associé une liaison cohésive. Dans la suite de l’étude, les contacts ne sont plus pris en compte.
Seules les réactions des liaisons cohésives poutres sont calculées.

2. Nombre moyen de contacts par élément discret.
3. Rapport entre volumes effectifs occupés par les élémentsdiscrets sur le volume englobant.
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FIGURE 2 – Évolution de l’anisotropie géométrique en fonction de ladispersion appliquée au rayon des
éléments discrets

(a) Fraction Volumique (b) Nombre de coordination (c) Anisotropie géométrique

FIGURE 3 – Évolution des paramètres géométriques en fonction du nombre d’éléments discrets

Afin de "mesurer" numériquement le module de Young (EM) et le coefficient de Poisson (νM) macro-
scopique, un échantillon numérique de forme cylindrique (voir figure 4) est soumis à un essai de traction
quasi statique. Connaissant la géométrie du domaine discret ainsi que le chargement appliqué, les valeurs
des propriétés macroscopiques peuvent être déduites grâceaux lois de la résistance des matériaux.

Une première étude porte sur l’influence du coefficient de Poisson microscopique sur les paramètres
macroscopiques. Il apparaît que pour une variation du coefficient de Poisson microscopique (νµ) entre 0
et 0,5 le module de Young macroscopique varie de 0,4% et le coefficient de Poisson macroscopique de
1,2%. L’influence de ce paramètre est donc très faible. De façonarbitraire il sera fixé àνµ = 0,3 pour le
reste de l’étude.

Une seconde étude porte sur l’influence du rayonrµ
4 et du module de YoungEµ des liaisons cohé-

sives poutres. Les figures 5 et 6 montrent l’évolution des paramètres macroscopiques en fonction des ces

4. Pour s’affranchir des effets d’échelles, l’étude porte en fait sur le rayon adimmensioné ˜rµ défini par le rapport entre le
rayon microscopique des liaisons cohésives poutres sur le rayon moyen des éléments discrets

radius

xMax

FIGURE 4 – Échantillon numérique
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(a) Évolution deEM en fonction deEµ (b) Évolution deνM en fonction deEµ

FIGURE 5 – Influence du module de Young microscopiqueEµ sur les paramètres macroscopiquesEM et
νM

(a) ÉvolutionEM en fonction de ˜rµ (b) ÉvolutionνM en fonction de ˜rµ

FIGURE 6 – Influence du rayon adimensionné microscopique ˜rµ sur les paramètres macroscopiquesEM

et νM

paramètres microscopiques. Une particularité intéressante est l’indépendance du coefficient de Poisson
macroscopiqueνM par rapport au module de Young microscopiqueEµ (cf figure 5b). Il est donc possible
de calibrerEµ sans affecter le coefficient de Poisson macroscopiqueνM. La méthode de calibration se
décline alors en 3 étapes :

1. Calibration du coefficient de Poisson macroscopiqueνM avec le rayon adimensionné microscopique
r̃µ. Dans le cas de la silice ˜rµ

silica
≈ 0.672 correspond àνsilica

M ≈ 0.17 (cf figure 7a).

2. Mise en oeuvre d’essais de traction avec la valeur ˜rµ précédemment choisie pour obtenir l’évolution
deEM en fonction deEµ

3. Calibration du module de Young macroscopiqueEM avec le module de Young microscopiqueEµ.
Dans le cas de la siliceEsilica

µ ≈ 266.5 GPacorrespond àEsilica
M ≈ 72.5 GPa(cf figure 7b).

4 Calibration des paramètres massiques

La section précédente introduit une méthode de calibrationdes paramètres élastiques adaptée aux li-
aisons cohésives poutres. Il est alors possible de retrouver à l’échelle macroscopique une valeur du mod-
ule de Young et du coefficient de Poisson désirée. Bien que nécessaire, cela n’est pas suffisant. Afin de
simuler des phénomènes dynamiques tels que les propagations d’ondes mécaniques ou des phénomènes
de multi fissurations, il est nécessaire de calibrer également les propriétés massiques du matériau discret.
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(a) Calibrage de ˜rµ (b) Calibrage deEµ

FIGURE 7 – Calibrage élastique du matériau silice

(a) Domaine d’étude discrétisé en deux éléments discrets(b) Domaine d’étude discrétisé en vingt éléments discrets

FIGURE 8 – Illustration des domaines d’étude de convergence dynamique

La méthode retenue est très simple : il s’agit de compenser les vides générés par la méthode de
compaction en assurant une égalité de masse entre domaine discret et domaine continu. Pour ce faire,
la masse volumique des éléments discrets est ajustée en conséquence. Pour étudier cette approche, une
série de tests de convergence ont été menés.

Un domaine discret composé de particules alignées est chargé dynamiquement en traction, flexion
puis torsion. L’élément discret de gauche est fixe. Le chargement est appliqué à l’élément discret de
droite (voir figure 8). L’étude de convergence porte sur le nombre d’éléments discrets mis en jeu (de 2 à
20). Les résultats numériques (périodes d’oscillation) sont comparés aux solutions analytiques issues de
la vibration des milieux continus dans le cas de poutres d’Euler-Bernouilli [20, §4.1, §4.2, §4.3].

Les résultats obtenus montrent une convergence dans le cas de la traction (voir figure 9a) et de la
flexion (voir figure 9b). Le cas de la torsion est plus problématique (voir figure 9c, courbeNumerical
(mass)). En effet, l’égalité de masse n’assure pas l’égalité des inerties. Pour vérifier cette hypothèse,
une deuxième étude de convergence a été menée en prenant l’inertie axiale d’un cylindre au lieu de
celle d’une sphère (voir figure 9c, courbeNumerical (inertia)). Dans ce cas les résultats convergent vers
la solution théorique. Mais ces deux critères sont inconciliables. Toutefois l’égalité de masse permet
une solution approchée à 10 % prés. De plus, dans une simulation DEM massive (faisant intervenir un
nombre important d’éléments discrets) la contribution de l’énergie locale de torsion est négligeable. En
conclusion, l’erreur de 10% n’est pas pénalisante pour des simulations DEM massives.

5 Validation

Cette section propose de valider les méthodes de calibration. Le matériau de référence est le verre de
silice dont les propriétés sont : un module de Young de 72,5 Gpa, un coefficient de Poisson de 0,17 et
une masse volumique de 2201kg/m3. Le matériau discret est calibré de façon à obtenir ces propriétés
macroscopiques suivant les méthodologies présentées aux sections 3 et 4

Pour valider les caractéristiques élastiques, l’échantillon numérique (voir figure 4) est soumis à des
tests de traction, flexion et torsion quasi statiques. Les critères de validation retenus sont les déplacements
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(a) Traction (b) Flexion (c) Torsion

FIGURE 9 – Période d’oscillation sous sollicitation dynamique

(a) t ≈ 3.8 µs (b) t ≈ 7.6 µs (c) t ≈ 11.4 µs (d) t ≈ 15.2 µs (e) t ≈ 19µs

FIGURE 10 – Illustration du déplacement du front d’onde mécanique

et rotations de l’extrémité libre. Le tableau suivant récapitule les résultats obtenus en les comparant aux
solutions théoriques.

Traction Flexion Torsion

Critères Déplacement longitudinal Déplacement transverseRotation
Différence 1.20 % 4.16 % 6.13 %

Pour valider le comportement dynamique, le même échantillon numérique est soumis à des tests de
traction, flexion, torsion dynamiques. Les critères de validation retenus sont les périodes d’oscillation en
déplacement et rotation de l’extrémité libre. Un test de choc a également été mené afin de "mesurer" la
vitesse de propagation de l’onde mécanique au sein du milieudiscret (cf figures 10). Le tableau suivant
récapitule les résultats obtenus en les comparant aux solutions théoriques.

Traction Flexion Torsion Choc

Critères Fréquence des
oscillations

longitudinales

Fréquence des
oscillations
transverses

Fréquence des
oscillations de

rotations

Vitesse de
propagation d’onde

Différence 0.38 % 6.63 % 0.50 % 0.40 %

6 Conclusion

La section 1 présente le modèle de liaison cohésive poutre. Ce modèle permet grâce à l’introduction
de rigidités de flexion au niveau microscopique d’obtenir uneffet de striction au niveau macroscopique.
C’est un avantage considérable de ce modèle.

La section 2 a permis de définir des critères de validation du domaine compact initial. Une méthode de
mesure originale de l’anisotropie géométrique a été introduite. Puis un critère de finesse de discrétisation
a été présenté afin d’assurer une stabilité des propriétés géométriques du domaine.

La section 3 introduit une méthode de calibration des paramètres élastiques microscopiques des li-
aisons cohésives poutres. Cette méthode, basée sur une étude paramétrique, permet de restituer à l’échelle
macroscopique les valeurs souhaitées du module de Young et du coefficient de Poisson.
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La section 4 décrit une méthode de calibration des paramètres massiques microscopiques. La densité
des éléments discrets est calculée de façon à garantir l’égalité de masse entre domaine discret et domaine
continu.

La section 5 met en application les méthodes de calibration.Le matériau numérique est soumis à une
batterie de tests dont les résultats sont comparés aux modèles analytiques. Les tableaux récapitulatifs
montrent des solutions numériques en accord avec les solutions théoriques.

Avec la méthodologie présentée, un modèle DEM quantitatif de matériau homogène et isotrope est
obtenu. La méthode DEM est la plus souvent utilisée comme un modèle de description et de compréhen-
sion quantitative de phénomènes complexes comme le frottement, la fracturation, ou bien les chocs.
Ce travail est un premier pas vers un outil numérique prédictif pour cette classe de problème dont la
résolution reste encore aujourd’hui problématique.
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