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Résumé — On s’intéresse dans ce travail au calcul de vibrations de structures complexes avec non li-
néarités géométriques, en régime forcé permanent. Pour cela, il s’agit de calculer des régimes vibratoires
périodiques, par des méthodes de suivi de branches (ou continuation), pour obtenir une cartographie du
comportement du systetme en fonction d’un parametre de controle. Pour réduire les cofits de calculs,
plusieurs stratégies de réduction du modele d’éléments finis sont proposées et mis en ceuvre sur une
nano-structure stratifiée piézoélectrique.

Mots clés — vibrations, non linéaire, piézoélectrique, stratification, périodique.

1 Introduction

L’objectif de ce travail est de fournir un outil de simulation efficace du comportement vibratoire
non linéaire de structures minces stratifiées piézoélectriques. On s’intéresse en particulier a des nano-
systemes électromécaniques (NEMS en anglais) résonants, potentiellement utilisables comme capteur
de masse, comme filtre électronique sélectif ultra haute fréquence ou comme cellule 8 mémoire binaire.
Dans le premier cas, il s’agit de mesurer avec précision la fréquence de résonance d’un mode donné et
de détecter une éventuelle variation de celle-ci lorsque la structure est alourdie par I’objet dont on veut
détecter la présence ou mesurer la masse. Certains auteurs sont capables de descendre a des résolutions
massiques de 1’ordre du zeptogramme (102! grammes) [1]. Dans la seconde application, on utilise la
fonction de transfert mécanique du systéme, au voisinage d’'un mode donné de la structure, comme
filtre résonant [2]. Enfin, dans le troisieéme cas, on tire partie de la coexistence de deux solutions stables
périodiques déphasées lorsque la structure est sujette a une excitation paramétrique [3]. Pour coupler
les oscillations mécaniques de ces systemes au circuit électronique environnant (mise en vibration et
détection), on utilise des couches de matériaux piézoélectriques.

Plusieurs propriétés de ces systeémes sont a considérer. En premier lieu, la géométrie stratifiée de
ces structures, incluant des couches piézoélectriques, est prise en compte pour obtenir des modeles les
plus prédictifs possibles. Le couplage électromécanique avec le circuit électronique environnant est aussi
inclus dans le modele. Les procédés de fabrication utilisés créent des contraintes résiduelles, différentes
d’une couche a I’autre, dont il s’agit d’évaluer I’influence, d’une part sur le flambage éventuel de la
structure et d’autre part sur ses fréquences propres. Enfin, le cceur de cette étude est de simuler le com-
portement vibratoire non linéaire géométrique de ces structures. En effet, d’une part les conditions d’uti-
lisation de ces systemes imposent de grandes amplitudes de vibrations, suffisantes pour créer des courbes
de résonance incurvées [4]. D autre part, il s’agit de simuler ces systémes en excitations paramétriques.

On se concentre dans ce travail sur la mise en place de stratégies de simulation du comportement
non linéaire vibratoire électromécanique du systeme, visant a étre utilisées en phase de conception. On
souhaite calculer le régime permanent en vibrations forcées, sous forme de solutions périodiques, pour
« cartographier » le régime vibratoire non linéaire en fonction d’un parametre de contrdle (I’amplitude ou
la fréquence de I’excitation, par exemple). Apres discrétisation par la méthode des éléments finis (EF),
on utilise une méthode numérique de continuation, pour calculer directement les solutions périodiques.

Ce travail expose plus particulierement deux stratégies de calcul des solutions périodiques du sys-
téme, a partir du modele discret EF non linéaire. Celui-ci est fondé sur une cinématique d’Euler-Bernouilli,
sur des hypothese de von Karman pour les non linéarités géométriques et sur une formulation électromé-



canique originale [5].

2 Formulation non linéaire du probleme électro-mécanique

On considere une poutre stratifiée piézoélectrique (Fig. 1) modélisée en utilisant la théorie classique
des structures stratifiés, équivalente aux hypotheses d’Euler-Bernouilli (Fig. 2 et [6]). On limite notre
étude aux vibrations dans le plan (z, z). Le champ de déplacement mécanique peut alors étre écrit sous
la forme :

ug(x, z,t) = u(z, t) + 26(x, t), (la)
uy(z, 2, t) = w(z,t), (1b)
ol u, et u, sont les déplacements axial et transverse de tout point de coordonnées (z, z) de la poutre ;

u et w sont les déplacements axial et transverse de la ligne moyenne de la poutre et  la rotation de la
section, définie par :
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FIG. 1 — La poutre stratifiée
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FIG. 2 — Champ de déplacement de la poutre en flexion

Les déformations généralisées de la poutre s’écrivent, avec les hypotheses de von Karman :

£1 =€+ 2K, 3)
ol ) )
ou 1 [0w 0w
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Concernant les aspects électrostatiques, on considere que la poutre piézoélectrique satisfait les hy-
potheses exposées dans [5]. En particulier, le vecteur de champ électrique est normal aux électrodes et
uniforme dans le p® patch piézoélectrique. La seule composante non nulle du champ électrique est :

) V(P

E5 = o 5)



ol V(P) est Ia différence de potentiel du p® patch.
La relation de comportement locale des couches piézoélectriques, supposées isotrope transverse, peut
s’écrire [5] :
{ o1 =cner —es ks ©)
D3 = e3161 + €333

ou o est la contrainte dans la direction axiale et E'3 et D3 sont respectivement le champ électrique et
le déplacement électrique dans la direction transverse. Comme nous concentrons notre étude sur 1’effet
piézoélectrique inverse seule, c’est-a-dire la production d’une force mécanique résultant d’un champ
électrique appliqué, seule la premiere relation de comportement est prise en compte.

Considérant une zone axiale particuliere de la poutre stratifiée (de longueur L = 2+ — 27), avec un
total de K couches et comprenant P patchs piézoélectriques (Fig. 1), les déplacements inconnus u, et u,
vérifient la formulation variationnelle suivante, associée a I’équation d’équilibre local de notre systeéme
électromécanique [5] :

¢ k = k A (p)
Uy OUy + Uy 0u, ) dQ) + / c11€10e1 dQ + —/ et §e1 dQ
;/Qkp ( ) ; o 11€10¢€1 pZ:; B Jom 1
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= / (t50uy + t50uz) dS + ) /Q ) (fESuy + fFou,) dQ  Vou, et du, . (7)
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Dans 1’équation précédente, p* et QF sont la masse volumique et le domaine occupé par la k°couche et
la poutre est soumise aux forces extérieures axiales et transversales aux bords de chaque couche (¢%, t¥)
et aux efforts volumiques (f¥, ¥). On a noté de plus V ®) la différence de potentiel aux bornes du p°
patch.

L’utilisation d’une procédure standard éléments finis pour discrétiser la partie mécanique de 1’équa-
tion (7) conduit a introduire u, le vecteur des déplacements nodaux, de taille /N. On obtient finalement

la formulation éléments finis non linéaire de la poutre piézoélectrique stratifiée :

P
M,y it + Kot + £ (1) + ) {fc(p) + Kﬁp)u} Ve =t ©
p=1

ou M,, et K,, sont les matrices de masse et de rigidité, de taille N x N. Par rapport a I’hypothese
de von Karmdn, la partie non linéaire de 1’énergie interne est représentée par un vecteur colonne des
forces non linéaire f,;;(u), de dimension NV. f, est le vecteur colonne des forces mécaniques extérieures,
de taille V. fc(p ) et K&p Ju sont les vecteurs de couplage électromécanique, de taille N, qui couplent
les degrés de liberté mécaniques 2 la différence de potentiel du p®™® patch. On peut noter que le terme
K((;p Ju correspond a un forcage paramétrique de la structure. Les définitions de ces matrices et vecteurs
sont données dans [7].

3 Résolution du probleme

Pour résoudre le probleme précédent, les inconnues du systéme sont écrites sous forme de séries
de Fourier (méthode d’équilibrage harmonique, HBM) et on résout ensuite le systeme algébrique non
linéaire obtenu par une méthode de continuation. Ici, on utilise la Méthode Asymptotique Numérique
(MAN) [8].

3.1 Modele complet

Ici, on se propose d’appliquer la méthode de continuation a tous les degrés de libertés des éléments
finis. On utilise alors directement 1’équation (7). En appliquant la méthode d’équilibrage harmonique a
cette équation, on obtient un systéme algébrique de grande taille comportant des non-linéarités quadra-
tiques et cubiques. Du fait de ce dernier type de non-linéarités, I’application de la MAN a ce systéme
n’est pas directe, et il convient de le remplacer par un systeme quadratique équivalent, en introduisant des



variables supplémentaires. On obtient alors des formules de récurrence simples pour calculer les diffé-
rents ordres des séries entieres, qui sont solution de systeémes d’équations linéaires. C’est a ces systémes
qu’est appliquée, en dernicre étape, la discrétisation éléments-finis. Il est alors possible de condenser
les équations obtenus pour n’obtenir que des inconnues en déplacement et réduire au maximum la taille
du systeme a résoudre. Pour plus de détails sur cette technique, on peut consulter [9]. Une technique
analogue est utilisée dans [10] pour simuler des vibrations non linéaires de plaques rectangulaires, a la
diftérence pres que la mise sous forme quadratique des équations est réalisée en utilisant dans la formula-
tion initiale, en plus des degrés de liberté en déplacement, des degrés de liberté en contrainte aux points
de Gauss des éléments finis, qui sont ensuite condensés pour obtenir une formulation en déplacement
uniquement.

3.2 Modéele réduit

Pour obtenir une formulation réduite du probléme discrétisé obtenu a I’équation (8), on décompose
le vecteur des inconnues de déplacement mécanique sur la base des modes propres du systéme en court-
circuit, qui sont solutions de I’équation (8) avec V) = (et f. = f,;(u) = 0. Les fréquences propres w;
et les déformées modales ®; sont donc les N solutions propres du probleme suivant :

(Kim — w’M,,) @ =0, 9

qui ne dépend que des propriétés €lastiques du systeme et est donc facilement calculable [11].
Le vecteur des déplacements peut alors étre écrit sous la forme :

N
)= ®igi(t), (10)
=1

qui permet de réécrire I’équation (8) sous la forme d’un systeme d’oscillateurs couplés avec non linéarités
quadratiques et cubiques, pour touti € {1,..., N} [7]:

N N N
G+ 28idi + q“LZZ@k‘bq’f+ZZZ%kzqﬂkql+ZX(p v +229(p gV® = f;,
J=lkzj J=1k>j 1>j =1 j=1
(11)
ou
WP = ®TE®) =T, Vie{l...N},Vpe{l...P}, (12)
Gg) = (I,iTKgp)q)j’ VZ’] € {1' : 'N}’ Vp S {1 . . P} (13)

etles &; sont les coefficients d’amortissement modaux ajoutés a posteriori pour prendre en compte I’amor-
tissement structural. Les coefficients modaux non linéaires ﬁ . et 7] i sont calculés avec la méthode
expliquée dans [12].

On résout ce systeme réduit en combinant la méthode d’équilibrage harmonique et la méthode
asymptotique numérique, a 1’aide du logiciel Manlab (voir [8, 7, 13]).

4 Exemple numérique : nano-pont stratifié piézoélectrique

Matériau Epaisseur [nm] P [kg.m_3] E [GPa] v

Si 340 2500 169 0.3
SiO9 10 2150 70 0.17
Ti 10 4510 110 0.32
Pt 80 21450 145 0.35
PZT 110 7800 96 0.45

TAB. 1 — Les propriétés mécaniques et géométriques de chaque couche du nano-pont.
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FI1G. 3 — Nano-poutre stratifiée piézoélectrique. (Gauche) image au microscope électronique a balayage
de plusieurs nano-ponts en silicium. Les électrodes et les couches piézoélectriques ne sont pas encore
déposées (Photo LAAS, http://spiderman-2.laas.fr/NBS/fr/#). (droite) schéma du systeme étudié.

Le but de cette section est de prédire le comportement vibratoire non linéaire d’une poutre stratifiée
piézoélectrique encastrée a ses deux extrémités, pour servir a la conception et au dimensionnement de
nano-systeme €lectromécaniques. La figure 3 représente le systeme étudié, constitué d’une base en si-
licium sur laquelle est déposé un patch piézoélectrique, constitué d’une couche piézoélectrique (PZT)
entourée de deux électrodes de Titane/Platine. La longueur de la poutre est [, = 10 pum et I’épaisseur
maximale du systeme est de I’ordre de 500 nm. La longueur du patch est notée [,,, avec, pour le cas
étudié ici, [,,/l, = 3/4. Le systeme est entrainé en vibration par une tension électrique harmonique
V(t) = Vycos(02t) imposée aux bornes de la couche piézoélectrique par les deux électrodes. On sup-
pose les conditions aux limites parfaitement encastrées. Pour plus de détails, les propriétés mécaniques
et électriques de chaque couche sont données dans le tableau 1.

1.4 T T T T T
Mode 1 externally forced
Mode 1 parametrically forced
1.2 Mode 2 externally forced 7
1F P _

Amplitude W/eSi at 0.75L

| — -
1.5 2
Frequency Q/oa1

F1G. 4 — Amplitude maximale W du déplacement du nano-pont a z = (.75, en fonction de la pulsation
d’excitation 2, pour Vy = 5 V. Les grandeurs adimensionnées W/eg;, avec eg; I’épaisseur de la couche
de silicium, et 2/wq, avec wy la pulsation propre du premier mode du systéme, sont représentée.

La figure 4 représente I’amplitude maximal du déplacement de la poutre & © = 0.75[;, lorsqu’une
tension sinusoidale d’amplitude Vj = 5 V est appliquée. Le calcul est le résultat du modele réduit (11),
obtenu en conservant dans la base de projection 22 modes (6 modes a composante de flexion prépondé-
rante et 16 modes a composante axiale prépondérante) et H = 5 harmoniques dans ’HBM. Le modele
complet, sans réduction, donne des résultats analogues. Cette courbe montre deux types de réponse. En



premier lieu, les résonances non linéaires des deux premiers modes de flexion sont clairement visible :
elles sont du type raidissant (la fréquence de résonance est une fonction croissante de I’amplitude des
vibrations). En second lieu, une excitation paramétrique du premier mode est observée, au voisinage du
double de sa fréquence propre (€2 ~ 2wq). Cela s’explique par 1’effet mécanique de la couche piézoélec-
trique sur la structure. Lorsque la tension électrique est appliquée, la couche piézoélectrique s’allonge
et se raccourcie, créant sur la structure a la fois un moment de flexion (qui explique les deux résonance
non linéaires précédemment évoquées), mais aussi un effort de traction/compression oscillant. C’est ce
dernier qui est responsable de la courbe de réponse paramétrique : le premier mode de flexion est mis en
vibration par un effort de traction/compression oscillant au voisinage de deux fois sa pulsation propre.
Cette courbe est obtenue par deux bifurcations de type doublement de période, c’est a dire que le systeéme
oscille a une fréquence exactement égale a la moitié de la fréquence d’excitation.
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FI1G. 5 — La réponse vibratoire non linéaire aux résonances de la figure 4. (Gauche) Au point P;. (Milieu)
Au point P». (Droite) Au point P3. T' = 27 /2 est la période de I’excitation.

Une illustration du comportement vibratoire de la structure au voisinage de ses résonances est pro-
posé sur la figure 5. On voit clairement qu’aux points P et P, le systeme est forcée sur ses deux
premiers modes de flexion. Au point P, la déformée du systeme est celle du premier mode de vibration,
qui oscille & une période double (ou une fréquence moitié¢), de celle de 1’excitation, caractéristique de
I’excitation paramétrique du systeme. Cette résonance paramétrique est d’un intérét pratique capital, soit
pour réaliser des cellules a mémoire [3], soit pour augmenter artificiellement le facteur de qualité d’une
résonance donnée, en mélangeant dans le signal d’excitation deux composantes fréquentielles a € et 22,
pour réaliser une excitation a la fois externe et paramétrique d’un mode de vibration donné [14].

Enfin, la figure 6 permet de valider la base modale utilisée pour construire le modele réduit. La
convergence du modele réduit s’observe sur la résonance du premier mode de flexion, en ajoutant un
nombre croissant de modes dans la base réduite. Le comportement est raidissant quel que soit le nombre
de modes retenus, et c’est avec 6 modes de flexion et 16 modes axiaux que la convergence est obtenue. La
solution de référence est ici le résultat d’une intégration temporelle directe du modele éléments finis (8).

5 Conclusion

Deux méthode numérique originales ont été présentées bricvement pour 1’étude des vibrations non
linéaires de poutres stratifiées piézoélectriques : le modele complet [9] et le modele réduit [7]. Dans
ces techniques, la non linéarité géométrique est prise en compte en utilisant la relation non linéaire
de déplacement/déformations de von Karman. Pour résoudre le systeme électromécanique obtenu, les
inconnues du systeme sont écrites sous forme de séries de Fourier (méthode d’équilibrage harmonique,
HBM) et on résout ensuite le systeme algébrique non linéaire obtenu par la Méthode Asymptotique



x 10

1 ; @ 5
nw=3nu=0 -é
o9l nw=3nu=8 | = 0 I
’ nw=4,nu=12 e 5
nw=6,nu=16 3 5L ; ; i i i
0811+ FEuwp ] “"Ho HI  H2 H3 H4 H5
FE down [ 200 — ‘ ‘ ‘ ‘
07} - 4
ITe) A <]
~ VAR £ 0 T*Lj |
S o6l 1 K
©_ SN z
2 s -200 = : : : : :
S o5) Sy ] HO H1  H2  H3  H4  H5
© x10°
a o —© Flexural modes oocoo
g - 2| =—© Axial modes ¢ 1
0.3f A ' 1
/l ¥ 15}
=
0.2 V/ R =
Y4 \ sx 1 L
A N
01 L~ T | 0.5¢ m
0 ‘ ‘ ‘ ‘ 0 Mﬁ
0.9 1 1.1 1.2 1.3 0 5 10 15 20 25 30 35
Frequency Q/m1 Mode number

FI1G. 6 — Réponse en fréquence autour de mode 1 a x = 0, 75/;. (Gauche) Influence de la troncature
modale sur la réponse en fréquence. (Droite) Amplitude obtenu avec H = 5, n,, = 6 et n,, = 16 au
point indiqué sur la courbe de résonance. Pulsations propres des modes retenus dans la troncature.

Numérique (MAN).

Le modele complet est dédié et s’applique directement aux non linéarités quadratique et cubiques du
systeme. Ces stratégies sont a priori cofiteuses, car les systemes algébriques sont de grande taille. C’est
pour cette raison qu’on a proposé une méthode de réduction qui consiste a projeter le modele EF non
linéaire sur la base des modes propres du probleme linéaire associé. Ici, le choix des modes a conserver
dans la base est délicat, car il faut garder un nombre suffisant de modes a mouvement axial prépondérant,
pour bien représenter le couplage non linéaire axial/flexion. Ce choix est de plus rendu difficile dans le
cas présent de structures stratifiées, car ce couplage existant aussi au stade linéaire, il n’existe pas de
modes purement transverses et purement axiaux. Enfin, comme perspective, on se propose de tester une
seconde méthode de réduction, fondée sur la base modale précédente enrichie par des dérivées modales,
permettant de remplacer les modes axiaux [15]. Si, a priori, la taille du modele réduit est analogue, c’est
le choix des modes a conserver dans la base qui est facilité.
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