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Résumé — Ce travail concerne une méthode numérique fréquentielle pour déterminer la stabilité des
solutions périodiques d’un systeme dynamique. La méthode, basée sur la théorie de Floquet et le calcul
d’un probleme au valeurs propre de Hill, consiste a trier les valeurs propres du systeme étendu dans le
domaine fréquentiel pour ne conserver que celles qui permettent la meilleur estimation de la stabilité.
Plusieurs validations numériques de la méthode, sur des cas pratiques, sont proposées dans ce travail.
Mots clés — stabilité, périodique, vibrations, non linéaire, continuation

1 Introduction

Lorsqu’on s’intéresse au comportement de structures mécaniques, la stabilité est une notion centrale,
intimement liée aux éventuelles non-linéarités. En statique, la stabilité permet de prédire les valeurs
limites des efforts aux dela desquels un flambage de la structure apparait. En post-flambement, plu-
sieurs configurations de la structure coexistent, certaines étant stables et d’autres instables, et ce sont
les non-linéarités géométriques qui permettent d’expliquer et prédire leur géométrie et leur stabilité. En
dynamique, les non-linéarités sont a I’origine d’une grande richesse de comportements : dépendance des
fréquences d’oscillation avec 1I’amplitude, hystérésis, phénomenes de sauts entre plusieurs régimes vi-
bratoires, transferts d’énergie entre modes et donc entre bandes fréquentielles, instabilités, bifurcations,
vibrations quasi-périodiques et chaotiques... Toute cette phénoménologie est liée a des successions de
régimes vibratoires périodiques stables et instables, séparés par des bifurcations.

Une méthode largement utilisée pour calculer la stabilité d’une solution périodique consiste a calculer
la matrice de monodromie ®. C’est alors la valeur du module de ses valeurs propres (les multiplicateurs
de Floquet), comparée a un, qui permet de statuer sur la stabilité. Trois techniques sont communément
utilisées pour calculer ® : soit une intégration, sur une période, du Jacobien du systetme dynamique
[1]; soit @ est un sous-produit de certaines méthodes de continuation [2]; soit, enfin, une méthode
numérique spécifique, qui évite le calcul de la matrice de monodromie, est utilisée [3]. Ces méthode
de calcul de ® sont efficaces et éprouvées, mais sont liées a des méthodes temporelles de calcul des
solutions périodiques.

Il existe une alternative dans le domaine fréquentiel, parfaitement adaptée lorsque le calcul de la so-
lution périodique est fondé sur sa décomposition en série de Fourier (Méthode d’équilibrage harmonique
(HBM) [4]). Il s’agit de la méthode de Hill [S], initialement proposée il y a plus d’un siecle pour le calcul
du périgée lunaire. Cette méthode a été étendue plus récemment au calcul numérique de systemes vi-
brants [6, 7], mais les auteurs s’accordent pour dire qu’elle n’est pas fiable et qu’elle peut conduire a des
résultats faux. Le probléme, bien connu des mathématiciens [8, 9], provient de la troncature, inévitable
en pratique, du probleme aux valeurs propres de Hill. Nous proposons ici une stratégie numérique simple
qui permet de choisir dans le spectre des N (2H + 1) valeurs propres calculées les N les « mieux calcu-
1ées » (IV est la dimension du systeme dynamique et H le nombre d’harmoniques des séries de Fourier)
[10]. En pratique, 1’algorithme proposé a été implanté dans le logiciel de continuation Manab[11], basé
sur ’HBM et la Méthode Asymptotique Numérique (MAN). On obtient ainsi un code complet de suivi
de solutions périodiques de systemes dynamiques.



2 Principe de la méthode

2.1 Théorie de Floquet et stabilité

On considere que le comportement dynamique du systeme étudié est régie par :

&)= f(z(t),t,\) (1)

ol x est le vecteur d’état (de dimension V) et f est un champ de vecteur non linéaire (de dimensions V),
qui dépend du parametre de controle A. Dans la suite, f peut dépendre implicitement (cas des systemes
autonomes) ou explicitement (cas des systeme non-autonomes) du temps.

On considere une solution périodique ¢ (¢) de (1), de période minimale 7', pour la valeur particuliere
A = Ao du parametre de controle. La stabilité de cette solution est étudiée en imposant une perturbation

y(t):

z(t) =z () +y(t). )
In introduisant (2) dans (1) et en effectuant un développement de Taylor, on obtient :
y () =J )y () 3)
avec
of
J(t) = J(CBO (t),t, )\0) = a(am (t),t, )\0). )

J (t) est la matrice Jacobienne (de taille N x N) de f, pour ¢ = xg et A = \g. L’étude de stabilité de
la solution périodique x( consiste alors a déterminer si la perturbation y(t), solution de (3), diminue ou
augment en fonction du temps. Puisque x((¢) est T-périodique en temps, J(t) est aussi T-périodique.

Le systeme (3) est linéaire a coefficients périodiques, ce qui suggere d’utiliser la théorie de Floquet
[12, 13]. Les développement qui suivent sont classique et sont issus de [1, 14]. Le systeme (3) possede
N solutions linéairement indépendantes vy, (t), de sorte que toute solution y(¢) de (3) s’écrit :

N
Y (t) - Z CnYn (t) )
n=1

ou ¢, sont N constantes qui dépendent des conditions initiales. En regroupant ces solutions fondamen-
tales dans la matrice Y (t) = [y1(¢) y2(t) ... yn(¢)], on peut montrer qu’il existe une matrice constante,
la matrice de monodromie @, telle que :

Y(t+T)=Y (). (6)

Cette matrice peut étre utilisée pour étudier la stabilité de la solution périodique x((t), puisqu’elle fait
correspondre a un ensemble de solutions fondamentales Y (¢) a la date ¢ leur valeur une période plus tard,
ala date ¢ 4+ 7', définissant ainsi la classique application de Poincaré. L’étude de stabilité est conduite en
considérant les valeurs propres p,, de ®, les multiplicateurs de Floquet.

En considérant de nouveau les solutions fondamentales, chaque y,, (¢), pour toutn = 1,..., N, peut
s’écrire sous sa forme de Floquet :

Yn(t) = pp () e (7

ol p, (t+T) = pyn (t) est un vecteur complexe T-périodique de dimension N et v, est un nombre
complexe. Par suite, 1’équation (7) et la T-périodicité de p,, montrent que

Yn(t +T) =pp (t+T) T =y ()T (8)

L’équation ci-dessus, comparée a (6), prouve que les v, sont liés aux multiplicateurs de Floquet p,, par,
pourtoutn =1,...,N:

2k
T
Les «;, sont connus comme les exposants de Floquet, définis a la constante additive 2im /T prét [13]. Ils
sont au ceeur du présent travail.

Finalement, en considérant les équations (6) ou (8), la stabilité de la solution périodique s’obtient de
maniere équivalente, soit par les multiplicateurs de Floquet p,,, soit par les exposants de Floquet v, :

1
on=eT o o = Inpn+ iy k= 0,41,42,.. )



— SiR(ayp) < 0 (ou |p,| < 1) pour tout n, toutes les solutions fondamentales y,, tendent vers zéro
en fonction du temps et la solution périodique x((t) est dite asymptotiquement stable.
— Si il existe un n tel que R(ay,) > 0 (ou |p,| > 1), la solution fondamentale y,, augmente de
maniére exponentielle et la solution périodique @ () est dite instable.
Les considérations ci-dessus sont valable pour tout systeme (1), qu’il soit autonome ou non-autonome.
Dans le premier cas, ’'un des multiplicateurs de Floquet est toujours égal a I'unité p,, = 1. Dans ce cas,
ce sont les autres multiplicateurs qui permettent de statuer sur la stabilité de la solution périodique

2.2 La méthode de Hill

La méthode de Hill permet de déterminer les solutions de systemes linéaires a coefficients pério-
diques comme (3). Elle est ici utilisée pour calculer les exposants de Floquet o,,. La premiere étape
consiste a étendre en série de Fourier les inconnues p,, (¢) et J(t), ce qui s’écrit :

+oo

{pu (). IO} = Y {ph gt} ener, (10)

h=—oc0

ol w = 27 /T est la pulsation du mouvement, Plﬁ sont des vecteurs complexes de dimension N et les
J" sont des matrice de taille N x N. En remplacant (10) dans (7) puis dans (3), on obtient I’équation
vectorielle suivante, pour toutn =1,..., N :

+oo +oo +oo
Z (an + ’L'kiUJ)pZG(a"+ikw)t — Z Z Jhpl;ie[a"-i_i(k—’—h)w}t. (1 1)
k=—o00 k=—00 h=—0c0

Comme les sommes sont infinies, on peut remplacer % par k — h dans le membre de gauche sans changer

le résultat. Cela s’écrit alors, pour toutn =1,..., N :
“+o00 “+o00o
SIS TRE T (ot ikw) ply | el TR < 0, (12)

k=—o0 Lh=—00
En appliquant la méthode de 1’équilibrage harmonique (HBM) a I’équation précédente, celle-ci peut
s’écrire sous la forme du probleme aux valeurs propres, de taille infinie, suivant :

(H—sI)qg=0 (13)

ou H est la matric infinie de Hill :

JO +iwl Jt J2
H=1| ... J! JO J ! e (14)
J? JU I —wr

et ol s est un nombre complexe, q est un vecteur de dimension infinie et I est la matrice identité.

2.2.1 Troncature et méthode de tri

En comparant les équations (13) et (12), les valeurs propres et vecteurs propres s et g sont liés aux
ay, et p, par la relation suivante :

sh=ap4ilw and T =|... p, 7 pl-tpl! ] , (15)

qui est valide pour tout / = 0,+1,... £ooetn =1,...,N.Onanoté e’ le transposé de e. La relation
précédente montre que chaque exposant de Floquet «,,, pour un n donné, est associé a un nombre infini
de valeurs propres s, obtenues en faisant varier | = 0,41, ... + co. Par conséquent, la connaissance de
une, au moins, des sz pour un n donné pourrait permettre de calculer v,.



Cependant, en pratique, le probleme (12-14) est tronqué a une dimension finie, soit a H harmoniques,
de sorte que la matrice H est de dimension N(2H + 1) x N(2H + 1) (I = 0,+£1,...,+H dans (15)).
Soit 5L et g/, les N(2H + 1) solutions propres de (13) calculées avec H tronquée. Si on se propose de
déterminer les «,, deux questions se posent : (1) est ce que les (5, ') tendent bien vers les (s, q.,)
lorsque H tend vers I’infini ? et (2) pour un 7 donné, parmi tous les 5. calculés, lesquels, lorsque  varie,
doivent étre utilisés pour calculer les o,. Etudiées en premier par Poincaré [15] il y a plus d’un siecle,
ces questions sont toujours d’actualité, notamment en liaison avec 1’équation de Schrodinger [16]. Des
papiers récents basés sur la théorie de Fredholm proposent une preuve rigoureuse de la convergence
[8, 9], répondant ainsi a la premiere question.

La seconde question reste néanmoins délicate dans un cadre numérique. La premiere idée consisterait
a considérer toutes les valeurs propres issues du calcul tronqué de (13) et a statuer sur la stabilité en
observant le signe des parties réelles des 4., par rapport a zero, puisque o, = R(s},) ~ R(8.). Les
exemples numériques proposés plus loin ainsi que certaines études de la littérature [6] montrent que cela
conduit a des résultats erronés, principalement parce que toutes les valeurs approchées 4., pour un n
donnée, n’ont pas la méme partie réelle, et donc que certaines conduisent a une meilleur approximation
de cv,,. La procédure suivante permet de répondre i ce probleme et de trier les 3.

A partir de (15), on peut supposer que les vecteurs propres du probléme tronqué s’écrivent QLT =

. R T . N
(o7t o ph~t L pH ] et, en particulier, ceux associés a [ = 0 sont :

SOT _ [ H sl 0 Al SH

4 =[Py - Pn PPy - Pl (16)

ol f)fl est une estimation de pfl. Ainsi, parmi tous les vecteurs propres calculés pour un n donné, c’est
celui associé a [ = 0 qui fait intervenir les composantes de Fourier de p,,(¢) de plus bas ordre, et notam-
ment celles pour lesquelles |k| < H. C’est donc celui-ci qui fournira la meilleur approximation de p, (t)
et donc de «,,. Comme tous les développements précédents sont basés sur I’hypothese que les séries de
Fourier (10) sont convergentes, les p” tendent vers zero lorsque k tend vers I’infini, et c’est G2 (pour
I = 0) qui a la forme la plus symétrique, par rapport aux autres §.,, pour [ # 0.

Ainsi, a partir des constatation précédentes, la procédure de tri automatique pour calculer des N
exposants de Floquet «,, est la suivante. La matrice de Hill, tronquée a ’ordre H, est assemblée et ses
N(2H + 1) solutions propres (3, 4!,) sont calculées. Parmi celles-ci, les N associées a [ = 0 sont
associées aux IV vecteurs propres dont la forme est la plus symétrique. Les parties réelles des IV valeurs
propres associées sont alors désignées comme les meilleurs approximations des exposants de Floquet :
an, = 8, n = 1,...,N. En pratique, la sélection des N vecteurs propres g parmi les N(2H + 1)
calculés a partir de (13) est obtenue en calculant pour chaque ¢!, | = —H,...,H,n = 1,...,N,
la valeur médiane du module de ses composantes. Si g; est la :°composante de g, de dimension () =
N(2H + 1), la valeur médiane est >, i|q;|/ >, |¢:|- Les g2 sélectionnés sont les N dont la médiane est
la plus proche de ()/2 et qui sont supposés avoir la forme la plus symétrique.

2.3 Un algorithme complet de continuation : HBM/MAN/Hill

Un point crucial de la procédure numérique décrite ci-dessus est le calcul des coefficients de Fourier
du Jacobien J(t) (Eq. (10)), qui entrent dans I’assemblage de la matrice de Hill. Dans le cas le plus
général d’une non-linéarité quelconque dans 1’équation (1), ce calcul peut étre complexe.

Cependant, dans le cas particulier pratique ou ’HBM est combinée a la Méthode Asymptotique
Numérique (MAN) pour calculer les coefficients de Fourier de la solution périodique xq, le calcul des
J" est simple. L’idée est d’écrire le systtme dynamique (1) sous forme quadratique en ajoutant des
inconnues additionnelles. Cette procédure est expliquée dans [17], qui montre aussi que cette écriture
quadratique peut €tre appliquée a une tres large classe de non-linéarités régulieres. Dans ce cas, I’écriture
de (1) sous forme quadratique est :

m(2) =c(\t)+1(z,t,\) +q(z,2,t ) (17)

ot c, (), m(:)etq(--) sont des opérateurs respectivement constant, linéaire, linéaire et quadratique
en z. Le vecteur inconnu z contient les composantes du vecteur inconnu d’origine « et des nouvelles
variables ajoutées pour obtenir la forme quadratique. On peut alors montrer que le Jacobien J (t), défini
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F1G. 1 — Résonance de I’oscillateur de Duffing pour wg = 1, I' = 1, FF = 1, © = 0.05 : amplitude
des trois premiere harmonique en fonction de 2. Simulations avec la méthode HBM-MAN et stabilité
avec la présente méthode de Hill, avec H = 12 harmoniques. '—’ : branches stables; ’- - -’ : branches
instables. "SN” : bifurcations nceud col ; *SB’ : bifurcations fourches avec brisure de symétrie. "H;b;’ :
1®*harmonique, j°branche (gauche) : vue générale ; (milieu), (droite) : détails des résonances superharmo-
niques d’ordre 2 et 3.

par (4), s’exprime de la fagon suivante :
J(t)=Jdc (Mo, t) + I (20 (t),t, Ao) + Jo (z0(t),20(t),t,No) (18)

ot Jo, Jr, (+) et Jg (-, ) sont des matrices de taille N x NN respectivement constante, linéaire et qua-
dratique en zq. A partir d’ici, il est aisé de calculer les coefficients de Fourier J" de J (t) en fonction de
ceux de la solution périodique z(¢) de z(t). La présente méthode de tri est incluse dans la version 2.0
du logiciel Manlab [11].

3 Exemples de validation

3.1 Doscillateur de Duffing

La procédure de tri des fonctions propres du probléme aux valeurs propres de Hill est tout d’abord
testé sur les solutions périodiques de 1’équation de Duffing :

i+ 2ut + wiu 4+ Tu? = F cos (1), (19)

ol u(t) est la fonction inconnue et x, wp, I' et F' sont des parametres. La fréquence d’excitation 2 est
utilisée ici comme parametre de controle et les harmoniques 1, 2 et 3 sont tracées en fonction de €2 sur
la figure 1. Ces solutions étant classiques (voir par ex. [18, 19]), on montre que 1’algorithme permet
d’identifier efficacement les bifurcations « nceud-col » (qui apparaissent exactement avec une tangente
verticale dans le plan amplitude / parametre de bifurcation) ainsi qu’un couple de bifurcation « fourche »
avec brisure de symétrie, qui donne naissance a la résonance superharmonique d’ordre 2.

La figure 2 montre les parties réelles et imaginaires de toutes les valeurs propres 4., en fonction de
Q, superposées aux 50 (n = 1,..., N) triés pour calculer les cv,. Sur la figure de gauche, on voit claire-
ment que considérer tous les &, pour la détermination de la stabilité conduirait & identifier la bifurcation
«nceud-col » proche de la résonance du systeme a une mauvaise position (précisément a €2 ~ 2.5 au lieu
de 2 ~ 4.3), ce qui valide la présente approche.
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F1G. 2 — Valeurs propres de H en fonction de €2, correspondant a la simulation de la Fig. 1. ’e’ : tous les
§’fL pourn =1,2etk =0,+1,...,+£H;’0 : an, n = 1,2 triés avec la présente méthode. (gauche) :
partie réelle ; (droite) : partie imaginaire. La région grise correspond a des solutions périodiques instables.

3.2 Résonance interne 1:1 dans une corde

On considere ici une corde, modélisée par une poutre droite précontrainte, sujette a des vibrations
non linéaire géométriques. Si les conditions aux limites sont parfaites, les modes apparaissent par paires
de modes dit compagnons : chaque fréquence propre est double et associée a deux déformées modales
identiques, I'une vibrant dans le plan vertical et ’autre dans le plan horizontal. Lorsqu’une excitation
ponctuelle harmonique est appliquée a la corde dans le plan vertical au voisinage d’une résonance, les
non-linéarités peuvent conduire a des couplage avec les modes dans le plan horizontal, si bien qu’un
mouvement tridimensionnel de la corde est observé.

Le systeme sans dimension vérifié par les modes propres de la corde est (pour plus de détails, se
référer a [20]) :

Pr + 2ukpr + wipp + N SF  n?n?p, = Fycos O,
Gk + 2fndn + Oar + N Y n°1g, =0, (20)
N =33, 0°m (o) + 43)-

ot les inconnues sont : p(t), g (), les coordonnées modales des modes verticaux et horizontaux, respec-
tivement, et N (¢), la partie non-linéaire de I’effort axial. Les fréquences propres sont telles que &y ~ wy.

La figure 3 représente 1’harmonique 1 des coordonnées modales p;(t) et ¢;(t) des premiers modes
compagnons de vibration de la corde, excités aux voisinage de leur résonance. Pour €2 ~ w; >~ 3.15, le
mouvement dans le plan vertical d’excitation devient instable au profit d’'un mouvement couplé entre les
modes verticaux et horizontaux. Les phases se calant exactement en quadrature, un mouvement elliptique
d’un point de la corde est obtenu. La bifurcation fourche (PF), qui donne naissance a ce mouvement
couplé, ainsi que toutes les bifurcation nceud-col (SN), sont ici parfaitement identifiée par la méthode de
tr1.

3.3 Résonance interne 1:2

Pour terminer, le couplage entre deux modes de vibration en résonance 1 : 2 est étudié. En pratique,
ce cas de figure est observé dans le cadre d’oscillations non linéaires de pendules élastiques, d’objets
flottants, d’ondes de surfaces et de structures minces élastiques [18, 21]. Le systeme dynamique s’écrit :

{ il + 1ty + wiug + Bruug = Fy cos Ot o

g + potty + w%UQ + ﬁzu% = Fhcos Ot

ol u; et ug sont les coordonnées modales des deux modes considérés, wo ~ 2w, sont leurs fréquences
propres et (31, B2 sont deux coefficients de couplage non linéaires. En pratique, lorsque le mode 1 (uy)
est excité proche de sa pulsation propre wy (£ = 0, €2 ~ wq), un couplage ou le mode 2 (u9) vibre
a 2() apparait. Les deux bifurcations « Neimark-Sacker » ou la solution périodique se transforme en
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3 — Courbe de résonance de la corde. Amplitude et phase de la premiere harmonique des deux

coordonnées modales p1 (t) et g1 (¢) en fonction de la pulsation d’excitation 2. Mouvement d’un point de
la corde dans un plan orthogonale a son axe. Simulations avec la méthode HBM-MAN et stabilité avec la
présente méthode de Hill, avec H = 5 harmoniques. *—’ : branches stables ; ’- - -* : branches instables.
’SN’ : bifurcations nceud col ; "PF’ : bifurcations fourches.

une solution quasi-périodique, sont alors parfaitement identifiées par I’algorithme de calcul de stabilité
(Fig. 4(gauche)). Dans le cas ol c’est le mode 2 qui est excité proche de sa résonance (£} = 0, Q ~ w»),
les deux bifurcations « doublement de période » donnant naissance au régime couplé de période double
sont la encore parfaitement identifiées (Fig. 4(droite)).
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