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Résumé— Ce travail concerne la réduction d’un système composé par une structure sandwich à cœur
viscoélastique couplée à des fluides. Deux méthodes de réduction sont proposées pour résoudre ce pro-
blème dans le domaine fréquentiel. La première porte sur le développement d’opérateurs de masse ajou-
tée pour la prise en compte du fluide. La seconde est l’utilisation de méthodes itératives pour calculer les
modes couplés du problème dissipatif. Cette stratégie de calcul est appliquéeà la réponse d’un anneau
sandwich bidimensionnel couplé à des fluides interne et externe.
Mots clés— Amortissement viscoélastique, Structures sandwich, Interaction fluide-structure.

1 Problématique

La conception des navires militaires tels que les sous-marins, doit répondreà des exigences de perfor-
mance de discrétion acoustique. Parmi les nombreuses solutions technologiques possibles pour atteindre
ces performances, un dispositif consiste à munir certaines parties du sous-marin de couches viscoélas-
tiques qui permettent la dissipation d’une partie de l’énergie mécanique vibratoire et donc une réduction
du bruit rayonné.

Afin de pouvoir optimiser et dimensionner la structure et le matériau amortissant,il est souhaitable
de disposer d’un outil numérique prédictif et efficace modélisant le problème couplé constitué d’une
structure avec matériaux viscolastiques intégrés en contact avec des liquides interne et externe. Diffé-
rentes méthodes de réduction sont donc proposées dans ce travail pour résoudre le problème à moindre
coût dans le domaine fréquentiel.

2 Modélisation de la structure sandwich

Considérons un anneau sandwich composé des faces élastiques en acier et d’un cœur viscoélastique
(voir Figure 3). Le comportement fréquentiel du matériau viscoélastique est caractérisé par un module
complexe dépendant de la pulsationω et d’un certain nombre de paramètres à identifier, suivant le modèle
viscoélastique choisi. Dans cette étude, le modèle fractionnaire de Zener est retenu [1] [2], ce qui permet
d’écrire le module complexe sous la forme :

G∗(ω) =
G0+G∞(iωτ)α

1+(iωτ)α (1)

Les modules élastiques relaxé et non relaxé,G0 et G∞, le temps de relaxationτ et l’ordre de la dérivée
fractionnaireα donnés dans le tableau 1 sont identifiés à partir des courbes maîtresses expérimentales
du matériau viscoélastique ISD112 à 20oC [3]. Ces quatre paramètres sont suffisants pour obtenir une
bonne description du comportement du matériau viscoélastique (Figure 1).

La structure annulaire est maillée dans la circonférence par les éléments poutres sandwich à cinéma-
tique en "zigzag" [4]. Une cinématique de Timoshenko est considérée dans le cœur et une cinématique
d’Euler-Bernoulli est prise dans les peaux élastiques. Les différentes couches sont supposées se déplacer
dans le plan(x,z) (voir Figure 2).
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FIGURE 1 – Lissage des courbes maîtresses de l’ISD112
à 20oC par un modèle fractionnaire de Zener. Trait plein :
données estimées. Croix : données expérimentales.

Modèle à dérivée fractionnaire - 4 paramètres

G0 (MPa) G∞ (MPa) τ (s) α

0,08 20,81 8,37 10−5 0,59

TABLE 1 – Paramètres du modèle fractionnaire
de Zener identifiés à partir des courbes maî-
tresses expérimentales de l’ISD112 à 20oC [3].

FIGURE 2 – Cinématique de la poutre sandwich (Galucio et al (2004))

Le champ de déplacement dans laièmecouche de la poutre sandwich s’écrit :
{

uxi(x,z, t) = ui(x, t)− (z−zi)θi(x, t)

uzi(x,z, t) = w(x, t)

où uxi et uzi sont les déplacements axial et transverse,i = a,b pour les couches supérieure et inférieure,
i = c pour le cœur. Le déplacement axial de la ligne moyenne et la rotation dans chaque couche,ui et
θi , ainsi que le déplacement transversew sont représentés sur la figure 2. Les hypothèses cinématiques
permettent d’écrire ces grandeurs en fonction de ¯u, w′ et ũ, définis par :

ū=
ua+ub

2
, ũ= ua−ub, w′ =

∂w
∂x

Le déplacement axial est discrétisé par des fonctions de forme linéaires et la déflexion par des fonctions
de forme cubiques (polynômes d’Hermite). La matrice d’interpolationN relie les déplacements généra-
lisésde = [ū,w, ũ]T aux degrés de libertéqe = [ū1,w1,w′

1, ũ1, ū2,w2,w′
2, ũ2]

T : de = Nqe.
Cette discrétisation conduit au système suivant à résoudre :

[
−ω2(Ma+Mb+M c)+(Ka+Kb+K ∗

c(ω))
]
q = Fe

où M i et K i (i = a,b,c) sont les matrices de masse et de raideur obtenues par assemblage des matrices
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élémentaires :






Me
i =

∫ Le

0
ρiAi

(
NT

xiNxi +NT
z Nz+NT

ri Nri
)

dx, i = a,b,c

Ke
f = Ef

(

Af

∫ Le

0
BT

m fBm fdx+ I f

∫ Le

0
BT

b fBb fdx

)

, f = a,b

Ke
c = E∗

c (ω)
(

Ac

∫ Le

0
BT

mcBmcdx+ Ic

∫ Le

0
BT

bcBbcdx

)

+kcG
∗
c(ω)Ac

∫ Le

0
BT

scBscdx

où Le est la longueur d’un élémente, ρi , Ei , Ai et Ii sont respectivement la densité, le module d’Young,
l’aire de la section et le moment d’inertie de laième couche.Gc et kc sont le module de cisaillement à
cœur et le facteur de correction de cisaillement. Les matricesNxi, Nz, Nri , Bmi, Bbi etBsc sont directement
liées à la matrice des fonctions de formeN.

3 Modélisation du problème couplé

La structure sandwich décrite précédemment est couplée à des fluides interne et externe. Le couplage
se fait par l’intermédiaire d’un opérateur de masse ajoutée [5], déterminé àpartir de la solution analytique
existant pour un anneau homogène couplé aux fluides interne et externe[6]. La détermination des modes
complexes et des déformées modales associées du problème couplé se faitensuite grâce à un algorithme
itératif.

3.1 Détermination de l’opérateur de masse ajoutée

θ
x

z

u

uθ
r

Ω
I

Ω
E

S

Σ E

Σ
I

nI

nE

Ω

R

F

F

(ρ  )
F

(ρ )
F

h
hc

I

E

µ
i i

(Ε ,    ,    )ρ
i

Fluide externe

Fluide interne

Cœur viscoélastique

Faces élastiques

FIGURE 3 – Géométrie d’un anneau sandwich couplé à des fluides interne et externe.

La figure 3 montre la géométrie d’un anneau sandwich de rayonRet d’épaisseurh. Les faces sont en
acier, de module d’YoungEf , de coefficient de Poissonν f et de masse volumiqueρ f , et la couche visco-
élastique à cœur, d’épaisseurhc, est caractérisée par le module complexe issu du modèle viscoélastique
(Equation (1)), une masse volumiqueρc et un coefficient de Poissonνc. L’anneau sandwich contient de
l’eau et est immergé dans l’eau, de masse volumiqueρF . L’eau est supposée incompressible au vu de la
gamme de fréquence étudiée. Les domaines occupés par la structure, le fluide interne et le fluide externe
sont notésΩS, ΩI et ΩE. Les fluides exercent des forces normales sur les surfaces interne et externe de
la structureΣI et ΣE. Des forces extérieures, notéesFI etFE s’appliquent également surΣI et ΣE.

La formulation faible de la structure s’écrit, pour toute fonction testδu cinématiquement admissible à
zéro, en fonction du champ de déplacement de la structureu cinématiquement admissible et des champs
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de pression dans les fluides interne et externepI et pE :

−ω2
∫

ΩS

µδu ·u+
∫

ΩS

ǫ(δu) : σ(u)−
∫

ΣI

pIδu ·nI −
∫

ΣE

pEδu ·nE =
∫

ΣI

δu ·FI +
∫

ΣE

δu ·FE (2)

Les deux derniers termes du premier membre de l’équation (2) représentent l’effet des fluides internes
et externes sur la structure. Dans le cas d’un anneau homogène élastique, il existe une solution analytique
décrivant le comportement de la structure couplée aux fluides. Cette solution est obtenue en développant
le déplacement radial de la structure et les pressions interne et externe en séries de Fourier. La pression
dans les fluides peut alors s’exprimer en fonction du déplacement radialde la structure :







pI = ∑
m≥1

ρI
rm

mRm−1 ω2
[

um(s)
r cos(mθ)+um(a)

r sin(mθ)
]

pE = ∑
m≥1

ρE
Rm+1

mrm
ω2

[

um(s)
r cos(mθ)+um(a)

r sin(mθ)
] (3)

où um(s)
r et um(a)

r sont les coefficients de Fourier issus du développement en série de Fourier du déplace-
ment radial de la structure :

um(s)
r =

1
π

∫ 2π

0
ur(γ)cos(mγ)dγ et um(a)

r =
1
π

∫ 2π

0
ur(γ)sin(mγ)dγ (4)

En introduisant les fonctionsDs
m(ur) 7→

∫ 2π

0
ur(γ)cos(mγ)dγ et Da

m(ur) 7→
∫ 2π

0
ur(γ)sin(mγ)dγ, et en

remplaçantum(s)
r et um(a)

r dans (3) par leur expression donnée dans (4), les pressions interneet externe
s’écrivent : 





pI = ∑
m≥1

ρI
rmω2

πmRm−1 [D
s
m(ur)cos(mθ)+Da

m(ur)sin(mθ)]

pE = ∑
m≥1

ρE
Rm+1ω2

mrm
[Ds

m(ur)cos(mθ)+Da
m(ur)sin(mθ)]

Les termes de couplage de l’équation (2) deviennent alors :






∫
ΣI

pIδu ·nI =
∫ 2π

0
δur pI |r=RRdθ = ∑

m≥1

ρIω2R2

πm
(Ds

m(δur)D
s
m(ur)+Da

m(δur)D
a
m(ur))

∫
ΣE

pEδu ·nE =
∫ 2π

0
δur pE|r=RRdθ = ∑

m≥1

ρEω2R2

πm
(Ds

m(δur)D
s
m(ur)+Da

m(δur)D
a
m(ur))

Le déplacement radialur est discrétisé à l’interface :

ur(θ) = N(θ)Ur

où N = A
e∈ΣI,E

Ne, avec A l’opérateur d’assemblage sur les éléments finis de l’interfaceΣI ou ΣE, Ne

les fonctions de forme cubiques de l’éléments sandwiche et Ur le vecteur des déplacements nodaux à
l’interface. En utilisant cette discrétisation, les intégrales sur la frontière dudomaine solideDc

m(ur) and
Ds

m(ur) sont approximées par :

Ds
m(ur) =

[

∑
e

∫ θb

θa

N(γ)cos(mγ)dγ
]

Ur = AmUr

Da
m(ur) =

[

∑
e

∫ θb

θa

N(γ)sin(mγ)dγ
]

Ur = BmUr

Les anglesθa etθb sont définis sur la figure 4. Les valeurs nodales du déplacement radialUr peuvent
être reliées aux degrés de liberté de la structureU par une matrice de passage notéeP telle queUr = PU.
Les termes de couplage sont ainsi exprimés directement en fonction des degrés de liberté :
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∫
ΣI

pIδu ·nI = ω2δUT ∑
m≥0

ρIR2

πm
PT (AT

mAm+BT
mBm

)
P

︸ ︷︷ ︸

M I
a

U

∫
ΣE

pEδu ·nE = ω2δUT ∑
m≥0

ρER2

πm
PT (AT

mAm+BT
mBm

)
P

︸ ︷︷ ︸

ME
a

U

Le problème discrétisé associé à l’équation (2) s’écrit :

[
K ∗

S(ω)−ω2(MS+M I
a+ME

a

)]
U = F (5)

où K ∗
S(ω) = Ka +Kb +K ∗

c(ω) est la matrice de rigidité, complexe et dépendant de la fréquence, de
l’anneau sandwich à cœur viscoélastique,MS = Ma+Mb+M c est la matrice de masse de l’anneau et
M I

a etME
a sont les matrices de masse ajoutée.

3.2 Algorithme itératif

La matrice de raideur de la structure, complexe et dépendant de la fréquence, et les matrices de
masse ajoutée, pleines, rendent la résolution du problème (5) numériquement coûteuse par une méthode
directe. Dans un objectif d’optimisation de l’atténuation au niveau des résonances, nous cherchons à
résoudre le problème aux valeurs propres, complexe et non-linéaire enfréquence, associé à l’équation 5
par une méthode itérative [7], variante de la méthode des énergies modales.Cette méthode, dont l’algo-
rithme est donné dans le tableau 2, prend en compte les variations fréquentielles de la matrice de raideur
en cherchant par itérations successives une valeur convergée desfréquences propres du problème. Les
amortissements modaux sont ensuite calculés à partir des valeurs propres complexes ainsi trouvées.

4 Application à une étude paramétrique

Le but de cette étude est d’appliquer la stratégie de calcul décrite précédemment à un cas simple d’op-
timisation. Considérons un anneau homogène, de rayonR= 2,448 m, d’épaisseur variable, contenant de
l’eau et immergé dans l’eau de masse volumiqueρ = 1000 kg/m3. Une forceF = 10 N est appliquée en
θ = 45o à l’intérieur de l’anneau. On se fixe comme objectif arbitraire de réduire les vibrations du 4ème

mode en plaçant au coeur de la structure une bande viscoélastique de longueurb= 2πR/10≈ 1,538 m
et d’épaisseurh= 5 mm, dont la position est donnée par l’angleγ entre le milieu de la bande et l’hori-
zontale. Le problème étudié est décrit sur la figure 5 et les propriétés desmatériaux sont données par la
table 3.

On cherche la position optimale de cette bande viscoélastique de manière à maximiser l’amortis-
sement modal du 4ème mode. Pour cela, l’anneau est maillé par 360 éléments poutre sandwich, et on
fait parcourir la bande viscoélastique le long de l’anneau, avec un pas de 1o, en évitant les zones de
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1. Données : Matrices de masseM , matrice de raideurK ∗, tolérance de convergenceε0 .

2. Calcul des valeurs propres et des vecteurs propres
(
λ0

r ,φ
0
r

)
pour chaque moder :

[
ℜ(K ∗(ω = 0))−λ0

r M
]
φ0

r = 0

3. Boucle sur les modesr

a. Initialisationωr =
√

λ0
r

b. Boucle sur lesωr jusqu’à la convergence

• Calcul des valeurs propres et des vecteurs propres complexes(λ∗
r ,φ

∗
r ) :

[K ∗(ωr)−λ∗
r M ]φ∗

r = 0

• Test de convergence :

ε =
|
√

ℜ(λ∗
r )−ωr |

√

ℜ(λ∗
r )

{

< ε0 fin de boucle

> ε0 mise à jourωr =
√

ℜ(λ∗
r )

c. Détermination de l’amortissement modal :

ηr =
ℑ(λ∗

r )

ℜ(λ∗
r )

TABLE 2 – Algorithme de la méthode itérative des valeurs propres complexes.

6



externe
Fluide

interne

h= 34mm

h= 24mm

hc
b

θ = 18o

θ = 45oγ

F = 10N
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Acier

FIGURE 5 – Description du problème étudié.

Acier Matériau viscoélastique
(ISD112)

ρ f = 7800 kg/m3 ρc = 1600 kg/m3

ν f = 0,3 νc = 0,49
Ef = 210 GPa G0 = 0,08 MPa

G∞ = 20,81 MPa
τ = 8,37 10−5 s

α = 0,59

TABLE 3 – Propriétés des matériaux.

surépaisseur. La figure 6 montre les valeurs d’amortissement modal pourle 4ème mode pour chaque
configuration, et met en évidence l’existence de deux positions optimales symétriques de la bande vis-
coélastique correspondant àγ = −14o (figure 7) etγ = 14o. Dans la zone comprise entreγ = −14o et
γ = 14o, l’amortissement varie peu autour de la valeur maximale. Une autre zone intéressante se situe
autour deγ = 180o (±14o) dans laquelle l’amortissement reste élevé. En dehors de ces deux zones,
l’amortissement est beaucoup plus sensible à la position de la bande.
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FIGURE 6 – Valeurs d’amortissement modal pour le
4èmemode pour position de la bande viscoélastique.

Position de la bande
viscoéslastique

F = 10 N

γ =−14o

FIGURE 7 – Configuration optimale (γ = −14o)
maximisant l’amortissement modal du 4ème

mode.

La réponse fréquentielle de la structure avec et sans traitement viscoélastique est calculée à l’aide
d’une méthode directe, puis tracée sur la figure 8 pour la plage de fréquence 0 − 5 Hz, avec un pas
de 0.01 Hz. Un amortissement structurel de 0.01% est considéré dans le but d’une comparaison des
amplitudes des vibrations à la résonance. Le placement d’une bande viscoélastique àγ = −14o permet
de réduire notablement l’amplitude des vibrations du 4ème mode (figure 8) et les niveaux de pression
autour de la structure (figure 9).

5 Conclusion et perspectives

Les résultats montrent qu’il est possible d’optimiser à moindre coût les paramètres structurels et
matériaux d’une structure sandwich couplée à des fluides, en utilisant les deux méthodes de réduction
proposées dans ce travail, à savoir un couplage entre une discrétisationéléments finis pour la structure
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FIGURE 9 – Champ de pression à
la résonance du 4ème mode de l’an-
neau non amorti (a) et amorti (b). (a)
f = 2.66 Hz - Pmax = 838 Pa. (b)
f = 2.45 Hz -Pmax= 173 Pa.

et une description analytique des effets inertiels du fluide, et un algorithme itératif pour résoudre le pro-
blème aux valeurs propres complexes. Afin de généraliser cette stratégie àdes structures de géométrie
plus complexe, pour lesquelles il n’existe pas de solution analytique, d’autres méthodes peuvent être en-
visagées pour le calcul de l’opérateur de masse ajoutée (éléments finis, éléments de frontière). Une autre
perspective concerne l’utilisation de méthodes de synthèse modale adaptées aux problèmes d’interaction
fluide-structure [8].
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