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Résumé. L’objectif de ce travail est de modéliser le comportement des matériaux polymeére injectés sous sollicitations
dynamiques par une approche monolithique. Basé sur les équations de Navier-Stokes, nous proposons une méthode des ¢léments
finis mixtes avec une interpolation P1+/P1 utilisant le déplacement (ou la vitesse) et la pression en tant que principales variables.
La technique implémentée utilise un maillage composé de triangles (2D) ou de tétra¢dres (3D) [6]. Le but de cette approche est de
modéliser le comportement viscoélastique des matériaux polymére ou les milieux visqueux et élastiques sont mélangés en
utilisant une approche multiphasique en vitesse et déplacement. L'idée de base est d'utiliser une formulation mixte (u, v, p) avec
un modele de fermeture F'(du / dt,v) =0, ou les deux champs u et v représentent les principales variables de la déformation et de
la vitesse de déformation.

Mots clefs: viscoélasticité, approche monolithique, méthode des éléments finis mixtes, formulation lagrangienne et eulérienne.

1. INTRODUCTION

A l'issue des travaux actuels, nous pouvons prédire numériquement les propriétés mécaniques de picces
injectées en composite, ou la matrice est thermo-élastique ou hyper-élastique. Les modéles développés
jusqu'a aujourd'hui ont été implémentés dans le code de calcul Rem3D®, logiciel du CEMEF et dédié a la
simulation de l'injection de polyméres, basé sur la bibliothéque éléments finis CimLib®. Dans le cadre de
notre projet de recherche, nous nous intéressons a un comportement plus réaliste pour la matrice. Ainsi,
nous considérons une matrice du type polymeére semi-cristallin, qui aura un comportement viscoélastique
(de I'état liquide a 1'état solide) et éventuellement élastoviscoplastique (a I'état solide). Les objectifs de ce
travail sont d'implémenter et/ou utiliser des approches numériques qui vont permettre de traiter des
problémes physiques tels que la viscoélasticité, le couplage fluide-structure et structure-structure, le
contact multi-corps ou les grandes vitesses du solide (inertie).

L’article est structuré comme suit. Tout d'abord, les équations du probléme viscoélastique a 1'état solide
seront détaillées. Nous développerons ensuit I’approche monolithique et la résolution par éléments finis
mixte de ce probléme. Le comportement du matériau est supposé€ viscoélastique compressible et peut étre
décrit par une approche lagrangienne ou eulérienne. Deux méthodes de simulation sont appliquées : la
résolution par déplacement-pression (u-p) avec un seul incrément et la résolution incrémentale par vitesse-
pression (v-p). La comparaison entre les approches lagrangienne et eulérienne, cette derni¢re basée sur la
méthode Level-Set [11], sera présentée. Exemples en traction et compression d'une géométrie simple
permettra d'illustrer et de valider notre méthodologie. Ensuite, nous comparons les résultats de la
simulation avec les données expérimentales pour le PMMA.

2. RESOLUTION PAR APPROCHE MONOLITHIQUE

2.1. Navier-Stokes avec Extra-contrainte pour Modéle Comportement ViscoElastique Compressible

Le couplage monolithique consiste a résoudre les équations relatives a la structure au fluide dans un
méme systéme. C'est-a-dire que les problémes mécaniques dans les domaines fluide et solide en
interaction sont simultanément calculés. Ce type de couplage donne une stabilité inconditionnelle du
schéma de couplage. Dans le but de poursuivre cette approche, nous choisissons un solveur fluide pour



résoudre ces problémes. Pour le comportement viscoélastique, nous considérons dans un premier temps le
mod¢le de Kelvin-Voigt [4] (figure 1). En effet, avec ce modéle, 1'€lasticité est parfaitement conservée,
c’est-a-dire qu'un objet déformé peut revenir a sa position initiale, ce qui nous permet d'étudier et
d'optimiser le solveur actuel. La résolution du probléme viscoélastique de Kelvin-Voigt peut étre liée a un
probléme d'interaction fluide-structure. L'objectif est de mettre en ceuvre un solveur général qui permet de
modéliser le comportement des pieces injectées en matériaux polymeéres a la fois sous sollicitations

dynamiques mais aussi pendant le procédé.
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FIGURE 1. Schéma représente modéle Kelvin-Voigt en 1-D dimension

Avec modele viscoélastique de Kelvin-Voigt, le tenseur des contraintes est défini par:
Gviscoe’lastic = Eg(u) + 277_fg(v) (1)
ou Eg(u) et2n,£(v) sont les contraintes €lastiques et contraintes visqueuses.

Pour un comportement élastique compressible, le tenseur des contraintes élastiques est écrit:
o =2ue(u)+ Atre(u)l

ouu= 20 )etl sont les coefficients de Lamé, E est le module de Young, y est le coefficient de
+7

Poisson, #(.) est la trace, / est le tenseur d’identité, o ete(u) est le tenseur des contraintes de Cauchy et
le tenseur de déformation.

. . . 1 1 . .
Connaissant la pression hydrostatique p = _Etm = —5(2 u+3)re(u), le tenseur des contraintes peut aussi
s'écrire:

2
o =2ueu) —T'utrg(u)l —pl
En utilisant p’ = Tﬂtrg(u) + p, la contrainte élastique compressible est redéfinie comme:
o=2uew)-p'l
Selon la méthode de résolution adoptée (eulérienne ou lagrangienne), en petites déformations, la

formulation forte du comportement viscoélastique compressible peut étre déduire comme systéme
d'équations (2) :

p(“)(%+VC'VVJ—V{ZT](a)a(v)+2yg(u’A’+vAt)J+Vp’ = f
dp' op' ,
Vv+ —=Vv+ | —+vV = 0 2
T ”‘ﬂ[at “’j @)
t—At
du_uzu " v _
dt At

=0dans le cas eulérien ou v _, =v dans le cas

mesh

ou v, =v-v est la vitesse de convection (v

maillage

lagrangien), vetpsont la vitesse et la pression, fsont les termes de force volumiques,
_1+1=2y)
yE

maillage

. est le coefficient de compressibilité.



A partir du systéme d'équations (2), remplagant le terme 2pAze(v) + 2n(a)e(v) par 2ne(v) et déplacant la
partie "extra-contrainte" r = -2 ue (u"A’) vers le second membre des équations de Navier-Stokes

compressible, nous obtenons le systéme d'équations a résoudre (3):

p[g—VJr VL,-ijfv-ZnAte(v)vLVp' = f-Vr
t : , ﬂ(a) = ﬂ‘/'Hg (a) + nsolist (a)
. 4 ' _
Vvt g, (E+ v.Vp j -0 p(@) = p,H (@) + p (1-H, (@) @
u—u = v-v.Vu
At

La densité p et la viscositén sont définis par les équations (4) ot « est la fonction de distance signée a
I’interface, H, (a) est une fonction de type Heaviside, ¢ sera liée a7 la taille de maille.

2.2. La Résolution en Eléments Finis Mixtes

Pour établir la formulation faible des équations de Navier-Stokes, nous définissons les espaces
fonctionnels ¥V = (H'(Q))’ ,V° = (H)(Q)) etP=1(Q) oulL’(Q) est ’espace de Lebesgue des fonctions
carrées sommables sur un domaineQ, et H'(Q) est l'espace de Sobolev inclus dans I*(Q) et d est la
dimension de 'espace :

Q)= {q,jqde < oo} s H'(Q) ={qge(Q).Vge (F(Q)'}; Hy(Q)={geH'(Q).q=0suroQ} (5)

Dans le cas viscoélastique compressible, les effets d'inertie dynamique et la force volumique ont été
négligés. Le probleme discret Galerkin consiste donc a résoudre le probléme mixte (6), ou les espaces

vectorielsV,, P, , ¥, sont construites dans le but d'approcherV , P etV’.

Trouve (v,,p,)e(V,.B,)tel queV (w,,q,) e (V,,F,):

—2ue (u,’jA' ) e(w,)
[V-u;m J (6)
s qh
At

est calculé par l'incrément précédent (7):

=(P1.Vow, )+ 2ne(v,) : e(w,)

Ao
(_V'Vhaqh )—(—pph,qh]

At

t—At

Le déplacement discretu;,

Ou .
[a_;+vhvuh’ghj:vh (gh EVhO) (7

Nous utilisons la méthode des éléments finis mixtes avec 1’élément P1+/P1+, alors non seulement la
vitesse est enrichie par 1'ajout d'un degré de liberté (appelée fonction bulle) dans le centre des éléments [5]
[6], mais aussi la pression est enrichie par une fonction bulle. La fonction bulle vaut 1 au centre des
¢léments et est nulle aux frontiéres.

Ainsi, nous considérons une décomposition de la vitesse et de la pression en petite et grande

1h

échellev=v, +v/; p'=p, + p”, par conséquent, les équations (6) peuvent se mettre sous la forme d'une
matrice (8):



Awy 0 Avp  Avp, [V By

0 Avy, Av,p Awp,| v | _| B
Avp  Av,p  App  App, || P
A, Aw  App, Ap,p, )\ P, Bp,

1= 5y ®)

Avw =2ne(v,): e(w,) ; A'vp=—(p;,.V'w,) Av,y, = 2775(\)2 ) : g(w,f) ; A'vp, = —(p,;b,V-wh)

’ ! . Z 1 . Z ' . Z ’
Av,p, ==(p) VW) Av,p = (P}, VW,): Ap,p, = —(A—’;p Z,qi’] ; App = —(z‘;ph,th ; A'pp, = —(ft’ph”,qh]

V-(u, +u) V-(u, +u
Bp, = {—(uhAt uh),qf] ;Bp = (—(uhm ) ,th ; By, = —ng(ufj“’”)) : g(w,f) ;Bv= —2yg(uj,’”):g(wh)

La matrice (8) est une matrice symétrique définie positive que nous avons mise en ceuvre dans le
solveur. Notez que par la suite de nos simulations, la "pression de la bulle" p, a ét¢ mise a zéro pour les

simulations qui revient a utiliser la méthode des ¢léments finis mixtes avec le P1+/P1 élément ou seule la
vitesse est enrichie par une fonction bulle.

3. RESULTATS NUMERIQUES

L'échantillon est fixé sur un bord et tiré sur l'autre en imposant un déplacement (Fig.3), puis relaché.
Nous testons I'erreur introduite par le solveur Navier-Stokes compressible avec extra-contrainte en petites
et grandes déformations. En effet, dans le cas élastique compressible parfait, I'échantillon doit revenir
exactement a sa forme initiale. Nous avons essayé de simuler ce test par deux méthodes de calcul :
lagrangienne et eulérienne dans lequel nous avons utilisé un solveur éléments finis mixte Navier-Stokes ou
le probleme fort et discret est présenté en partie précédente. La comparaison de ces deux méthodes nous
permet de prédire la capacité de notre solveur actuel, de donner une vue général sur ses performances mais
aussi les points forts et les points faibles a compléter ou a améliorer. Donc, 1’objectif a terme est de traiter
des problémes physiques plus compliqués tels que la viscoélasticité, le couplage fluide-structure et
structure-structure, le contact multi-corps ou les effets d’inertie.

Encastrement

FIGURE 3: Essai de traction d’une éprouvette. Schéma
représente la forme initiale, en traction et finale FIGURE 2: Essai de traction par méthode eulérienne

3.1. Méthode Lagrangienne Pour un Probléme Elastique Compressible

Figure 3 montres la simulation par la méthode lagrangienne avec la déformation de maillage. Donc,
I’algorithme de calcul en traction et en retrait par un seul incrément de calcul sont illustrés dans les
équations (9) et (10):



V2usu)-Vp' =0 V2ue(u)—-Vp' =-Vo,

/ o, =2us(u
~Vu-z,p' =0 ©) 1 = 2ue(t) (10)
U=1u,,,., inborder “Vu—gpyp' =V
U = —Upy,p50q 10 DOTET
En traction, on impose un déplacement,,, .., Nous pilotons le retour en imposant un déplacement
au bord inférieur “Ujmpose OPPOSE & celui en traction
Nous pouvons décomposer un grand déplacement en plusieurs petits déplacements:
V. 2uAte(v)-V p'=-V o
o, =2pe(u;,)
P V(u 11
—V,'(V)—pr _ ( 1) ( )
* At At

u, =u,  +v,_ At

ouu, ,v, estle déplacement et la vitesse a I’incrémenti, x' est la configuration a I’incrément actuel i, Vx'
est ’opérateur (divergence, gradient) en configuration actuel x'.

Avec cette méthode (équations 11), le calcul en grandes déformations est constitué par plusieurs
incréments de calcul en petites déformations ce qui nous permet de minimiser 1’erreur provoquée par
rapport au calcul par un seul incrément (€équations 9 et 10).

3.2. Méthode Eulérienne pour un Probléme Elastique Compressible

Nous considérons le méme cas, mais dans un contexte eulérien, décrit dans la Fig.2. Nous définissons
trois domaines avec viscosités différentes: le domaine solide (gris) est fixé dans le haut et celui en bas est

mobile, le domaine d'air (bleu) et le domaine d’éprouvette (rouge). Les équations de calcul sont illustrés
dans (12):

V2ne(v) - Vp' = -V2uH(a).s(u'™)

oa I1
iy D —+Wa+s||[Va|-,[1-(=—a)* |=0
Ly AP VU (12) o [' iy )J

At At
du  ou a(t=0,x) = a,(x) (13)

—=—+VwWu=vy
dt ot

Nous utilisons la méthode Level-Set pour transporter l'interface qui représente les différentes phases.
En effet, en raison de la complexité d'écoulement, le gradient de la fonction & peut devenir trés raide et
instable, [Va|=1 n'est pas assuré. Donc, I'étape de réinitialisation est indispensable [2]. Nous utilisons une
nouvelle formulation de méthode Level-Set pour suivre le mouvement de l'interface [7], donc le transport
ou la réinitialisation convective est montré dans les équations (13) ousest le signe de f (initialement a),
A=dr/dt,tetr sontle temps et le temps fictif, £ est I'épaisseur de mélange.

3.3. Comparaison des Résultats Numériques

3.3.1. Methode Lagrangien
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FIGURE 5. Déplacement (a) et pression (b) en traction et retrait

La figure 5 montre le déplacement et la pression en traction et en retrait pour un essai de traction
¢lastique compressible. Avec 100% de déformation, en retrait, on retrouve exactement la forme initiale de
I'échantillon avec une erreur de I'ordre de 107! pour le déplacement et 10® de la pression, donc il vérifie
notre méthodologie dans le cas élastique. En outre, dans la formulation ou la vitesse est enrichie avec des
bulles, on obtient également une vitesse de bulle parfaitement opposées entre de traction et de retour Fig.4.
Cela nous permet de confirmer que la solution de notre algorithme cité dans les équations (9,10) est
exacte, c'est a dire en retour, nous trouvons: u, =—u;u,, =—u, and p, =0 ouu, est le déplacement en retrait,

u,, est "le déplacement de la bulle" en retrait et p, est la pression en retrait.

3.3.2. Méthode Eulérienne

Les résultats obtenus par la méthode eulérienne sont moins précis que ceux obtenus par la méthode de
Lagrange (Fig.6). Dans ce cas, la forme de 1’échantillon est représentée par l'interface air/échantillon. Il
apparait des différences entre la traction et le retour. On précise que la déformation est de 30%, ce qui est
relativement important, donc l'erreur introduite est due a la Level-Set, le maillage ou encore I’extra-

contraint. o )
Initial Traction Return

o

N/ \] / \1 (
VAN
AN

FIGURE 6. Essai de traction en eulérien. La forme déformée est représentée par I’isovaleur de fonction Level-Set

Dans cette section nous remarquons les conclusions suivantes entre les méthodes de Lagrange et Euler:

v Pour la méthode de Lagrange avec un incrément, les résultats sont satisfaisants, nous obtenons un
retour parfait, méme avec 100% de déformation.

v' Pour la méthode incrémentale de Lagrange, nous avons remarqué des instabilités dans les résultats

obtenus pour une déformation supérieure a 30%, lorsque la partie élastique domine. Ceci peut étre
expliqué, d’une part, par le fait que la partic de la contrainte explicitée dans le second membre des



équations (11) est important ce qui introduit une partie d’ellipticité dans la résolution sous la forme mixte
[2]. Et d’autre part, notre solveur actuel est valable pour des petites déformations, ou nous n'avons gardé
que les termes du premier ordre, donc nous n'avons pas pris en compte les termes non-linéarité.
Néanmoins, nous avons testé le solveur dans des cas dépassant cette hypothése, et donc des instabilités ont
été observées lors de la simulation.

3.4. Comparaison Expérimentale-Simulation pour PMMA

Dans le but de valider nos méthodologies, nous avons réalisé des essais expérimentaux et comparer par
rapport a la simulation. Dans cette section, nous détailleront les résultats expérimentaux et comparaison
avec ceux numériques. Le comportement du PMMA dépend de la température, dans sa phase de
transition ¢ autour 120°C, le comportement du polymeére change rapidement de 1'état solide a 1'état liquide.
Dans le but de simuler le comportement du polymeére en différentes phase, nous avons testé des essais a
partir de 90°C a 163°C avec deux types de sollicitation: charge/décharge et relaxation. Le cycle
(charge/décharge) et relaxation ont été réalisés a 90°C et 110°C avec une vitesse de déformation 0,01s-1.
A 163°C ou le matériau commence a s’écouler, seul I’essai de relaxation avec une vitesse de déformation
0.25s-1 a été réalisé en raison de ses difficultés expérimentales. Tous les tests ont été effectués a l'aide de
I’extensométres vidéo, nous avons analysé les images séquentielles avec le logiciel ARAMIS® qui
permettent de mesurer les vrai déformations en 3 dimensions.
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FIGURE 7. Charge/décharge test. Comparaison entre (a) 90°C - 0.01s™ et (b) 110°C - 0.01s™
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FIGURE 8. Relaxation tests. Comparaison entre (a) 90°C - 0.01s™, 110°C - 0.01s™ and (b) 163°C - 0.25s™
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Le modéle classique de Kelvin-Voigt a été utilis€é pour analyser des résultats expérimentaux. Les
parametres associés sont donnés dans le tableau suivant :

Parameters 90°C 110°C 163°C
Young’s modulus (Pa) 3¢t 7e! 1.5¢
Viscosity (Pa) let le* 1¢?

TABLEAU 1. Identification des paramétres de Kelvin-Voigt

Insistons sur le fait que ce modeéle devrait étre encore amélioré. Toutefois, la reproduction de la
premiére étape (partie linéaire) de la courbe de charge, 2 méthodes : méthode lagrangienne et méthode
eulérienne ont servi a valider notre méthodologie, en 2D et en 3D. En Fig.9, nous comparons les



contraintes par la simulation et les résultats expérimentaux. Rappelons que nous simulons que la phase ou
le comportement du matériau reste linéaire. Ces comparaisons montrent un bon accord entre les
simulations et les essais expérimentaux avec une erreur inférieure a 10% quelle que soit la méthode, en 2D
ou en 3D. Les résultats de la premiére étape de montrer un bon indicateur potentiel de nos travaux futurs.

= Experimental + Experimantal
+ Simulation_Eulerian_2D + Simulation_Eulerian_2D b : g?(pe‘nrpentell-\ o 2D
 Simulation_Lagrangian_3D (a) - Simulation_Lagrangian. 2D ( ) St Lagargen 2 (c)
* Simulation_Lagra ngian_2D = Si i o L - 5
16 foen S 3 Simulation Lagrangian_3D 004 + Simulation_Eulerian_2D
12 — .
[ ‘ . 003
= P 2 T
o o o
2, s ¢ 2
2 P i 002 "
£ 2 : 8 1
@ @ 1 @
i
4 - 0,01
N R i 1
.
. i
0 0 0
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FIGURE 9. Contrainte de chargement a 90°C (a), 110°C (b) et 163°C (c)
3.5. Conclusions et perspectives

Lors de ce travail, nous avons d'abord pu montrer la validation du solveur existant dans CimLib® dans
les cas classiques de traction et retour élastique compressible. Comparaison entre la simulation et
lI'expérience donne un bon point pour notre futur travail. Ces cas de simulation nous montrent la capacité
de notre actuel solveur Navier-Stokes. Il démontre qu’avec un solveur dédié notamment au fluide, nous
pouvons également résoudre les problémes de [D’interaction fluide-structure ou le comportement
viscoélastique par une approche monolithique. Toutefois, 1’utilisation d’un simple modéle viscoélastique
de Kelvin-Voigt améne une difficult¢ pour modéliser tout le cycle de chargement/déchargement ou
relaxation. Les perspectives pour la suite est de développer au sein de la librairie CimLib", un solveur
générale permettant de modéliser un comportement viscoélastique générique et le couplage fluide-
structure par une approche monolithique. Cela signifie d’enrichir le comportement du polymére par des
comportements plus complexes comme le modele de Zener. En outre, nous pourrions élargir 1’application
simuler un cas d'impact.
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