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Modélisation de réactions chimiques dans les réseaux de
genes. Probleme de convergence de processus markoviens
vers un processus déterministe par morceaux.

Aurélie Muller

décembre 2007

L’objet de cet article est de décrire la composition moléculaire d’une cellule (nous resterons
généraux sur cette cellule : elle peut étre animale, végétale ou d’un corps humain). Rappelons ici
quelques points de biologie. Une cellule contient un matériel génétique : I’ ADN.

I’ADN :

ADN est une macromolécule complexe, constituée d’éléments ayant diverses fonctions.
Chez les procaryotes (organismes unicellulaires sans noyau), tels que les bactéries, I’ADN est
en général présent dans le cytoplasme sous la forme d’un seul chromosome circulaire. Chez les
eucaryotes, I’ADN est généralement sous forme de plusieurs chromosomes. Cet ADN se situe
dans le noyau. Méme si pour les procaryotes et les eucaryotes, I’ADN ne se trouve pas sous la
méme forme, il renferme dans les deux cas I’information génétique, c’est-a-dire que des zones de
I’ ADN appelées genes codent les protéines.

Synthese protéique :

1. lere étape : la transcription :

Lorsque la cellule aura besoin de protéines (par exemple des protéines de structure lors de sa
division, ou des enzymes pour fabriquer les molécules dont elle a besoin pour fonctionner),
elle va transcrire, c’est-a-dire recopier une partie de ses genes (c’est-a-dire les génes codant
les protéines d’intérét) grace a une enzyme nommée ARN polymérase. Cette enzyme va
produire un ARN messager (ARNm) identique a la séquence d’ ADN.

2. 2éme étape : la traduction :
L ARNm produit pendant la phase de transcription sera traduit en protéine au niveau des
ribosomes (dans le réticulum endoplasmique). Ces ribosomes vont décoder I’ ARNm pour
assembler les acides aminés correspondants et fabriquer une protéine.

Le processus de transcrition est hautement régulé, notamment grace a des protéines appelées fac-
teurs de transcription qui, en réponse a des hormones par exemple, vont permettre la transcription
de génes cibles (par exemple les genes exprimés quand la cellule recoit des oestrogenes, ou de la
progestérone, qui sont des hormones sexuelles). Un mauvais fonctionnement des mécanismes de
régulation entraine un ’emballement de la machinerie’ : les ARN sont transcrits de maniere désor-
donnée, les protéines sont présentes en exces, entrainant un fonctionnement aberrant des cellules,
et dans certains cas, la formation de cancer.

En résumé, les molécules présentes dans la cellule interagissent entre elles : certaines molé-
cules (hormones par exemple) sont des signaux, provoquant la réponse des facteurs de transcription
qui vont déclencher la transcription et donc la synthese protéique d’autres molécules. La présence
de ces nouvelles molécules créées va modifier 1’environnement cellulaire et peut provoquer la



réponse d’autres facteurs de transcription, etc.. La communication entre les molécules de la cel-
lule se fait de maniere chimique par des assemblages entre molécules. L’ensemble des réactions
signaux-réponses dans la cellule est donc un ensemble de réactions chimiques.

Dans cet article, nous cherchons a modéliser 1’évolution temporelle de la composition mo-
1éculaire de la cellule (ces molécules peuvent étre : les protéines produites par la transcription-
traduction des genes, des hormones, les ARN polymérases, etc.). Pour cela, nous aurons besoin
de connaitre I’ensemble des réactions chimiques possibles entre les molécules présentes dans la
cellule. Cet ensemble de réactions chimiques est un point essentiel de la modélisation. L’ évolution
temporelle de la composition moléculaire serait completement décrite si 1’on connaissait a quels
moments les différentes réactions chimiques ont lieu. En effet, connaissant 1’instant o commence
une réaction chimique et 1’état du systéme cellulaire, on peut déduire 1’état du systéme juste apres
la réaction chimique, et jusqu’a la prochaine réaction chimique, qui modifiera a nouveau la com-
position moléculaire de la cellule. On suppose en effet que la composition moléculaire de la cellule
est constante entre deux réactions moléculaires.

En particulier, nous cherchons a comprendre les mécanismes de régulation des productions
de protéines. Comprendre ces mécanismes pourrait permettre de comprendre, voire soigner les
déreglements des syntheses protéiques, notamment dans le cas du cancer.

1 Modélisation des systemes de réactions chimiques

On suppose qu’entre deux réactions chimiques, la composition moléculaire est constante.

Comme nous 1’avons introduit ci-dessus, on peut connaitre la composition moléculaire d’une
cellule, si 1’on connait :

— la composition moléculaire initiale de la cellule,

— les réactions chimiques pouvant avoir lieu dans la cellule,

— les instants ol ont lieu les réactions chimiques.
Nous supposons connus les deux premiers points. La modélisation porte donc sur le dernier point.
Nous modélisons la survenue des réactions chimiques de maniere stochastique. Une telle modé-
lisation stochastique est assez récente dans le domaine biologique, elle se justifie par le fait que
I’évolution biologique est soumise aux aléas extérieurs du milieu dans lequel elle vit. La modé-
lisation déterministe est assez courante lorsqu’on considere les processus biologiques au niveau
macroscopique. Une sorte de ’loi des grands nombres’ permet alors de modéliser le comportement
biologique de maniere déterministe, et d’ignorer la variabilité (Tyson et al., 2003).

1.1 Processus de Markov a sauts

Le modele stochastique classique des systémes de réactions chimiques est markovien (Bartho-
lomay, 1957; Renyi, 1954) : on modélise I’état de la composition moléculaire par un processus
markovien a sauts purs. La composition moléculaire est constante entre deux réactions chimiques.
Les instants de sauts du processus markovien correspondent aux instants des réactions chimiques
(une réaction chimique est supposée instantanée). Etant donnée une composition moléculaire de
la cellule (c’est-a-dire un état), la composition change des lors qu’une réaction chimique a lieu.
Diverses réactions chimiques sont en concurrence, la premiere qui survient va modifier la com-
position moléculaire. Cette modification dépend uniquement de la réaction chimique qui a eu lieu
(par exemple, si la réaction bien connue O + 2H — H>O a lieu, il y aura, immédiatement apres
la réaction, une molécule d’oxygene en moins, deux molécules d’hydrogéne en moins, et une
molécule d’eau en plus).

Remarque : nous verrons plus loin dans 1’article que les fluctuations relatives du nombre de
molécules sont plus importantes pour les especes de faible concentration.



Nous présentons maintenant le modele mathématique.
Soit
X)) = (X'),...,xN (1) e RN

la composition moléculaire de la cellule a I'instant ¢. Vi = 1,..., N, X*(t) représente la quan-
tité de molécules de I’espece i. Par quantité, on entend ici la concentration : i.e. X*(t) est la
concentration en I’espece ¢ dans la cellule a I’instant . Comme ’indique la notation précédente,
on considere NV especes chimiques. Ces espéces chimiques réagissent entre elles via R réactions
chimiques, écrites de fagon générique :

apn X'+ XY = g X BN XY, j=1,..,R (R;)

ol aj, B € N¥ sont les coefficients stoechiométriques de la réaction j.

Remarque : dans I’équation chimique précédente (R;) on a noté de maniére abusive les noms
des especes moléculaires de la méme maniere que leur concentration, afin de ne pas alourdir les
notations. Introduisons les notations suivantes, pour une réaction j (j = 1,...,R) :

— la différence entre les coefficients stoechiométriques

0, =0; —a; € ZV.

Nous verrons un peu plus loin sa signification.
— pour une composition moléculaire = € (R*)" donnée,

Vi ()

est la vitesse de la réaction j (c’est-a-dire le nombre moyen de réactions j par unité de temps,
lorsque la composition moléculaire vaut x). Voici une autre facon de voir : 1/Vj(x) est le
temps moyen qu’il faut attendre pour observer la premiere réaction 7, lorsque la composition
moléculaire vaut x.

— le volume de la cellule V dans lequel se passent les réactions chimiques.

On suppose que X est un processus de Markov a sauts purs, homogeéne en temps :
— d’espace d’état E/, muni d’une tribu £
— d’intensité A : E — R™
— deloidesauts i : E x & — [0,1]
Nous pouvons préciser E/, A\, p :
— X désigne la composition moléculaire en terme de concentrations, ce processus est a valeurs

dans
E c (RM)V,
— D’intensité du processus : A représente le nombre moyen de sauts par unité de temps. On a
donc

A@) = 3 Vj(a).
j=1
1/A(z) représente le temps moyen qu’il faut attendre avant d’observer la premiere réaction
chimique, lorsque la composition moléculaire vaut x.

— la valeur des sauts : les sauts ont lieu si et seulement si il y a une réaction chimique. Si la
réaction chimique (R;) a lieu a I'instant ¢, X (¢*) = X (¢) + 0;/V (en effet, juste apres la
réaction (R;) pourtouti = 1,..., N ilya 3j — a;; = 0; molécules supplémentaires de
I’espece moléculaire ¢, ce nombre pouvant étre négatif (en effet, rappelons que ¢;; représente
la variation du nombre de molécules de 1’espéce 7 apres la réaction j : si 6j; < 0, la concen-
tration moléculaire de I’espece 7 a diminué, et si 6;; > 0, la concentration moléculaire de
I’espece ¢ a augmenté).



— la loi des sauts du processus : pour un état moléculaire x € E, lorsqu’un saut survient, la
composition moléculaire saute de 1’état = a I’état = + 6;/)V, avec une probabilité ju(z, z +
0;/V) = ¢j(x) ou

En effet, imaginons que chaque réaction ( Ry ) est associée a une horloge aléatoire, qui sonne
au bout d’un temps de loi exponentielle de parametre Vi (), ces horloges de réactions étant
indépendantes les unes des autres. Alors ’horloge associée a la réaction (R;) va sonner
la premiere avec une probabilité égale a p(x, x + 6;/V) = ¢;(z) = Vj(z)/ ZkR:l Vie(x).
Remarque : plus la réaction (R;) est rapide, plus sa vitesse V;(x) est grande, et plus la
probabilité que la réaction (R;) aie lieu est grande. Plus généralement, la loi de saut est

R
w,.) = Z qj(x)51'+9j/v(')’
j=1

ouz € L.
Avec les notations précédentes, rappelons que 1’on a, d’apres la définition du processus de
Markov a saut pur :

T=inf{t > 0: X(t) # X(0)} (1)
le premier temps de sauts du processus, alors
Vzg € B, Py (T > t) = exp{—\(z0)t}
et
Pyy(X; €T) = plao,T),

pour tout I' € £.
Dans la suite, les notions suivantes nous seront utiles :
— condition initiale
Xo = o,

— fonction débit ou moment local d’ordre 1 ou compensateur :

F(@) = A@) [ (z = aulz. ),

r e F,
— fonction de diffusion ou moment local d’ordre 2 :

D(x) = Ax) [E |z — 2Pu(x, dz),

rel
— générateur infinitésimal : opérateur A défini sur le domaine D(.A) ensemble des fonctions f
définies sur I’espace d’état / du processus, a valeurs dans R et telles que la limite suivante

existe, pour x € E:
iy P — 1)

Si la limite existe, on note Af(z) cette limite.
En général, un tel domaine est tres difficile a définir.
Le générateur d’un processus de Markov a sauts est (cf. Ethier et Kurtz (1986) p.162)

Af(z) = A(x) /E ) — f(@)ule, du) @



Remarque : Le processus Z¢(t) = f(X(t)) — f(X fn AfX(s)ds est une martingale,
pour tout f € D(A).

Des résultats importants de Kurtz (1971) ont montré que sous certaines conditions, la trajec-
toire X (¢) du processus a sauts est “proche’ d’une trajectoire déterministe, qui est solution d’une
certaine équation différentielle. Cette limite est appelée limite fluide, ou limite thermodynamique.
Les démonstrations des résultats limites reposent notamment sur le fait que le processus Z = Zjq4
est une martingale (dans le cas particulier de la fonction f =Identité).

1.2 Limite fluide et résultats de Kurtz (1971)

Dans cette partie, nous précisons la notion de limite fluide, en considérant une suite de proces-
sus de Markov a sauts purs, homogenes, notée {(X,,(¢)):>0}nen. Les processus considérés sont
définis sur I’espace

(D7 D, (DS)SG[O,t])

des fonctions de [0, t] dans RY continues & droite et ayant une limite 2 gauche en tout point. D est
muni de la topologie de Skorokhod.
Pour tout n, X, est un processus de Markov a sauts purs, homogene,
— d’espace d’états £ C RN (pour simplifier, on considere le méme espace pour tous les
processus X,,),
— d’intensité \,,,
— de loi de sauts .
On suppose que, pour tout 7,
— SUp,ep, An(T) < 00,
~ Sup,ep, A < ) [, 12— 2l dz) < oc,
— SUPyep, (@) [ |12 — 2P pn(z, dz) < co.
On définit les fonctlons F, et G, sur E,, par:
— le moment local d’ordre 1 des sauts :

Fo(z) = M(2) / (2 — 2)pun(e, d2)

a valeurs dans RY,
— le moment local d’ordre 2 des sauts :

Go(z) = (n(2) / (2 — 22) (25 — 1) (& d2) )1ty

a valeurs dans RY x RN

On suppose de plus que
fim sup Ao(a) [ |z = afun(z,d2) =0, @)
NP ek, En

alors un théoréme de Kurtz (1970, 1971) énonce que 1’on a, pour tout § > 0 :

lim sup P,(sup|X,(s —x—/ F, (X, (u))du| > 6) = 0.

n—xX rck, s<t

Remarque : Kurtz ( 1 970) donne une hypotheése plus faible que (3) :
— SUpP,, SUPgep, A fE |z — |pn(z,dz) < 0o et



— il existe une suite €, > 0 avec €, — 0 telle que

lim sup )\n(x)/ |z — 2|pn(x, dz) = 0.
|z—x|>€n

n IEEn

Supposons de plus que F}, converge uniformément vers F fonction définie sur RV, uniformé-

ment lipschitzienne :
lim sup |Fy,(z) — F(z)| = 0.

" zek,

On appelle X (s, xq),xo € E la solution de

Si limy, o0 X5, (0) = x0, un théoréme de Kurtz (1971) énonce que I’on a pour tout 6 > 0,

lim P(sup|X,(s) — X(s,z0)| > ) =0. 4)
n— o0 s<t
Kurtz (1971) a précisé la vitesse de convergence de X, vers X, via un théoréme central limite.
Soit une suite o, > 0 de réels telle que o, — oo. L’énoncé du théoreme central limite requiert
quelques hypotheses supplémentaires aux hypotheses précédentes.
— On suppose F lipschitzienne, bornée, de classe C', ayant des dérivées partielles uniformé-
ment continues, et telle que lim, sup,cp an|Fn(z) — F(z)| =0,
— a2G,, converge uniformément vers une fonction G' bornée et uniformément continue :
lim, sup,c . [@2Gyn(z) — G(z)| = 0,
alors la suite de processus oy, (X,, — X (., z0)) converge en loi vers le processus de diffusion V,
unique solution faible de I’équation :

AV, = G(X (t,x0))/?2dB; + VF(X(t, 20)) - Vidt, (5)

ol By est un mouvement Brownien, et V F'(z) est le gradient de F' au point z.

1.3 Application au modele de réactions chimiques

Dans cette section, on reprend les notations de la Section 1.1. En particulier, rappelons que
I’on a noté V le volume de la cellule, c’est-a-dire le volume dans lequel se passent les réactions.
L’ objectif ici est de regarder ce qu’il se passe lorsque le volume V' devient tres grand (dans les
résultats de Kurtz (1971), c’est donc V qui joue le role de n, et que nous faisons tendre vers
I’infini).

Rappelons ici une loi physique d’action des masses, qui nous sera utile dans la suite :

pour une composition en concentrations moléculaires donnée x € E,

Vi(x) = Vvi(x), 6)

ol v; désigne la vitesse de réaction par unité de temps et de volume.
Au processus de Markov a sauts pur Xy, on peut donc associer les fonctions suivantes :
— Pintensité Ay (z) = VR vi(2),
— laloi des sauts puy(x,dz) = Zf;l Opr0,/v(d2)qi(7),
- (@) = Y8, v2)0,
— Dy() = 3 0L, vile)|6:f



Si le volume V' augmente, les sauts 6; /) deviennent de plus en plus petits, 1’intensité des sauts de
Xy est de plus en plus grande, et la diffusion Dy, des sauts devient de plus en plus faible. Heuristi-
quement, on peut penser que la dynamique stochastique est proche d’une dynamique déterministe.
C’est en effet ce que I’on peut montrer en appliquant les résultats de Kurtz (1971) présentés dans
la section 1.2. Fy, est indépendant de ), on peut donc le noter F, et, si le volume est assez grand,
alors on peut contrdler Dy, et le rendre aussi petit que I’on veut, et donc appliquer le théoréme
de Kurtz (1971) : la dynamique du processus Xy, s’approche de la dynamique déterministe de X
solution du systeme d’équation différentielle : X'(s) = F(X(s)), X (0) = ao.

Remarque importante on a pu établir cette limite fluide grace a la loi d’action des masses (6).
Dans certains cas, cette loi physique n’est pas valide, ce qui nous amene a de nouveaux problemes :
c’est I’objet de la section suivante.

1.4 Un exemple : le phage \

On s’intéresse ici a la bactérie E. Coli, parasitée par le virus nommé "phage A’. Une bactérie
est un organisme unicellulaire. Le cas de la bactérie E. Coli parasitée par le phage A est un exemple
de cellule avec deux états d’équilibre stable : I’état lysogénique quand le virus est dormant dans
I’ ADN de la bactérie, et I’état lytiqgue quand le virus se multiplie et finit par détruire son hote.
Le passage d’un état a I'autre s’effectue suite a un stress extérieur. On présente ici un modele
simplifié, dans lequel la bistabilité est assurée par le gene CI du phage A, ce géne s’auto-régule.
On donne ci-dessous les réactions chimiques qui concernent le géne CI.

Deux molécules d’ARN de CI s’associent pour former un dimere Cls :

k1
2C1I = Cl,.
k_y
Le dimere CI; se place sur une région promotrice D, non occupée qui devient une région promo-
trice Dy en simple occupation :

ko

D+ CIl, = D.

k_2
L’état Dq déclenche la transcription du gene CI (P est la polymérase, nécessaire dans tout méca-
nisme de transcription) :

Di+P* D +P+nCl

Lorsqu’un autre dimere Cly s’associe a la région promotrice D; en simple occupation, D1 devient
une région promotrice Dy en double occupation. Dans I’état Do, la transcription est bloquée.
k3

D+ CIy, = Ds.
k_3

Enfin, les molécules d’ARN de CI peuvent *'mourir’ :
cr1 s,

Remarque 1 : au vu de ces réactions, on constate que peu de molécules de CI stimulent la
formation de nouvelles molécules CI (car D; est activé), mais beaucoup de molécules de CI ré-
priment la formation de nouvelles molécules de CI (car le site D; devient Dy en double occupation,
inhibant la transcription de CI). CI s’auto-régule.

Remarque 2 : On notera ¢, co, d, d1, d2 les concentrations en molécules de CL,Cly, D, Dy, Ds.
On alaloi de conservation suivante : d(t)+d; (t)+dz(t) = do. La concentration p de la polymérase
P est supposée constante.



1.4.1 Modéele déterministe

Le modele déterministe pour ce type de réaction chimique est donné par :

d(t) = —2kic®+2k_1co + nkadip — ksc

Cé(t) = klcQ —k_1co — kodco + k_ody — ksdico + k'_g(d() —d— dl)
d,(t) = —kdeg + k_le

dll (t) = kodcy — k_ody — kgdico + k‘_g(do —d-— dl)

En notant X = (c¢,c2,d,d;) on a X'(t) = F(X). Ce systtme différentiel posséde deux états
stationnaires stables, I’'un correspondant a I’état lytique (avec ¢ = co = dy = dy = 0), Pautre
correspondant a I’état lysogenique (avec ¢ # 0).

1.4.2 Modele stochastique

Soit V le volume dans lequel se passent les réactions. Soit Xy, = (¢, ¢2,d, dy) les concentra-
tions de CI,Cly, D, Dq. Xy, est un processus de Markov a sauts, les sauts étant obtenus en divisant
les 60; suivants par le volume V :

0, =(-2,1,0,0),0o = (0,-1,-1,1),03 = (0,—1,0,—1),04 = (n,0,0,0),05 = (—1,0,0,0),

et
0_1=—01,0_9=—03,0_3=—03.

La cinétique chimique nous permet de calculer la vitesse d’une réaction (par unité de temps et de
volume) :

Ul({L’) = k102, v_l(a:) = k_lcg, Ug(l') = deCQ, 1)_2<1') = k_gdl,
1)3((5) = kgdlcg, v_g(x) = k_g(do — d — dl),
va(x) = kadrp, vs(x) = kse.

On en déduit Fy(z) = 3.7 vi(2)6; = F(x).

D’apres les résultats de Kurtz (1971), F étant lipschitzienne, on a la convergence en probabilité
des concentrations Xy, vers la solution déterministe de X’ = F(X), de condition initiale X (0) =
limy—, o0 X1 (0).

On présente dans la figure 1 une simulation illustrant ce résultat.

2 Nouveau probléme : cas ou la limite fluide de Kurtz (1971) ne s’ap-
plique pas

2.1 Exemple introductif

Nous avons pu appliquer les résultats de Kurtz (1971) grace a la loi physique d’action des
masses. Or cette loi demande plusieurs conditions physiques, notamment que les molécules soient
en quantité suffisante. En particulier, dans le cas du phage A, il y a peu de molécules Dy, Dy = 1
(une fois que E. Coli est infectée par le virus A il n’y a pas de surinfection) et la loi d’action des
masses n’est plus valide... Lorsque nous avons pris la limite déterministe, nous avons remplacé
la quantité dy par une concentration macroscopique qui a uniquement un sens mathématique. En
fait, méme si 1’on fait tendre le volume vers I’infini de sorte que la dynamique de ¢, co devient
déterministe, la dynamique de d, d1, i.e. I’occupation des sites, reste un phénomene essentiellement
stochastique. La limite déterministe ne s’applique donc pas ici, comme le montre la figure 2. On
remarque le caractere discret de D, D (en effet, D + Dy + Dy = 1,et D, D1, Dy € N).

On constate deux points que I’on détaillera dans la suite, de maniere plus générale :
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F1G. 1 — Evolution des quantités de molécules de C'I, CI5, D, D;. La limite déterministe est mar-
quée en trait continu. Valeurs des parametres : V = 100, Dy = 100 (i.e.dy = 1), k1 = k_1 =
ko =k o=ks=k_3=0.1,k4 = 0.006, k5 = 0.01
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F1G. 2 — Evolution des quantités de molécules de C'I, CI5, D, D;. La limite déterministe est mar-
quée en trait continu. Valeurs des paramétres : V = 100, Dy = 1 (i.e.dy = 0.01), k1 = k_1 =
ko =k_9=k3=k_3=0.1,k4 = 0.3, k5 = 0.005



— L’évolution de {D, D1} peut étre décrite par un processus a sauts sur {0, 1}2. Lorsque le
site est non occupé (D = 1) ou en double occupation (D2 = 1), alors D; = O etil n’y a pas
de transcription de CI (les trajectoires de C'! sont décroissantes). Lorsque le site Dy = 1,ily
a transcription et donc production de la molécule CI (les trajectoires de C' sont croissantes).

— Entre deux sauts concernant D, D, Do, si les molécules de CI, Cls sont en grand nombre,
la loi d’action des masses est valide, et le théoréme de Kurtz (1971) permet d’approcher la
trajectoire de C', C5 par des processus déterministes.

En conclusion, dans le modele de régulation des états lytique et lysogenique du phage A, les va-
riables D, D1 doivent étre modélisées par un processus de sauts sur {0, 1}2, et ne convergent pas
vers une limite déterministe. Le vecteur (C, Cy, D, D7) est markovien. De plus, pour des valeurs
fixées de D, D1, les molécules de CI sont produites ou détruites en grand nombre, ce qui permet
d’approcher I’évolution de C par un modele déterministe par morceaux. Il en est de méme pour Cs.
Le caractere déterministe par morceaux de la dynamique des variables C, Cs ne signifie pas que
les fluctuations de ces variables sont absentes. Au contraire, ces variables peuvent étre soumises a
des fluctuations importantes (figure 2). Cette possibilité conduit a une conclusion biologique : la
source des fluctuations n’est pas nécessairement la petitesse du nombre de molécules observées,
mais pourrait étre la petitesse du nombre de molécules non observées, autrement dit cachées (dans
cet exemple, il s’agit de I’occupation des sites : non occupé, en simple occupation ou en double
occupation).

2.2 Modele markovien déterministe par morceaux

Dans le cas ot certaines especes chimiques restent en faible nombre pendant toute la cinétique
chimique, la loi d’action des masses (6) n’est plus valide.

On s’intéresse donc au cas singulier ol certaines espéces chimiques sont rares, tandis que
d’autres sont fréquentes. Pour différencier ces deux types d’especes, on décompose le processus
markovien X en deux : X = (X!, X?). X! représente les concentrations des espéces en grand
nombre, et X? celles des especes en faible nombre. De méme que précédemment, X est un proces-
sus markovien de sauts, homogene, appartenant a I’espace DD de Skorokhod, muni de la probabilité
P. Le processus (X X 2) est a valeurs dans Fq x Es (E C R?, Ey C Rd/). On notera souvent
(x,y) une réalisation de X (¢) (pour un ¢t donné), avec z € Eq,y € FEj.

Avant de définir I’intensité A, et la loi de sauts i de X, définissons les temps de sauts suivants :

m =inf{t >0: X'(t) # X},
le premier temps de saut de la composante fréquente X', et
o = inf{t > 0: X%(t) # X¢},

le premier temps de saut de la composante rare X 2. On définit le premier temps de saut du proces-
sus X par
T = inf{t >0: X(t) 7& Xo} = inf{Tl,TQ}.

On supposera que presque slirement, les sauts 71 et 75 n’ont pas lieu en méme temps. Etant donnée
une condition initiale X (0) = (z1,x2) € E1 X Es, on note A1 (x1, X3) I’élément de R* U {+o00}
tel que

P(m > t|X(0) = (z1,22), 7 =11) = e (@91

et A\a(z1, Xo) I’élément de RT U {+o0} tel que

P(Tz > t‘X(O) = (x1’x2)77- — 7.2) — e*)\z(ac,y)t‘

LC représente la quantité moléculaire de CI
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En particulier, on a :
Eoy (7|7 = 1) = E(7|7 = 71, X(0) = (21, 22)) = 1/A1(21, 22)

et
Eyp) a0 (7|7 = 12) = E(7|7 = 12, X (0) = (21, 22)) = 1/Aa(21, 22).

Définissons a présent I’intensité \ et la loi de sauts p de X.

— Intensité de X :
On définit I'intensité A de X par: A(z,y) = A\i(z,y) + Aa2(x,y), pour (z,y) € E1 X Es.
Cette définition se justifie par la forme des intensités dans le cas des réactions chimiques :
A est égale a la somme des vitesses des réactions chimiques.
Si t est proche de 0, on a :

o(t) sik > 2,
P, ,(ily ak sauts entre les instants O et t) = ¢ A(z,y)t + o(t) sik =1,
1 =Xz, y)t+o(t) sik=0.

La propriété ci-dessus est une conséquence du fait que le processus de comptage des sauts
est un processus de Poisson homogene.
— Loi des sauts de X : on définit

)\1('%'7:9)

,U((:U>y)7A) = ,ul(x:yvAy) /\(.%' y)

+,U/2(:C7y7A.T) (7)

On peut donc écrire

,u((x, y)v du: dv) = )‘1(:67 y)/)‘(xa y),ul (xa Y, du)éy(dv)—l—)\g(x, y)/)\(:r, y)/@(fcv Y, dv)ém(du>

On peut également donner le générateur infinitésimal et la fonction compensateur de X :
— Le générateur infinitésimal de X :
Le générateur infinitésimal A, défini sur le domaine D(.A) des fonctions f définies sur
FEy x Ey, avaleurs dans R et telles que la limite suivante existe :
By (f(X(1), Y (1)) — f(2,9)

lim .
t—0 t

Si la limite existe, on note A f (z, y) cette limite. Le générateur est (cf. Ethier et Kurtz (1986)
p.162) :

Af () = Mz, ) [E ) — (@ y)u((, ), du, dv) ®)

— Le ’compensateur’ de X :
Définissons le compensateur du processus de Markov a sauts X par la fonction suivante :

Fx(z,y) = A(fm/)/E o) = @ y)lul(@, ), du, dv)

. )\1($7y)
= )\(;U’y)[\/El(u—l',O)Mﬂl<$7yvdu)

Aa2(z,y)
+/EQ(O,U —9) )\2(%?/) wa(z,y, dv)]

= (F1(z,9), Fa(2,y))

ou Fy(z,y) = M(2,y) [, (z—2)p(2,y, dz) et Fa(@,y) = Ao (2, y) [, (z—y)p2(z,y, dz).

(&)
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Ainsi qu’il a été€ pressenti dans 1’exemple du phage A, lorsque certaines molécules sont rares,
on ne peut pas approcher le comportement de X de maniere déterministe. L’ aspect stochastique est
conservé du fait des molécules rares qui peuvent &tre tant6t présentes, tantdt absentes, de maniere
aléatoire (elles "sautent’ de 1’état *présente’ a I’état "absente’). De plus, suivant 1’état *présente’ ou
“absente’, ’environnement cellulaire est différent, et la dynamique des molécules fréquentes est
donc différente. Ainsi, dans des conditions asymptotiques, ou le volume V de la cellule augmente,
ou le nombre de molécules fréquentes est important, nous posons la conjecture que la dynamique
des molécules fréquente va s’approcher d’une dynamique déterministe conditionnelle a 1’état des
molécules rares. Ainsi, on aura plusieurs dynamiques déterministes des molécules fréquentes : une
modification de 1’état des molécules rares implique un changement de régime de la dynamique des
molécules fréquentes.

On cherche a donner un résultat similaire a celui de Kurtz (1971) : i.e. un résultat de limite
fluide, lorsque les molécules fréquentes sont en grand nombre dans un volume ) grand. Pour cela,
nous devons donner des résultats théoriques, plus généraux que ceux de Kurtz (1971). Dans le cas
précédent, nous avons travaillé avec un processus Xy, et donné sa limite quand V — oc. Ici, au
lieu de noter Xy, on notera la suite X,, indicée par les entiers, pour simplifier les notations. On
travaillera donc avec une suite X,, = (X}, X2) de processus, et on cherchera 2 montrer un résultat
de convergence en loi de X, vers un processus déterministe par morceaux (Radulescu et al., 20006;
Davis, 1993).

On considere donc a présent une suite X,, = (X}, X2) de processus de Markov a sauts.
A cette suite, et avec des notations évidentes, on associe les suites des intensités \"(z,y) =
Az, y) + A5 (z,y), et des lois de sauts

1 (z,y, du, dv) = AN (x,y) /A" (2, y) 1} (x, y, du)oy (dv) + 25 (2, y) /N (z, y) sy (2, y, dv) 6, (du).

Pour simplifier, on considére des espaces d’états £y C R, Ey C RY indépendants de n. On note
F'(z,y) = (F{'(z,y), F3'(x,y)) le compensateur du processus X,.

Pour donner un résultat de convergence, nous allons procéder de maniere classique, en mon-
trant d’abord la tension de X, (preuve donnée dans la suite), puis en montrant qu’il n’y a qu’une
valeur d’adhérence possible pour la suite X,,, et que cette valeur d’adhérence est un processus dé-
terministe par morceaux (ce résultat n’est pas encore prouvé, références pour la suite de ce travail :
Xia (1994); Kurtz (2007); Kushner (1994)).

3 Tensionde X, = (X!, X?)

Théoreme de Jacod et Shiryaev (1987) (p. 317) : Soit (Y,) une suite C-tendue de processus d-
dimensionnels ; soit (Z,,) une suite tendue de processus d’-dimensionnels. Alors la suite (Y;,, Z,,)
de processus d + d’-dimensionnels est tendue.

3.1 Définitions et théorémes sur la tension dans D et C

DEFINITION DE LA D-TENSION : Une famille de processus cadlag est tendue (ou D-tendue) si
la famille des distributions correspondantes est tendue, i.e. si pour tout € > 0 il existe un ensemble
compact K de D (espace des processus cadlag) tel que P(X,, ¢ K) < € pour tout n.

THEOREME (Jacod et Shiryaev (1987) p.314)
La suite de processus cadlag X, est D-tendue si et seulement si

1. pourtout T € R*, € > 0, il existe ng € N* et K € R™ tels que

n>ng = P(sup | X,(t)] > K) <
t<T

12



2. pourtoutT € RT, € >0, n > 0, il existe ng € N* et § > 0 tels que
n>ng = P(wp(Xn,8) >n) <e
ol

wp(Xp,6) = inf{max  sup | X,(s)—X,(u)|: 0=ty <...<t,=T,inf(t;—t;_1) > 5}
i<r u,SE€[ti_1 ;) 1<r

DEFINITION DE LA C-TENSION : Une suite de processus X,, cadlag est dite C'-tendue si elle
est tendue, et pour toute sous-suite convergente X, , la loi limite charge I’espace C' des processus
continus.

THEOREME (Jacod et Shiryaev (1987) p.315).
La suite de processus cadlag X,, est C'-tendue si et seulement si :

1. pourtout T € R, € > 0, il existe ng € N* et K € R tels que

n >ng = P(sup |X,(t)] > K) <¢
t<T

2. pourtoutT € RT, € >0, n > 0, il existe ng € N* et § > 0 tels que

n > nyg = P(wr(X,,d) >n) <e.

ou
wT(Xnvé) = sup ’Xn(s) - Xn(u)|
fu—s] <3,
u,s <T

3.2 Quelques inégalités de martingales

J’adapte ci-dessous des inégalités de martingales, présentées dans mon mémoire de DEA.
L’indice n n’est pas utile dans cette section, il sera omis.

Soit une fonction ¢ convexe définie sur R* de classe C2 et vérifiant ¢(0) = ¢'(0) = 0, ¢ > 0.

Le processus

Z :(Xl(t) — x'(0) - /Ot P (XY(s), X2(s))ds, X(£)% — X(0)% — /Ot FQ(Xl(s),XQ(s))ds)
=(Z'(s), Z%(s))

est une martingale. Z' est donc également une martingale, relativement 2 la filtration naturelle
associée au processus Z. L’inégalité de Doob donne donc, pour toute fonction convexe positive et
toutn > 0:

Px,y(ililg 1ZH(6)] > ) < () Ery(6(127(1)]) (10)

Nous admettons le caractére markovien du processus (X, Z). Ce caractére markovien permet
d’utiliser les propriétés de son générateur infinitésimal.

Soit f(x,z) = f(z), ol z, z sont deux éléments de E' x E?, et f une fonction positive sur
(E' x E?)2, ne dépendant que de sa seconde variable, et de classe C!. Si

48@9=M@) [ {f@-7+2) - 1) - (@ - 2)- V1) . )



est bornée pour tout (Z, Z) alors (cf. lemme p. 16, rapport de DEA) :

t
E:f(Z(1)) < £(0) + /0 ErAF((X'(s), X2(s)), Z(s))ds.

Cette inégalité permet, via 10, de majorer P(sup,<, |Z'(s)| > n).

1. On considere que ¢ est bornée sur R™ (par exemple,

u® siu € [0,1]
ou—(a—1) siu>1

pour v > 2).
Alors ;
Pz,y(sgrg 1Z(s)| > n) < ¢(77/2)_1(75M$P(81£ 1Z1(s)] < n/2)
s< S
+ tCH(ﬁ”HooleP(SgI; 121 (s)] > n/2))
S_
ou
- le = SUD(y y)c B x B2 Az, y) fEl %|w — 21 (2, y, dw) < oo,
- M(; = SUD(y,y)eE1x E2 (25(”11) - x’)lu’l(x7 Y, dw) < 0,
- CeRT,

— |[¢"]] = supyer+ [(u)].
Preuve succinte

Soit 0 < € < net

| pu—e€) siu€ e, +o0]
Pelu) = { 0, siu € [0, €[

On applique le lemme rappelé ci-dessus a f.(z) = ®.(|z!]).
On a alors, en utilisant la preuve notée dans mon mémoire p.20-21,

folz +w) — folz) —u- Vil2) < { ou)) il <e

Cllg"||lu? si|zt] > e

Par conséquent, en prenant e = 7)/2, on a :

E(Z' () < sup A /

TEE1x E2

e sup A@) /
T ElxE

TEEIx E2

ouw = (w,ws) € B! x E?,ie.

P2 (0D < swp M(@) [ 6w —aln (@ dw)Plsup |2 (9)] < 1/2)

TEREL1x E2

I s A@) [ Sl = aluld, do)Plsup |2 () > /2)

TeElx E2 s<t

14
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2. On considere que ¢” est en plus décroissante sur R™ (par exemple, ¢(u) = u*,1 < a < 2).
On suppose que pour n € N,

1

swp  Nwy) [ oG i oy dudo) < .
(z,y)EET X B EnxER

Alors, en reprenant le méme raisonnement que dans mon mémoire, adapté ici encore au cas
de la martingale Z', on montre que :

d
Palsup |2 (9)] > ) <o)t swp (@) [ Y oGl — (@ du) (12
=1

s<t TeEl1x E2

3.3 C-tension de X!

Hypotheses :
— 1l existe une suite €, de réels décroissant vers 0, telle que

im s A(ey) / i — 2 (2, ), du) = 0 (13)
" (zy)EEPXEY |lu—z|>en

Onnote (|| DIl = $up, $up(e e g X2 9) fg g (s 0) (o) P (2. ) (dt, o),
On suppose ||| D||| < oc.
- lim, 00 X5, (0) = 0 p.s.
On note |||F'[|| = sup,, Sup (. ) cpr x gy Fn(2,y). On suppose ||| F||| < occ.

— On suppose que (X2),, prend ses valeurs dans un ensemble borné.
On suppose que pour tout n, les sauts de X?2 sont minorés par 1 (X2 fait des sauts d’incré-
ment supérieur a 1, puisque X,zl représente un nombre entier de molécules

DEMONSTRATION DE LA C-TENSION DE X! :
PREUVE DU POINT 1.

Soient T € RT,e > 0, K € RT.

On introduit le processus :

Zu(t) = Xo(t) — X, (0) /O Fu(Xo(0))dv = (Z4(1), Z2(2)).

Pour tout n, le processus Z,, est une martingale relativement a la filtration (D;) ;<7 des processsus
cadlag de dimension d + d'.

vVt <T,
t
| X, (1)) < |sup|Z,(t)] 4 sup | X, (0) +/ Fy (Xn(v))do).
t<T t<T 0
Donc

P(sup | X,(t)| > K) < P(sup | Z,(t)| > K/2) + P(sup | X,(0) +/ Foy(Xn(v))dv| > K/2)
t<T t<T t<T 0

< Ji+J2
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D’apres I'inégalité 12,

< Dl (14)

[l = Sup,sup(eyycrp ey M (2.9) [ lu — 22} (2.9).du) < [|[D]]|. Linégalite
précédente pour .J; est valable pour tout n, et tend vers O lorsque K — +oc.
Pour Js,

Jo < P(|Xn(0)] + T FI[| > K/2) < P([Xn(0)] > K/4) + P(T||F|l| > K/4).  (15)

Il existe Ko tel que P(T|||F||| > K/4) = 0 car |||F||| < oo, enfin, il existe ng tel que
P(]X,(0)] > K/4) < € car X, (0) est supposé converger vers 0, p.s. donc également en pro-
babilité. Finalement, on a montré le ler point.

PREUVE DU POINT 2.
Soient 7' € R™, e > 0,7 > 0.

On a
P( sup [X3() = X}l > ) <P( sup | [ FACE ()l > /2
|lu—s|<o [s—u|<d
+P( sup | X, (s) — Xp(u) — / Fy(Xn(v)dv| > n/2)
|lu—s|<d u
<P+ P
ler terme

P(supj,_ u‘<5]f FY(X,(v))dv| > n/2) < P(S|||F]|| > n/2). Si J est assez petit, alors
PEIF[|| >n/2) = 0.

2&me terme
Pour le deuxiéme terme, on reprend la méthode utilisée dans mon mémoire de DEA.
Soit (¢;)i=1,.. une subdivision telle que 6 < t;41 —t; <2, pouri =1,...,p—1,t, =T et
t1 = 0 (p dépend donc de § et T').
Ona:
P( sup |Z)(s) = Zp(w)| > n) < P(UZ) sup  |Zy(s) = Zh(t:)| > n/3) (16)

|s—u|<o t;<s<tiy1

11 suffit donc d’étudier P(supy,<,<, ., |ZL(s) — ZL(#;)] > n) et d’appliquer des inégalités de
martingales 2 la martingale (Z!(s) — Z}(t;))s,<s<t,,,. On montrera qu’il existe ng et § > 0 tels
que n > ng implique Py < P(supj,_g <5 Z}(s) — Zy(u)| > n/2) <e.

On considere la fonction convexe

u? si0<u<1
(I)(u)_{ du—3 siu>1

on a toujours ®(u) < 2u?.

P( sup |Z,(s) — Zy(t1)] > n)
t1<s<ts

<o) -t sp Ny [ a0 s (26 - 20 <0/2)

(z,y)€EETXER t1<s<tz

+C||e"]]  sup A’f(fvay)/ u— i (2, ), du) P sup |Z,(s) — Zy (t1)] > 1/2)

(z,y)EET X E3 E7 t1<s<ts

<IL+1
17)
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On suppose que 0 < €, < 1 pour tout n (quitte a considérer a partir d’un certain rang).

/ B{u — |} (. ), du) < / hu — (), du) +2 / fu — 2P} (2, y), du)
EP xEY lu—z|<en

lu—z|>€n

<& /E 2?1 (), du) + 2 / (),
v u—x|>en

1
D’ou

1 < 20(5/2)7 (t2 — t1) (1Dl

n 2. n (18)
+ s Xi(wy) fu = a2 (2, y), du) )
(z,y)EET X EY |lu—z|>€n
Pour 15, on remarque que
P( sup |Zy(s) = Zy(t1)] > 1/2) < \/P( sup | Z(s) — Zi(t1)| > n/2)
t1<s<tg t1<s<tg
4 n 2,n
<y [mlta—t)  sup A(,y) [ u—zPpi((z,y), du)
n (z,y)EE} X EY Eq
4
< |/ 55— ellDal
Ui
par la relation 12.
D’ou,
2 _
I < 5@(77/2) Hta = 01)* 201 @" || - (11D |2 (19)

Comme Ef;ll tiv1—ti =T,

P(| SU|p<5|Z%(8) ~ Zy(u)] > 1) S2‘1>(77/6)*1T(63,,IHD1H!

bosw Ny [ el d) Qo)
(z,y)€EETXEY lu—z|>€n

6 _
+ o, 20/6) 'T(20)'2C|9"|| - || Dyl

En faisant tendre n vers I’infini, et § vers 0, on montre ainsi que

P( sup |Z,(s) = Zy ()| > n)
ls—u|<d

peut étre rendu aussi petit que I’on veut.
O
Remarque : 1’inégalité 20 ne peut pas étre vérifiée par X2
On a donc montré que X! est C-tendu.
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3.4 D-Tension de X2

PREUVE DU POINT 1

Nous avons supposé que (X ?2),, prend ses valeurs dans un ensemble B borné, indépendant de
n : sup,, sup, | X2(t)| < K, with K > 0. On a donc :

VT > 0,Vn, P(sup;<p | X2(t)| > K) = 0.

Pour la preuve du POINT 2, on rajoute une /zypothése : sup,, sup,, , An (7, y) < 00

PREUVE DU POINT 2

SoientT' > 0,e > 0,1 >n> 0,6 >0,

alors les événements suivants sont équivalents :

- wh(X2,6) <n

— il existe une subdivision (%;); de pas > ¢ telle que Vi, sup, ,cs, 4, ,) |X2( ) — X2 (u)| < n

— il existe une subdivision (t;); de pas > J telle que X 2 ne saute pas dans les fenétres [t;, ;1 1)

— il existe une subdivision (¢;); de pas > § telle que les temps de sauts de X2 sont parmi les
t;

— les temps de sauts de X2 sont espacés de plus de &

— (en notant 77 un temps de saut de X2, et NJ* le processus de comptage associé aux sauts
de X2, on note N; ce processus pour ne pas alourdir les notations) 7% > 6,75 — T? >

O, TR, —Th, 1 >0

Or,ona:
o0
P(T} >6,..., T}, = TRy1 > 0) =Y _P(T{ >6,...,T; =T}, > 6)P(Nr = j),
7=0
et T2, T3 —T2,... ,Tj2 — sz_1 sont indépendants. En effet, nous avons fait ’hypothese que le
processus X, = (X!, X2) est un processus de Markov homogene en temps, donc les v.a. Ty, —

Ty—1 des différences des temps de sauts de X, sont indépendantes. Comme T? — T2 | = T}, —
T,, avec m < k, 'indépendance des différences des temps de sauts consécutifs de X,, assure
I’indépendance des différences des temps de sauts consécutifs de X 2.

De plus, dans le cas du processus X, ona: P(Ty —Tj—1 > 6) > 1—sup,, sup, , An(7,y)d+
0(8) si & est assez petit. Dans le cas du processus X2, on adonc : P(T? —T? | > 6) = P(Ty —
T >0) > P(Ty —Tk—1 > 6) = 1 — sup,, sup, , An(z,y)d + 0(4).

Finalement :

P(TE>0,... Ty

T

TNT 1>90) > Z (1 — supsup A\, (2, )8 + 0(8))? P(Np = j)

J "oy
= B[ = supsup A, 9)3 + o)1}
= E{exp[Nr log(1 — sup sup An (2, )0 + 0(4))]}

n T,y

Or exp[Nr log(1 — sup,, sup,, , An (@, y)d +0(d))] — 1 p.s. et pour tout n lorsque 6 — 0 (N7 est
presque siirement fini, de moyenne bornée par sup,, sup,, ,, An(x,y)T). De plus, il existe dg tel que
Vo < 6o, exp[N7 log(1 — sup,, sup,, , Adn(7,y)d +0(0))] < 1. Alors, le théoréme de convergence
dominé assure que E{exp[Nr log(1 — sup,, sup, , An(7,y)d + 0(d))]} — 1 lorsque 6 — 0.

En conclusion, il existe dp > 0 tel que pour tout n, on a

P(wip(X2,0) >n) <e

Ce qui démontre le second point de la tension de X2, et achéve la preuve de la tension de X,.
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