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Résumé —

Dans les systemes rotor de nombreux défauts peuvent venir complexifier la réponse dynamique et
faire apparaitre un comportement non-linéaire non négligeable lors d’une phase de dimensionnement.
De plus I'identification précise des parametres de ces défauts peut s’avérer difficile, ce qui implique de
les considérer comme pouvant étre aléatoires. Afin de résoudre le probleéme dynamique non-linéaire avec
prise en compte d’incertitudes, nous proposons donc de combiner une technique de Balance Harmonique
(HBM) avec une méthode de chaos polynémial (PCE).

La méthode HBM consiste a exprimer la réponse non-linéaire en série de Fourier [1]. Dans le cadre
de I’étude, elle permet la prise en compte a la fois des excitations harmoniques, super-harmoniques et
des non-linearités introduites par les différents défauts.

Pour modéliser le probleme dans le domaine stochastique on utilise la méthode du chaos polynémial
[2]. Cette derniere consiste a exprimer la réponse dynamique sur une base de polyndmes d’Hermite.
Dans cette étude les incertitudes portent tout aussi bien sur les termes de raideur, d’amortissement, gyro-
scopique et de masse que sur les termes non-linéaires.

Afin d’illustrer I’efficacité de la méthodologie mise en place, les résultats sont comparés a ceux
obtenus par des simulations de Monte Carlo (MCS), réalisés pour un systéme rotor présentant des défauts
tels qu’un balourd sur un disque du systeme, une dissymétrie de la section de I’arbre, un désalignement
parallele ou angulaire entre deux arbres liés par un accouplement et enfin une déformation initiale de
I’arbre ("bowed rotor").

Mots clés — incertitudes, défauts, dissymétrie, désalignement, stochastique, rotor, chaos polynomial

1 Introduction

Généralement un systéme rotor peut étre soumis a de nombreux défauts [3]. Dans cette étude on a

choisi de s’intéresser aux différents défauts suivants :

— Le balourd est ’'un des défauts les plus courants dans les systemes tournants. Ce phénomene est
lié au fait que le centre de masse d’un disque ou d’un élément de 1’arbre n’est pas aligné avec 1’axe
de rotation. Celui-ci se modélise par une masse excentrée générant un effort tournant.

— Un autre défaut couramment observé est le désalignement entre deux arbres du systeme rotor.
Pour ce défaut on distinguera le désalignement parallele et le désalignement angulaire. De plus
différentes modélisations existent selon que le type d’accouplement entre les arbres soit flexible
[4, 5] ou bien rigide [6, 7, 8].

— Une dissymétrie de 1’arbre est généralement liée a la présence d’une fissure ou bien liée a la géo-
métrie de la section. De nombreuses études ont été réalisées afin de prendre en compte la présence
de fissures [9, 10]. On considérera dans ce papier uniquement le cas d’une section asymétrique de
I’arbre. Pour ce cas, des modélisations ont été proposés en repere tournant par Oncescu [11] et en
repere fixe par Lalanne et Ferraris [12].

— Enfin on s’intéressera au cas d’un arbre présentant une déformation initiale ("bowed rotor"). Cette
déformation initiale pouvant étre liée aux effets thermiques ou bien liée aux effets de la gravité
lors de I’arrét de la machine [13, 14].

Finalement tous ces défauts peuvent avoir un effet néfaste sur le comportement de la machine et

par conséquent peuvent réduire nettement la durée de vie de celle-ci. De plus I’identification précise



des différents parametres de ces défauts peut s’avérer difficilement. Par conséquent ces parametres sont
généralement mal connus et peuvent donc €tre considérés comme aléatoires.

L’ objectif de ce papier est donc de proposer une méthodologie permettant de quantifier les effets de
ces défauts aléatoires sur la réponse dynamique non-linéaire du systeme tournant. Dans une premiere
partie le modele de rotor utilisé sera brievement décrit, ainsi que les modeles des différents défauts
étudiés ici. Le couplage d’une méthode de Balance Harmonique avec une méthode de Chaos Polynomial
sera détaillé dans une seconde partie. Puis le dévelopement des quantités aléatoires pour chaque modele
de défauts sera présenté. Pour finir I’efficacité de la méthode sera démontrée au travers de simulations
numériques.

2 Systeme rotor

2.1 Mise en équation

Le systeme rotor considéré est présenté dans la Figure 1. Il est constitué d’un arbre et de deux disques.
L’ arbre est discrétisé en 10 éléments finis poutres de type Euler avec 4 degrés de liberté a chaque noeud,
avec une section asymétrique sur les éléments 3, 4 et 5 et une section circulaire sur les autres éléments.
Le systéme ainsi constitué est supporté a ses extrémités par deux roulements.
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FIG. 1: Systeme rotor

Apres assemblage des éléments de 1’arbre, des disques et des paliers, 1’équation de mouvement du
systeme est donnée par
Mx+ (C+oG)x+ (K +Kp)x=f €))

avec M et G les matrices de masse et gyroscopique, K; et K, respectivement les matrices de raideur
de I’arbre et des paliers. C est la matrice d’amortissement de 1’arbre. f correspond aux efforts appliqués
sur le systeme incluant les effets de la gravité, le balourd et les efforts générés par les défauts. X, X et x
sont I’accélération, la vitesse et le déplacement des degrés de liberté du rotor. m la vitesse de rotation de
Iarbre.

2.2 Modélisation des défauts
2.2.1 Balourd

Dans cette étude on consideére un défaut d’équilibrage sur les disques. Ce défaut peut alors se mo-
déliser comme 1’ajout sur le disque d’une masse m, excentrée d’une distance d, par rapport a I’axe de
rotation. Par conséquent cette masse génere un effort tournant définit, pour les degrés de liberté du disque
v w 0 ], par

= [medem2 cos(ot + ) Med, sin(wr +vy,) 0 O]T 2)

avec Y, la position angulaire initiale autour de 1’axe z.

2.2.2 Dissymétrie

On considere ici une dissymétrie de section au niveau d’un élément de 1’arbre. La géométrie retenue
est une géométrie circulaire pour laquelle on ajoute deux méplats de part et d’autre de I’axe de I’arbre. La
profondeur de chaque méplat étant noté . Par conséquent cette section possede des moments d’inertie
principaux différents dans le repere tourant que I’on notera Ix et Ix. En utilisant les développements



proposés par Oncescu dans [11], on montre que pour un élément dissymétrique les matrices élémentaires
de masse, de raideur et gyroscopique peuvent s’exprimer dans le repere fixe sous la forme

M = Mt + Mr + M¢ cos (20t + 2y,) + Mg sin(2z + 2y,) 3)
K = K{+ K cos(2mr +2y,) + K sin(20¢ + 2vy,,) 4)
G =G;j )

Les expressions de Mty, Mr(, M¢, M, K§, K¢, K¢ et G{j peuvent étre aisément calculées a partir des
expressions données dans [11].

2.2.3 Arbre initialement déformé

La modélisation retenue ici consiste a exprimer I’équation du mouvement du systeme dans le repere
tournant

Mrir + DrXr + I<r (Xr - XOr) = fr (6)
M, X, + D%, + K;x, = £, + KXo, (7

ou Xo, est la déformation initiale. Cette équation fait apparaitre un terme d’effort lié a la présence de la
déformation initiale. Par conséquent apres passage du repere tournant vers le repere fixe, cet effort peut
se mettre sous la forme d’un effort tournant que 1’on notera

£ = £ cos(or ) + £ sin(or) (8)

2.2.4 Désalignement parallele

Dans cette partie, la modélisation proposé par Lees dans [8] est utilisée. Le modéle d’accouplement
entre deux axes considéré ici est constitué de deux disques reliés entre eux par N = 3 liaisons boulonnées.
Pour le premier élément d’accouplement ces liaisons sont réparties sur un cercle de rayon r, tandis que
pour le deuxieme élément ces liaions sont réparties sur un cercle de rayon r décalé d’une longueur 8, par
rapport a I’axe de rotation. On considere que les deux arbres tournent a la méme vitesse de rotation.

Les éléments de liaison sont sollicités principalement en cisaillement. Apres calcul de 1’énergie
de déformation dans le systeme d’accouplement ainsi considére, on montre que ce systeéme peut se
modéliser comme un élément de raideur K™ et un effort £ agissant au niveau du degrée de liberté
Ve we 6 \|IC]T situé a I’extrémité de I’arbre :

K™ = Nk, "1 = Nkpd,[sin(ot) 1—cos(ot) 0 0] ©)

0

avec kj, la raideur en cisaillement des éléments de liaisons.

2.2.5 Désalignement angulaire

On considere toujours un élément d’accouplement composé de deux disques et trois éléments de
liaison. Les axes des deux disques étant désalignés angulairement d’un angle o, autour de 1’axe x. Les
éléments de liaison sont donc sollicités en traction, et posseédent une raideur k (éléments 1 et 2) ou une
raideur k + k' (élément 3). Apres calcul de 1’énergie de déformation, ce défaut se modélise avec une
raideur paramétrique K™ et un effort £2 :

0 0
1 0 1 0
my _ & N2 1/ 2
K™ = 3 (3k+k')r 1 + 2k r cos(20¢)  sin(2ot) (19)
1 sin(2wr) —cos(20¢)
1
2 — _Eamﬂ [0 0 3k+Kk +Kcos(or) K sin(2er)]” 1D



2.3 Expression finale

Finalement apres assemblage des matrices des différents éléments (arbre, disques, paliers et accou-
plement), I’équation de mouvement du systeme complet peut s’écrire sous la forme

Mx+Dx+Kx=f (12)
avec
M =M, + M, cos(2wt) + M sin(20¢) (13)
K =K, + K. cos(2m¢) + K;sin(2mr) (14)
D=C+o0G (15)

avec M, K et D les matrices globales de masse, de raideur et d’amortissement construitent par assemblage
des matrices élémentaires M¢, K¢, G¢ et des matrices de raideur des défauts K™ et K”2. L effort f est
déterminé a partir des efforts liés aux défauts (£, 2, £ £72) et des efforts diis a la gravité. Il est a noter
que I’amortissement utilisé dans cette étude est un amortissement de Rayleigh de la forme

C = 0yKo+ BsMp (16)

avec oy et By les coefficients d’amortissement.

3 Technique de Balance Harmonique couplée au Chaos Polynomial

3.1 Systeme déterministe

De part la présence de défauts, le systeme rotor est soumis a des excitations périodiques. Par consé-
quent la réponse dynamique x(¢) ainsi que I’excitation f(7) peuvent étre exprimées comme des séries de
Fourier d’ordre m [1] :

x(t) = f’ (A, cos(nwt) + B, sin(not)), f(r) = i (S, cos(nwt) + T, sin(not)) (17)
n=0 n=0

En substituant les expressions précédantes dans 1’équation de mouvement du systeme complet, I’ex-
pression ainsi obtenue peut &tre mise sous la forme d’un systéme linéaire de dimension (2m + 1)ngg
avec ngg; le nombre de degrées de liberté :

LX=f (18)
avec L, X et f définis par
L=I+L+1; (19)
X=[A0 A; B, .. A, B, (20)
f=[So S T, .. S, T,)7 1)

ou I; correspond a la réécriture des termes constants ( MoXx + Dx + Kox = f ) sous forme d’un sys-
teme linéaire. I, correspond aux termes paramétriques en raideur ([K.cos(20¢) + K;sin(20¢)]x = 0). I3
correspond aux termes paramétriques en masse ([M.cos(20¢) + M;sin(2mr)|x = 0).

3.2 Modéele stochastique

Dans un probleme de dynamique de rotor, des incertitudes sur la réponse dynamique peuvent appa-
raitre du fait de la précison de fabrication. Par conséquent les parametres mécaniques tels que la masse,
la raideur, I’amortissement ou la géometrie du sytéme peuvent s’avérer incertains. De mé&€me les efforts
appliqués au systeme peuvent aussi étre considérés comme étant aléatoires du fait de la difficulté d’iden-
tification des paramétres des défauts. C’est pourquoi dans cette partie on considére les quantités L, f et
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X étant aléatoires. Par conséquent en utilisant la notation t pour indiquer le caractére stochastique d’une
variable, I’équation (18) peut se mettre sous la forme

L(1)X(t) =f(7) (22)

ot () est déterminé a partir des quantités aléatoires M(t), D(t) et K(t) mais aussi a partir de I’équation

L(t) =1(t) + (1) +I3(1) (23)

3.3 Incertitudes sur les défauts

En appliquant un dévelopement de Karhunen-Loeve avec une formulation de type Galerkin [2] sur
les quantités physiques ou géométriques aléatoires considérées, chacune de ses quantités peut étre écrite
sous la forme

L
a=a+) &a (24)
=1

ot {&;,...E.} est un ensemble de variables aléatoires orthonormées, a est la quantité aléatoire considérée,
a sa moyenne et a; la [-ieme composante du dévelopement de Karhunen-Loeve.

Les dévelopements ainsi obtenus sont injectés dans les définitions des matrices de masse, de raideur
et d’amortissement ainsi que dans les termes d’effort. Aprés réarrangement les expressions ainsi obtenues
peuvent étre réécrites sur la base du chaos sous la forme :

n n n n
K(‘C) = ZK,‘IPI', M(T) = ZM,"P,‘, ﬁ(’t) = Zﬁilpia f(‘C) = Zfilyi (25)
i=0 i=0 i=0 =0

Dans cette étude on considérera comme étant alétoires les parametres tel que la masse du balourd, la
position angulaire, le module d’Young de I’arbre, etc. Pour chaque parametre une modélisation a 1’aide
de variables aléatoires gaussiennes a été proposée. Les différents parametres aléatoires retenus ainsi que
les modéles associés sont présentés dans le tableau suivant ou la notation @ désigne la moyenne de la

Parametre Modele
masse du balourd 1 (T) =M (14 8,,E1)
position angulaire du balourd ¥u(t) = oy, 6o
module d’Young E(t) =E(1+8g&3)
profondeur de la dissymétrie h(t) = h(1+§,E4)
amplitude de la déformation initiale Ro(t) = o &s
désalignement parallele 5,(t) = o5, &6
désalignement angulaire O (T) = G0, &7

TAB. 1: Modélisation stochastique des parametres
quantité a, 9, son coefficient de variation et 6, son écart type.

3.4 Meéthode du Chaos Polynomial

Dans cette partie on choisit de développer la réponse dynamique aléatoire X(t) sur une base du
Chaos Polynomial sous la forme

(1) = ¥ X% (5(1) 26)
j=0

avec & = {&,} [15, 2] ,¥;(&(1)) les polyndmes d’Hermite multidimensionnels et X; le j-ieme vecteur
déterministe inconnu associé au polyndéme W¥;(E(t)). Par conséquent le systéme a résoudre peut étre
réécrit sous la forme

Y (X%, (5(1) = E(0) o7
=0



De plus en utilisant les équations (25) dans la définition des quantités L et f, on obtient alors les
expressions des quantités L(t) et f(t) sur la base du chaos

(1) = 2Ll~%<a<r>>, B(1) = 20 £ (E(0)) 28)

Finalement le systéme a résoudre est défini par

(z Liwi<a<r>>> ( 5 x,»wj@a») - % w,5) 9)
i= J= J=

qui peut, apres projection sur le sous-espace {Wy}7°_,, étre mise sous la forme

co oo

Y Y E{(WYWILX; = RE{¥]}  k=0,1,.. 0 (30)
i=0 j=0

avec E{} désignant I’éspérance mathématique. Dans la pratique 1’expression prédédante peut étre tron-
quée apres le terme d’ordre P. P est le nombre de polynémes du chaos et peut €tre calculé en utilisant la
formule P = (’; Trr!)! avec p ’ordre du chaos et r le nombre de variables aléatoires. Ce systeme peut étre

mis sous la forme d’un systéme linéaire

LX=f (31
ayant pour composantes
R P
Lj=Y E{¥¥,¥JL; jk=0,.P (32)
i=0
X=[Xo .. Xp|T, fT=[RE{¥} .. fBE{¥} (33)

4 Résultats

Dans cette partie, les effets des incertitudes sur la réponse dynamique non-linéaire d’un rotor pré-
sentant des défauts sont quantifiés a 1’aide de la méthode du Chaos Polynomial. La réponse dynamique
obtenue par le Chaos Polynomial étant exprimée sur une base de polyndmes d’Hermite, on propose d’ef-
fectuer des tirages sur ces polyndmes en utilisant une méthode de Monte Carlo afin de déterminer la
réponse maximale et minimale. Les réponses limites ainsi obtenues permettant de tracer 1’enveloppe de
la réponse non-linéaire.

Afin de vérifier la robustesse de la méthode, les résultats précédants seront confrontés aux réponses
calculées par une approche de Monte Carlo classique. Pour cette méthode classique on effectue 1000
tirages et pour la construction de 1’enveloppe on effectue 10000 tirages.

Bien que plusieurs jeux de parametres aléatoires aient été testés, on ne s’intéressera ici uniquement
au cas présenté dans le Tableau 2. Ces résultats sont présentés pour un ordre du chaos égal a 2. Cette

8E 6}1’1 G\VM 6/’1 GR 06[7 Gam
5% 5% 0.06rad 2% 10°m 10*m 5x10*rad

TAB. 2: Valeurs des parametres aléatoires

valeur a été choisie a partir d’une étude de convergence (non présentée ici) effectuée sur la moyenne et
variance de la réponse dynamique non-linéaire. Néanmoins pour des ordres plus élevés, on observe une
meilleure description des résultats autour des pics de résonance mais on note aussi une augmentation
importante du temps de calcul.

Les résultats présentés sur la Figure 2 permettent de comparer les FRFs des différents ordres de la
réponse non-linéaire obtenues par la méthode de Monte-Carlo et I’enveloppe construite par I’approche



PCE. On observe que ces résultats sont relativement similaires, validant ainsi la méthode PCE. De plus
on peut noter que le déplacement de I’arbre (Figure 2(f)) est principalement dfi au terme harmonique
(Figure 2(b)). On observe aussi une certaine dispersion des résultats obtenus sur les réponses 0x, 2x
et 4x (Figures 2(a), 2(c), 2(e)) que I’on peut expliquer par la présence d’un défaut de désalignement
angulaire.

5 Conclusion

Ce papier décrit le couplage d’une méthode de Chaos Polynomial avec une méthode de Balance
Harmonique appliqué a un probleme de dynamique de rotor. L’efficacité et la robustesse de la méthode
a été illustré sur un exemple numérique. De plus la validation des résultats issus de cette méthode a été
faite par comparaison avec les résultats obtenus par des simulations de Monte Carlo.

Les résultats obtenus montrent que la présence d’incertitudes sur les défauts tels que le balourd, un
arbre initialement déformé ou le désalignement parallele influent principalement la réponse harmonique,
tandis que la présence d’une dissymétrie ou d’un défaut angulaire influent la composante 2x de la ré-
ponse dynamique non-linéaire. Finalement cette étude souligne la nécessité d’identifier toutes les sources
de défauts dans un probléme de rotor afin d’éviter un dimensionnement incorrect.
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F1G. 2: Fonctions de Réponse en Fréquence ; enveloppes supérieur et inférieur (ligne continue rouge) ;
MCS (ligne pointillé grise); réponse déterministe (ligne mixte noire) : (a) composante statique; (b)
harmonique 1x ; (c) harmonique 2 x ; (d) harmonique 3 ; (¢) harmonique 4 x ; (f) réponse complete.



