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Plans en blocs pour la structure de corrélation N Nm

Mamadou KONE et Annick VALIBOUZE

L.S.T.A., Université Pierre et Marie Curie-Paris 6.

Tour 15-25, 4 place Jussieu, 75252 Paris Cedex 05, France.

Résumé. Les plans NN1 et N N2-optimaux ont été pleinement caractérisés par Kiefer et Wynn (1981), et Morgan et
Chakravarti (1988). Nous étendons ces résultats pour des plans ayant la structure de corrélation N Nm, correspondant a
des valeurs de m supérieures ou égales a 3. Nous donnons des conditions d’optimalités pour le modele N Nm. Pour la

construction des plans /N N'm-optimaux, nous utilisons les plans a voisinage équidistant, et les tableaux semi-équilibrés.

Mots clés : Structures de corrélation, plans en blocs incomplets équilibrés, optimalité universelle, tableaux semi-équilibrés.

1 Introduction

Nous considérons des situations expérimentales dans lesquelles v traitements sont administrés a b patients dans
k périodes. Le probleme est de donner la meilleure structure d’expérience, vis-a-vis de criteres d’optimalité
pour la mesure des effets. Nous notons {2, ; 1, 1a classe de toutes les structures possibles de ce type.

Soit Y4, la mesure expérimentale obtenue lorsque le i'®™¢ (1 < 4 < v) traitement est appliqué au s'*™¢
(1 < s < D) patient a la gieme (1 < ¢ < k) période. La structure de corrélation du voisin le plus proche du
mi®me ordre, NNm (NN pour “nearest-neighbor”) considérée est, pour 1 < m < k — 1,
02p|£,w sis=s,[0—0|<m

COV(KJSK»KL’S’Z’) = { (1)

0 sinon ,

. . ~ . 2. L . . , .
i.e., toutes les observations ont la méme variance o<; la corrélation entre les observations effectuées sur dif-
férents patients est nulle ; deux observations réalisées sur le méme patient sont d’autant plus corrélées qu’elles
sont voisines plus voisine. Dans le modele (1), p; désigne le coefficient de corrélation entre observations

immédiatement successives, po le coefficient de corrélation entre observations séparées par deux intervalles

de temps, ..., et py—1 le coefficient de corrélation entre observations extrémes. les valeurs de ces coeffi-
cients sont supposées positives, et décroissantes de sorte que pg = 1 > p; > pa > p3 > ... > p, > 0,
Pm+1 = ... = pr—1 = 0. Pour déterminer les plans optimaux pour la structure de corrélation (1), deux

approches sont proposées par Kiefer et Wynn (1981):

1. Considérez la classe € (définie ci-dessus) de tous les plans et identifions la classe ' C 2 qui est optimale

pour des erreurs non corrélées.

2. En utilisant I’estimateur des moindres carrés, déterminez la sous classe 2* C €’ qui est optimale pour la

structure de corrélation (1).

Cette approche a été utilisée par Chéng (1983), Ipinyomi (1986), Kunert (1987), Russell et Eccleston (1987a),
Morgan et Chakravarti (1988), Jacroux (1998).

Le travail fondamental de Kiefer et Wynn (1981) a eu pour objet 1’élaboration d’un nouveau modele, le
modele NN1. IIs ont défini des criteres d’optimalité sur la matrice de variances-covariances aboutissant a
la notion d’optimalité universelle faible, en utilisant 1’estimateur des moindres carrés ordinaire (MCO). Or
lorsque la structure de covariance est précisément connue, les plans réellement optimaux sont définis en util-

isant I’estimateur des moindres carrés généralisés (MCG). Kiefer et Wynn ont justifié le choix de MCO en
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montrant que la perte de précision résultant de 1’utilisation de cet estimateur est assez faible dans le modele
de corrélation NN, Ils ont abouti a des conditions d’optimalité faible dans ce modele, et ont construit des
plans en blocs incomplets équilibrés a voisinage équidistant (voir le paragraphe 4), désignés par EBIBD (pour
“equineighboured balanced incomplete block design”) N N 1-optimaux en utilisant des carrés latins et des en-
sembles de différences. Chéng (1983) a utilisé le méme modele que Kiefer et Wynn, il a introduit des méthodes
de construction des plans en blocs incomplets équilibrés, désignés par BIBD (pour “balanced incomplete block
design”) (voir le paragraphe 2) basées sur la théorie des graphes ayant des blocs de taille 3 et v — 1. D’autres
méthodes de construction plus générales des EBIBD pour le cas k = 3, et basées essentiellement sur la tech-
nique des ensembles de différences, sont données par Jacroux (1998). Dans le méme contexte que Kiefer et
Wynn, Morgan et Chakravarti (1988), ont défini la structure de covariance du voisin le plus proche du m/®™®
ordre, et ont établi des conditions d’optimalité universelle faible des plans en blocs pour les modeles N N1 et
NN2. On pourra se reporter a Cutler (1993), Uddin et Morgan (1997), Benchekroun et Chakravarti (1999),
et Uddin (2008) pour une approche alternative des plans en blocs pour des observations corrélées, utilisant
I’estimateur des MCG et une structure de corrélation différente.

Suivant la nomenclature de Morgan et Chakravarti (1988), nous qualifions de N Nm-équilibrés les plans
d’expérience en blocs incomplets, lorsque ceux-ci sont équilibrés pour les périodes distantes dans le temps de
m unités, ou moins. La procédure d’équilibrage temporelle permet d’éliminer des résultats d’expérience les
biais résultant d’effets d’interaction dus a la proximité de 1’administration de certains traitements au méme
patient. Une condition minimale pour qu’un plan en blocs incomplets soit utilisable en présence d’effets, dus a
I’ordre de I’administration des traitements, est que chaque traitement soit appliqué le méme nombre de fois dans
chaque période. Cette condition impose que le nombre v de traitements divise le nombre b de patients. Agrawal
(1966b,a) a énoncé le résultat suivant : pour d € €, 4, avec v|b, les traitements peuvent étre réarrangés pour
chaque patient pour obtenir un plan équilibré dans les périodes. Pour 2 < v < 7et 2 < k < 5, Deheuvels et
Dzerko (1991) ont donné une liste de plans d € €27 , , qui sont NN1, N N2-équilibrés.

Le paragraphe 2 de cet article est consacrée a I’introduction du modele des plans en blocs pour décrire
les résultats d’expériences associés a un plan. Dans le paragraphe 3 nous présentons d’abord un résultat fon-
damental connu relatif aux plans universellement faiblement optimaux, et ensuite nous étendons les résultats
relatifs au plans NN1, N N2-optimaux pour des plans N Nm correspondant a des valeurs de m supérieures
ou égales a 3. Les paragraphes 4 et 5 présentent respectivement quelques exemples de constructions des plans
N Nm-optimaux et les démonstrations des résultats énoncés dans cet article.

2 Description du modele

Supposons que la mesure expérimentale obtenue lorsque le '°™® traitement est appliqué au s'“™° patient a la

71¥me période soit de la forme
Yise = B4 +ﬁs + €ise, 2

ot 11 désigne 1’effet moyen des traitements sur I’ensemble des patients, 3, est 1’effet relatif particulier au s'*™®
patient, 7); est I’effet relatif particulier au traitement ¢, et olt les résidus {e;4¢ } vérifient la structure de corrélation
définie dans (1) ci-dessus. On impose a ce modele les contraintes classiques d’identification,

v b
> omi=) B.=0. 3)
i=1 s=1

Un plan d € Q, , sera défini comme une fonction

d: L] x [Lk] — [Lv]
(s,0) = d(s,0),



ot d(s, £) désigne le traitement appliqué au s*™¢ (1 < s < b) patient dans la /™€ (1 < ¢ < k) période. Ce
plan d sera représenté par un tableau b x k d’éléments pris parmi I’ensemble des v traitements, ou les lignes
représentent les patients, et les colonnes les périodes. Pour un plan d € Q, 4 1, soit ng,; s le nombre de fois
que le traitement i est appliqué au s'®™° patient, r4; le nombre de fois que le traitement i est répété dans la
totalité de I’expérience, et k4 s le nombre total de traitements recu par le gieme patient. Sing,;s = Ooul,
Taqi = Tdi =T, kdqs = kq,s» = k, le plan d est dit respectivement binaire, équirépliqué, et propre. Nous
considérons seulement les plans en blocs binaires propres équirépliqués, désignés par PBERD (pour "proper
binary equireplicated block designs"), ol le s*™¢ patient recoit k traitements distincts d(s, 1), ..., d(s, k) sur
les périodes 1, . .., k, chacun repliqué r fois. En notation matricielle, le modele (2) peut étre écrite et précisée

sous la forme,
Yi=plop + Aan+ (I, ®1;)8 + €, avec E(e) =0 et Var(e) =1, ® A, )

ou Yo = (Yaa,0)115- -5 Ya@,k)11s -+ Yaw,1)p1s - - - » Yaeskypk) €st le vecteur des observations, 1y est le
vecteur bk x 1 colonne dont toutes les composantes sont égales a 1, I, est la matrice b x b identité, ®
dénote le produit de Kronecker, 7 = (9a(1,1)s- -+ »Md(1,k)s - - - » Nd(b,1)» - - - » Nd(b,k)) €st le vecteur des effets
ieme Z«

traitements, la matrice Aq = [T7,...,T}]" est déterminée par le plan d lorsque le (¢,%) élément de

T, = (tf,i(s))(lgzgk, 1<i<v) »

1 sid(s,f) =1,
4(s) = { d(s,0) ®)
0 sinon,
et, représente la matrice bk x v d’incidence période-traitement, 5 = (B1,...,0p)  est le vecteur des effets

patients, (I, ® 1;) est la matrice bk x b d’incidence période-patient; son (s, m )™ élément

iéme

patient,

1 sile mi®™e coordonnée de Y, est une observation sur le s
Psm = .
0 sinon,

€ est le vecteur bk x 1 des erreurs aléatoires correlées avec des espérances nulles et matrice de covariances
I, x A, A = (a2pu/) avec ps, = 1 est la matrice k X k de variances-covariances des observations sur le
méme patient (voir I’identité (1)). Nous dénotons par (7, s) la temporalité a laquelle le traitement ¢ a été
administré au patient s, (7, s) = ¢ si et seulement si d(s, {) = i

2.1 Plans en blocs incomplets équilibrés (BIBD)

Les BIBD sont introduits et analysés par Yates dans les années (1936-1940), ils jouent un rdle spécial parmi
la classe des PBERD. Soit Ay ; - le nombre (cumulé) de fois ol les traitements ¢ et i’ sont appliqués au méme
patient. Les BIBD sont tels que Ag; ;» = A, ils sont notés par BIBD(v, b, r, k, A). Des conditions nécessaires

pour I’existence d’un tel plan dans €2, 4 ;, sont,

vr = kb
AMv—=1) = rk-1) (6)

Les plans en blocs complets, désignés par CBD (pour "complete block design”) sont les plans tels que k = v
et donc = b = \. Les conditions nécessaires (6) ne sont suffisantes seulement que dans certains cas, elles
le sont trivialement pour k¥ = 2. Bose (1939) a montré qu’elles faient suffisantes pour k = 3 et A = 2.
Hanani (1961) a amélioré ces résultats en établissant que ces conditions étaient également suffisantes pour
k = 3 ou k = 4 pour tout A, et lorsque £ = 5 avec A = 1,4,20. Une tabulation quasiment exhaustive des
BIBD connus pour < 41 et k& < v/2 donnant ’existence, la non existence ou connaissance d’un BIBD
est donnée dans Mathon et Rosa (1996). Une liste de BIBD pour v < 25 et k¥ < 11 peut étre trouvée dans
I’ouvrage de Hinkelmann et Kempthorne (2005), pp. 115-118. Nous renvoyons a 1’ouvrage de Giesbrecht
et Gumpertz (2004), pp. 235-240, pour un catalogue de BIBD avec 4 < v < 100 et » < 15. Parmi les



combinaisons pour lesquelles aucune solution n’existe (du moins, au mieux des connaissances actuelles), on a
par exemple, v = 15,b = 21,k = 5,7 = Tet A = 2. Soit Cy = rI, — k' A, ot I, est la matrice identité, et
A = (Agi), la matrice d’information d’un BIBD d. Un contraste (traitement) est une combinaison linéaire
dn= Z?:l c;m; des effets traitements telle que Zi”:l ¢; = 0. Un contrast élémentaire est tout contraste de la
forme n; — n; = ¢'n. Un contraste est dit estimable s’il posséde un estimateur linéaire sans biais. Un PBERD
dans lequel tout les contrastes traitements sont estimables est appelé connexe. Nous supposons que tout les
plans compétiteurs vérifient cette propriété de connexité, c’est a dire le rang rang(C,;) = v — 1 (Chakrabarti
(1962), John (1980), pp. 9-13, Rasch et Herrendorfer (1986), pp. 39-40, et Dey (1986)). Nous restreignons

Qy 1.5 ala classe de tout les PBERD connectés.

2.2 [Estimation des effets traitements
Dans le modele (4), si 7] est I’estimateur des MCO du vecteur traitement 7, alors les équations normales réduites
de 77 sont données par,

1
k

Pour tout les détails nous renvoyons au chapitre 1 de I’ouvrage de Hinkelmann et Kempthorne (2005). Le

1 ~
<AIdAd — EA:i(Ib [ lk)(lb ® lk)lAd> n= (Ail — A/d(Ib X lk)(lb ® lk)/> Y. (7)

terme a droite de I’égalité dans 1’équation (7) est la somme des traitements ajustés, il est noté 4 dans la
littérature. L’autre terme (sans 7)) représente la matrice d’information (noté Cy ) de 7 lorsqu’on est dans le cas
d’observations non corrélées : A = o?I;. Dans ce cas, il est bien connu que cette matrice est définie positive
et que la somme de ses éléments diagonaux et extra-diagonaux est nulle pour tout d € €y, , .
Le systéme (7) n’est pas résoluble directement en 77, du fait que la matrice Cy n’est pas inversible. Le lemme
2.1 de Shah (1960), permet de pallier cette difficulté, nous ne rentrons pas ici dans les détails.

Soit 4 le meilleur estimateur (MCO) linéaire sans biais du vecteur v = (71, . ..,7,) des effets traitements
corrigés, ou y; = 1; — %Z;Zl n;, pour ¢ = 1,...,v. Les résultats d’optimalité d’un plan d € €, ; 3 seront
basés sur I’ensemble des contrastes v = (I, — %)n, ce choix est raisonnable puisque ¢’y = ¢'n pour tout
vecteur contraste c. Pour les deux type de plans considérés, les estimateurs sont donnés par (voir par exemple
Tinsson (2010)),

(a)silepland € Q4 1, estun BIBD(v,b, 7, k, \),

1
7 = k()™ <A:1 - EA&(Ib @ 1)1, ® 1k)'> Ya. (®)

(b)sileplan d € Q4 estun CBD(v, b, r, k, \),

~ 1
7= (A A 10 e 1)) Ya ©)

3 Optimalité universelle faible des plans N Nm

L’étude de la matrice d’information fournit des criteres d’optimalité forte, mais lorsque la forme de la matrice
d’information est trop complexe pour étre étudiée, on est amené a définir des criteres sur la matrice de variance

aboutissant a la notion d’optimalité universelle faible de Kiefer et Wynn (1981).

3.1 Résultats préliminaires

Notons V = {Dy : d € €, 1} I’ensemble des matrices de variances-covariance pour les estimations d’un
ensemble de contrastes. Une telle matrice de variances-covariance est sémi-définie positive de dimension v X v.



Définition 3.1 Une fonction ® : V —] — oo, +00] est appelé critere. Nous nous intéressons aux criteres P
satisfaisant les conditions (voir Kiefer et Wynn (1981)) suivantes.

(i) Pour tout D € V, ®(D) est invariant par toutes permutations appliquées aux lignes et aux colonnes de D;
(ii) ® est convexe, i.e., {aD1+ (1 —a)D3} < a®(D1)+ (1 —a)P(Ds) pour tout D1, Dy € Vet0 < a < 1
(iii)) ®(aD) < ®(D)VY D e Vdesque 0 < a < 1.

Un plan d appartenant a €2, p, , est dit faiblement universellement optimal si sa matrice de variance Dg minimise

simultanément tous les criteres ¢ satisfaisant les conditions ((i)-(iii)) ci-dessus.

La proposition suivante fournit une approche simple pour examiner 1’ optimalité universelle faible d’un plan

parmi une classe donnée.

Proposition 3.2 (Kiefer et Wynn (1981)) Supposons que 1,,D 4 = 0, pour d € Q,p k, et qu’il existe d € Q;b,k
tel que : (i) Sa matrice de variance D, est completement symétrique, i.e, Dg = ad, + BE,, oi « et 3 sont des
scalaires, I, est la matrice v X v identité et E,, est la matrice v X v composée de 1 partout, (ii) La trace de Dy

est minimale dans I’ensemble {Dq,d € Q0 .}, alors d est universellement faiblement optimal dans 2}, ; ;..

Preuve Voir Kiefer (1975), et Kiefer et Wynn (1981).

Dans ce travail, les plans optimaux dans la classe €’ considérés sont les CBD et les BIBD (voir Kiefer et
Wynn (1981)). Le plan d € €, 4 1, sera selectionné dans la sous classe Qz’b,k des BIBD ou des CBD.

3.2 Plans N Nm-optimaux

Notations générales Nous généralisons les notations de Morgan et Chakravarti (1988) appliquées a m = 1, 2.

Nous fixons m, ’ordre de voisinage, qui est aussi un intervalle de temps entre les observations.

Pour un plan d € 4, soit A; = #{s : nq;s = 1}, le nombre de patients recevant le traitement 3.
Posons V ¢ € [1,m],

gbgi =#{s:r(i,s) € {{,k — £+ 1}} le nombre de patients pour lesquels le traitement ¢ est appliqué a la
£i#me oy (k — £+ 1)me période;

i = s s€ AinAy,r(i,s) € {k—l+1}} +#{s : s € AinAy,r(i',s) € {£, k—(+1}}, e nombre
de patients recevant les traitements 4 et i’ pour lesquels i ou i’ est appliqué a /™€ ou (k — ¢ 4 1)ieme
période, oll un patient est compté deux fois si i et 5" sont a la /™€ et (k — £ + 1)*™€ période;

Nﬁ,i,i’ =#{se€ A,NA,:|r(i,s) —r(i,s)| < ¢}, le nombre de patients recevant les traitements ¢ et ' pour

lesquels 7 et ¢’ sont appliqués a ¢ intervalles de temps 1’un de 1’autre avec N, g i =0.
Définissons,
NT Y £y, C sl (i . oNE — (e
(¢d) = (¢d,17¢d,27 .. .?(bd,v)v et, pour i # i, Pt = (¢d,i7i’)7 N, = (Nd,i,i’)'

Les correspondances avec les notations e;, f;, €;; et f;;» de Morgan et Chakravarti (1988) sont les suivantes :
1 2 1 _ 2 _
¢d,7: = €4, ¢d,i = fi, ¢d,m/ = ey et ¢d,i,i/ = fii-

D’autres notations sont nécessaires afin de donner la matrice de variances-covariances de 1’estimateur 4
des effets traitements corrigés défini dans (8) et (9). Posons A* = I, ® A, ou A est défini dans le paragraphe
2. Notons D4(A*), la matrice de variances-covariances de 4. Et enfin posons E,», = lplg la matrice p X ¢

composée de 1 partout avec, en particulier E, = E,,, et I, = I, 4.

Les lemmes suivants seront utilisés pour la démonstration des théoremes 3.8 et 3.9.
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Lemme 3.3 D’apres les notations précédentes, nous avons pour m fixé

(i) > N

i

(i) > ¢

oy

@) Yok

2T—Z¢dl,V€€ m]

(k—2) a2, Vope[lm]

2b et , pour k>3, Z¢Z,i =2b, V p € [2,m].

i=1
Pour k = 3, il est facile de vérifier le lemme suivant.
Lemme 3.4 Pour k = 3, nous avons les identités suivantes,
(1) Nﬁ,m' 0V ¢e([3,m],
(“) Nd 2,1/ + N(%,i,i' )\7
(4ii) Z,i,i’ Ndl,i,i’7
(iv) fi’m/ 0V ¢e[3,m],
(v) Nd,i,i’ + ¢(11,i,i' 2A.
Lemme 3.5 Dans la structure de covariance (1),
b
Da(A*) = () 2k* Y TIW(A)T, (10)
on W(A) = (I, — k—YEy)A(I, — k~'Ey). En particulier les éléments extra-diagonaux de D j(A*) sont
Daiir(A*) = (Av)~2k? Z W (i.8),r(i75) (11)
SEAjﬁAi/

ot W, (; o) r(ir,s) estle (r(i,s),7(i’, s))ieme glément de W(A).

Lemme 3.6 Pour k > 2m, sid € €, est un BIBD pour le modéle N N'm, alors, nous avons

0 ?Daii(A) = (Av)‘z{r[k(k —1) = 2(k+1)p1 = 2(k +2)pz — - - = 2(k + m)pp]
+ QkZmZ%z}
0 ?Dgiv(AY) = (/\v)”{ —Ak+2(k+1)p1 +2(k+2)p2 + -+ 2(k +m)pp)

m £
i (z o+ kzv) 3
(=1 p=1
Lemme 3.7 Pour k = 3, si d € 1, est un BIBD pour le modéle N N'm, alors nous avons

0% Dgii(A%) = 2(M)7{r(3 —4p1 + pa2) + 3eqi(p1 — p2)}

0 2Daqir(A") = (M) H{6(p1 — p2) Ny — A3+ 2p1 — 5p2)}-

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat d’optimalité suivant. Soit

F(i, i) Z <Z¢ ”/+kN§,i,if) (12)

(=1



Théoréme 3.8 Pour k > 2m, un BIBD(v,b,r, k, \) est universellement faiblement optimal dans Y, , , pour

le modele NNm, si et seulement si les quantités respectives facteurs des py dans F(i,i"), sont, chacune,

indépendantes de i, i’ (1 < i # i’ < v). Pour k = 3, cette condition est équivalente a I’egalité de tout les
1 ; ;!

Ny ow(1<i#i <wv).

Remarque 1 Les théoremes 5.1 et 2.1 de Morgan et Chakravarti (1988), et Kiefer et Wynn (1981) respective-

ment sont des corollaires de ce théoreme lorsqu’on les applique au cas m = 1, 2.

Dans le cas des plans en blocs complets (k = v et A = b), nous obtenons le résultat suivant.

Théoreme 3.9 Soitun CBD(v,b,r, k, \) pour le modeéle N Nm, sa matrice de variances-covariances D q(A*)
est completement symétrique si et seulement si les quantités N f ;i sont chacune indépendantes de i, 7,
1<i#d <w.

Remarque 2 Le théoréme 2.11 de Morgan (1983) est un corollaire de ce théoréeme lorsqu’on I'applique au

casm = 2.

Corollaire 3.10 Pour k > 2m, un CBD(v,b,r, k, \) est universellement faiblement optimal dans Q;‘;’b)k pour

le modéle N N'm si les quantités N, 5 ;i sont chacune indépendantes de 1, 7,1 <i#£7 <w.

Remarque 3 Pour les cas m = 1,2 nous retrouvons respectivement les théoremes 4.1 et 2.4 de Kiefer et Wynn
(1981), et Morgan et Chakravarti (1988) .

Pour montrer les théorémes 3.8 et 3.9, nous utilisons la proposition 3.2 de Kiefer et Wynn (1981).

Conséquence des lemmes 3.6 et 3.7. Soitd € ; , ;. D’apres les lemmes 3.6, la trace tr(Dy) est indépendante
du choix d’un BIBD. En effet, d’apres le lemme 3.3(iii), Y7, ¢35, = 2b pour k > 3et £ € [2,m]. Nous
avons

tr(Da) =Y Da;ii(A) = o) 2{kb[k(k — 1) — 2(k + 1)p1 — 2(k + 2)p2 — 2(k + 3)p3

— - =2(k+m)pp] + 4kb(p1 + p2 + p3 + -+ pm)
+ 4kb(pz + ps + -+ pm) +4kb(ps + -+ - + pm)
I 4]€bpm}, (13)

et d’apres le lemme 3.7,

v
tr(Dg) = 2(\)"2{r(3 — 4py + p2)v + 6b(p1 — p2)} puisque Z ¢§,i = 2b.
i=1
Ainsi tous les plans compétiteurs possédent la méme trace. Donc, nous allons identifier les plans dans €2} , .
qui ont une matrice de variances-covariances compleétement symétrique, i.e, les plans qui sont universellement

faiblement optimaux dans €2} , ;.

3.3 Existence des plans N Nm-optimaux

Dans ce paragraphe, nous cherchons a généraliser 1’étude des plans minimaux N /N1-optimaux de Kiefer et
Wynn (1981), et N N2-optimaux de Morgan et Chakravarti (1988) aux plans N Nm-optimaux. Ici, plans
minimaux signifient qu’ils correspondent a la valeur minimale de b pour & et v donnés. Nous supposerons dans

la suite que m est un entier fixé supérieur ou égale a 1.

On cherche une condition nécessaire pour que V m, ¥V £ € [1,m], chacune des quantités facteur de p, des

F(i,4") soit une constante indépendante de 4,4’ (i # ).



Proposition 3.11 Soir m > 1. Un BIBD(v,b,r, k, \) universellement faiblement optimal dans Q;b,k pour
le modele N Nm satisfait

k(k —1)|4X. Si, de plus, k £ 0 (  mod 4) alors

k(k —1)|2A. (14)

Remarque 4 Le théoreme 2.1 de Morgan et Chakravarti (1988) est un corollaire de cette proposition lorsqu’on

I’applique au cas m = 2.

Corollaire 3.12 Soit m > 1. Le nombre minimum de patients b pour lequel il existe un CBD(v,b,r,k, \)

universellement faiblement optimal dans SY, , . pour le modéle N Nm est

v(v—1)
-

Remarque 5 Au départ de cette étude nous cherchions a généraliser les formules (14) et (15) établies dans le

b= (15)

cas m = 2 sous les formes

1
m!

=k

(k—L+1)mx, et b=—J[(v—t+1).
(=1

{=1

La proposition 3.11 et son corollaire nous renseignent de I’invariance de ces formules ¥ m > 1.

4 Construction de plans N Nm-optimaux
Dans ce paragraphe nous donnons quelques exemples de constructions des plans N Nm-équilibrés.

Ipinyomi (1986) a introduit le concept des plans a voisinage équidistant, ED, (ED pour "equi-neighboured
design”). 1l a considéré la matrice de variances-covariances, A = Z?;& peUk g, 00 (Ug)ij = 1si|i—j| =4,
et 0 sinon, avec Uy o = Ij et pg = 1. Cela équivaut a I’hypothése de la structure de corrélation du voisin le
plus proche du (k — 1)*™¢ ordre NN (k — 1) dans la structure de corrélation donnée dans I’identité (1). Les
ED sont tels que Nf’i’i, (1 < ¢ <Ek-—1)estindépendantde 1 < i # i’ < v. Par le théoréme 3.9, un ED
est un CBD N Nm-optimal. Ipinyomi a construit les ED avec le nombre minimum de patients b = muv pour
v = 2m + 1 et premier. Il a aussi construit les ED dans lesquels b = v(v — 1) en utilisant des carrés latins
mutuellement orthogonaux v X v et, a suggéré que si un ensemble de carré latin n’existe pas, le concept d’un
ensemble de différence peut étre utilisé en général pour la construction des ED. Notons que ces ED sont des
BIBD. Ainsi, les ED sont plus restrictifs que les EBIBD de Kiefer et Wynn (1981), Chéng (1983) et Jacroux
(1998), qui sont des plans tels que N(}7i7i, est indépendant de 1 < ¢ # i’ < v.

Rao (1946, 1947) a introduit le concept des tableaux orthogonaux. Nous abordons dans ce paragraphe
la construction des BIBD N Nm-optimaux en utilisant les tableaux orthogonaux comme outils de base. Le
lecteur pourra consulter, parmi les références traitant du sujet, Raghavarao (1971), Rao (1961, 1973), Morgan
et Chakravarti (1988) et Hedayat er al. (1999). Considérons un ensemble > a v éléments et un tableau 7'
(b x k) d’éléments pris dans X. Soit ¢ un entier tel que 0 < t < k. Un tableau orthogonal est souvent noté
par OA(b, k, v, t), ce sigle étant d’origine englo-saxon, OA mis pour “orthogonal array”. Le nombre b désigne
le nombre de lignes (ou de patients), la taille du OA, le nombre k est le nombre de colonnes (ou le nombre de
traitements recus par patient), v est le nombre de niveaux (ou le nombre totale de traitements dans I’expérience).
Les parametres d’un OA satisfont, | = b/v*, ol [ est appelé index du tableau. Le cas particulier [ = 1 est un cas
important. Nous disons qu’on est en présence d’un OA d’index unité. Nous disons que 7" est un OA de niveau
v de force ¢ et d’index [, si dans tout bloc formé de ¢ colonnes de 7, les v! t-uplets possibles apparaissent le
méme nombre de fois [ chacun. L’existence et la construction des OA sont étudiés par Bush (1952), Bose et
Bush (1952), Shrikhande (1964) et Yamamoto et al. (1984), parmi d’autres.
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Deux autres arrangements de tableaux sont définis par Rao (1961) comme un OA de type I et II, renommés
plus tard par un tableau semi-équilibré et un tableau transitive, notés respectivement par SB(b, k, v, t), SB mis
pour "semi-balanced” et TA(b, k, v, t), TA mis pour "transitive array”. Nous disons que T" est un OA de type I
ouun TA(b, k, v, t) de niveau s de force ¢ et d’index [, si dans tout bloc formé de ¢ colonnes de 7', les v!/(v—t)!
t-uplets ordonnés d’éléments distincts apparaissent le méme nombre de fois [ chacun. Le tableau 7" est un OA
de type II ou un SBA (b, k, v, t) de niveau s de force ¢ et d’index [, si dans tout bloc formé de ¢ colonnes de
T, les v!/t!(v —t)! t-uplets non ordonnés d’éléments distincts apparaissent le méme nombre de fois [ chacun.
En particulier, un SBA(b, k, v, 2) est un tableau b x k dans lequel chaque paire d’éléments non ordonnés dans
chaque paire de colonnes apparait le méme nombre de fois {. I est claire qu'un TA (b, k, v, t) d’index [ est un
SBA(b, k,v,t) d’index I(¢!).

Martin et Eccleston (1991) ont introduit le concept des plans fortement a voisinage équidistant, SDEN
(SDEN pour “strongly equineighboured design™). 1ls ont montré qu’un SDEN est universellement faiblement
optimal pour 4 sur {17 , , pour toute matrice de variances-covariances A. Dans ce type de plan, chaque traite-
ment apparait le méme nombre de fois dans chaque période, et le nombre de fois qu’une paire (i,4’) de traite-
ments non ordonnés appliqués au méme patient sur les périodes £ et ¢ est indépendant de 1 < 7 # i < v,
et 1 < ¢ # ¢ < k. les SDEN sont liés au plans N Nm-équilibrés. Plusieurs auteurs ont remarqué qu’un
SDEN pour lequel k£ > 3, est équivalent a un SB de force 2. Deheuvels et Dzerko (1991) ont utilisé les termes
totalement équilibrés pour les SDEN et SBA, et universellement équilibrés pour les TA. Martin et Eccleston
(1991) ont étudié en détail les propriétés d’optimalité des SDEN.

Les SBA et TA peuvent étre vu comme des BIBD composés de v traitements et de b patients recevant
chacun k traitements dans chaque k périodes. Le recours au SBA pour la construction de plans optimaux est
examiné par Majumdar et Martin (2004).

Théoreme 4.1 Dans le modéle N Nm, [’existence d’un SBA (MJf,‘U,Q) implique [’existence d’un

2
BIBD (lv(";_l) vk, lk(];_l), lk(UQ_l)) universellement faiblement optimale.

Remarque 6 Le théoréeme 4.1 de Morgan et Chakravarti (1988) est un corollaire de ce théoréme lorsqu’on

I’applique au cas m = 2.

Corollaire 4.2 Si k £ 0 mod (4), alors le BIBD obtenu a partir du SB (%, k,v, 2) est minimum
N Nm-optimal.

Remarque 7 Le corollaire 4.1(i) de Morgan et Chakravarti (1988) est similaire a ce corollaire lorsqu’on
I’applique au cas m = 2.

Remarque 8 Pour réaliser un SBA il faut que b soit un entier multiple de v!/(t!(v —t)!) (b = lw!/(t!(v —1))).
Une condition nécessaire d’existence d'un TA est b = lv! /(v — t)!). Rao (1961, 1973) a montré que le nombre
minimum de lignes pour réaliser un SBA de force 2 et d’index I est b = v(v — 1)/2 si v est impair, v(v — 1)
si v est pair, et que si v est une puissance d’un nombre premier impair, un SBA peut étre construit a partir
d’un corps de Galois a v éléments. Mukhopadhyay (1972) a construit un SBA(lv(v — 1)/2,k,v,2) a partir
d’un SBA et un OA, et a montré Iexistence d’un SBA(v(v — 1)/2,k,v,2) pour 1 < k < 5etv = 20s+ 1 ou
20s + 5, s > 1. Lindner et al. (1987) ont construit des SBA pour k = 4,5 de force 2 et d’indexe 1 pour tout
v > b impaire a ’exception de v = 15,39. Morgan et Chakravarti (1988) ont construit des SBA de force 2
et d’indexe 2 pour k = 3 et v paire, et des SBA de k colonnes, de force 2 et d’indexe 1. Ils ont montré qu’un

BIBD universellement faiblement optimal avec k = 3 pour les modéles NN1 et NN2 est équivalent a un SBA.

5 Preuves

Nous rappelons que ¢ € [1,m], pour m fixé, A, est le nombre de patients recevant le traitement 4, #(A; N
A;/) = X est le nombre (cumulé) de fois ou la paire (i,¢’) de traitements est appliquée au méme patient, et
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#A; = r est le nombre de fois que le traitement 7 est répété dans la totalité de I’expérience. Nous inspirons des
preuves de Morgan (1983); Morgan et Chakravarti (1988), et Kiefer et Wynn (1981) pour les modeles N N1 et

N N2 en les généralisant.

5.1 Preuve du lemme 3.3

(i) Pour i fixé, 37, ; N, 4 . »» représente le nombre de patients recevant les traitements 4 et i’ pour lesquels
i et i’ sont appliqués a ¢ intervalles de temps 1’un de I’autre, sommés sur @', 22:1 ¢Z7i est le nombre de
patients pour lesquels le traitement 7 est appliqué a la p'*™° ou (k — p + 1)'*™¢ période, sommés sur p. Il
s’agit d’énumérer ces éléments. Soit A le nombre de voisins d’ordre p du traitement i. Pour chaque patient
recevant le traitement i la somme 7, _; N, ﬁ,i,i’ est incrementée de 2 — AY ot \¥ = 0 si 7 est appliqué a la
(p + 1) ou (k — p)*®™° période et A = 1 sinon. Donc, comme il existe r patients recevant le traitement i,
D ik Niiw=r(2=A)=2r—rX =2r - Zf}:l ¢};- ce qui achéve la preuve.

O

ieme

(ii) ¢f , ./ est le nombre de patients recevant les traitements ¢ et ¢’ pour lesquels ¢ ou ¢’ est appliqué a la p
ou (k — p + 1)¥™e période, ot un patient est compté deux fois si 7 et 7’ sont a la /™€ et (k — p + 1)ieme
période. Le nombre (bfl , de patients recevant le traitement ¢ a la p'me ou (k — p + 1)¥®me période contribue

de k£ a la somme Z @Y . .. Les r — ¢! . patients pour lesquels le traitement ¢ n’apparait pas a la P ou ala

i #i
(k — p + 1)i*me période contribue de 2 & la somme Z @ ; »+. Nous avons ainsi,
i #i
¢ 14
Z Gaiir = kg, +2(r — ¢%,) = (k—2)dp,; +2r.
i i
O
(ii7) En énumérant, nous obtenons 2b traitements appliqués aux b patients a la p'®™® ou (k — p+1)1™¢ période.
O

5.2 Preuve du lemme 3.5

Montrons I’identité (10). En utilisant ’estimateur linéaire sans biais des effets traitements corrigés 4 défini

dans (8), nous avons,

Dg(A*)

Var(y) = k*(\v) ™2 (Afj — %A&(Ib ® lklfﬂ)) I, ®A)

1
X (Ad — E(Ib ® 1’61;{;)14(1)

= k2()\v)_2 (A:i {(Ib ®A) — %(Ib R ELA) — %(Ib ® AEg) + k_2(lb & EkAEk)} Ad>

= k()24 {Ib ® <Ik - ;Ek> A (Ik - ;Ek> } Ag

b
= k(w)? Z T'W(A)Ts puisque Al =[T7,...,T;]. (16)

s=1
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Montrons maintenant I’identité (11). Nous cherchons a calculer Cov(9;, ;). D’apres I’identité (16), nous
avons

(M)?k™2Dg ;i (A¥) Cov (s, 4ir)

b
<Z T;W<A>Ts>

)

Zzztez Yo ir (8) W r.

s=14=1/¢'=1

Puisque le patient s recoit les traitements ¢ et ¢’ si et seulement si ty;(s) et ty ;(s) sont non nuls, voir le
paragraphe (2), alors nous avons,

(M)?k™2Dg 0 (A*) = Z ZZ% Vo ir (s) Wy pr.

SEA;NA; =1 10'=1

Et, par définition de r (temporalité), on a,

()\U)Qk72Dd,i,i/(A*) = Z Wr(i7s),r(i’,s)'

SEA;NA
O
5.3 Preuve du lemme 3.6
Nous cherchons a calculer Cov(%;,4;/) avec ¢ # ¢’ en explicitant I’expression de W, . Nous avons,
Wee = ((Iy —k 'Ep)A (1;c - k‘lEk))“,
= (Pu/—k Zpuf—k ZPM/+/€ ZZPM'>~ (17)
o=1 =10=1

Calculons chacun des termes du membre droit de 1’identité (17) que nous sommons au besoin sur les patients s
appartenant 8 A;NA; . Posons £ = r(i, s) et £/ = r(i’, s) les temporalités respectives auxquelles les traitements
i et ¢’ sont appliqués au patient s. Nous avons
pe = Pr(is),r(i,s)
= Plr(i,s)—r(it,$)| Ls : |r(i,s)—r(i,s)|<m}» d’apres (1).
Or {s : |r(i,s) —r(i’,s)] < m} est’union U ~1{ls:r(i,s) — (¥, s)| = p}. Cette union est disjointe car
chaque patient recoit un mé€me traitement au plus une fois. Ainsi
]l{{e s r(i,s)—r(i,s)|[=1 0 s : |r(i,s)—r(i,s)|=2}U---U{s : |r(i,s)—r(i’,s)|=m}}
= Lis s i) —r(@ =1} F Ls s i) —r()i=2y 0 F Ls i r(i)—r(i ) |=m)-

Par conséquent

doope =D Pl [ﬂ{w,s)r(ixsn—l} T L) —r(irs)=2y T+ Ljr(is)—r(ir,s)|=m}
SGAiﬁAi/ SGAiﬂAi/
= p Z {s:|r(i,s) —r(i,s)| =1} + p2 Z {s:|r(i,s) —r(i,s)| = 2}
SEANA, SEANA,
4 pm Z {s:|r(i,s) —r(i,s) =m}

SEA; ﬂA v
= m#{s€ AiNAy:|r(i,s) —r(i',s)| =1} + pe#t{s € A;N Ay 2 |r(i,s) —r(i,s)| =
+ ot pm#{s € AN Ayt r(iys) —r(i',s)| = m}

m
_ P
= E , pI)Nd,i,i’ .
p=1

11
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Remarque 9 Comme ¢ # ¢, r(i,s) # r(i’,s) et 'ensemble {s : |r(i,s) —r(i',s)| = 0} = ¢. Ainsi

i jrti,s)—r(ir,s)=0y = 0.

k
Toujours dans 1’objectif d’expliciter W, 4/, calculons Z pe v apparaissant dans le troisieme terme de (17).
=1
Ona
k k
Z pee = Z Pr(i,s),r(i’,s)
=1 r(i’,5)=1
k
= XA @ l=0p £ D Plrtia)=r(i) Lr(ir) - 0<lr(ia)=r(it,0)l<m)
r(i',s)=1
= 1+ pr#{b € [1,k] : |r(i,s) — b] = p} en posant b = r(i’, s). (19)

p=1

Posons D = 377" | pp#{b € [1,k] : |r(i,s) —b] = p}. Si 3 po € [1,m] tel que (i, s) € {po, k—po+1}
(i.e., le traitement i est administré & la pi™® ou (k — py + 1)1 période au patient s*™¢) alors

2 pour p € [1,po] lorsque py > 1

#{b e [LA = IrEs) = bl =p} = { 1 pourp € [po+ 1,m] (= [1,m] lorsque pp = 1)

Dans le cas contraire, si 7(i,s) € [m+ 1,k —m] alors V p € [1,m]
#{b € [1,k] : |r(i,s) —b] =p} =2.
Par conséquent, V s € A;/, si s € A; alors

201 +2p2 +2p3 4+ + 2ppo—1 + Ppy + -+ pm sidpo € [L,m] 2 7(i,8) € {po, k —po + 1}
D:
201 +2pa +2p3 4+ -+ 20m sir(i,s) € [m+ 1,k —m].

Sis ¢ A;alors D = 0. Ainsi,

Y (1+D) = > (+pitptpsto+tpm
SeAi/ﬁAi SeAi/ﬂAi
+ palg) P2 ) + 23D s o) 20)

ol pour tout p € [1,m]

r(%,8) =

» { 1 sir(i,s) €p+1,k—p]

0 sinon.
k
De méme, pour le terme Z pee,onaVs € A;, sis € Ay alors
=1
Z 1+0) = Z (L4 p1+p2+ps+-- 4 pm -+,
SEA;NA, SEANA,
+ pall g+ o3l g+ P ), (21)
ou,
m
C= pr#{a € [1,k] : la—r(,s)| =p} (22)
p=1
E ok
Terminons par le dernier membre de (17), ¢’est-a- dire Z Z pe,er. Nous avons,
=10=1
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= kx ]l{(r(i,s),r(i’,s)) :|r(i,s)—r(i,s)|=0}

k
+ ) > Pl —r (@) L (0,),1(01,8) 5 0<[r(is)—r (i) | <)
r(i,s)=1r(i’,s)€[1,k]:
il £i

= k+Y pp#{(a,b) € [LE]* : a#b et|a—b =p} (23)

p=1
(enposanta = r(i,s) etb=r(i,s)).

Calculons le coefficient de p,. Pour les 2p valeurs a appartenant a [1,p] | [k — p + 1, k], il n’éxiste qu’une
valeur b dans [1, k] telle que |a — b] = p. Soit 2p valeurs possibles pour a et b. Pour chacune des (k — 2p)
valeurs a appartenant a [p + 1, k — p], il existe 2 valeurs b dans [1, k] telles que |a — b| = p. Soit 2(k — 2p)
valeurs au total. Donc le coefficient de p,, est

#{(a,b) € [1,k]* : a#b et|a—b =p}=2p+2(k—2p) =2(k —p).

En conséquence, on a

k k

ST > e = A+ 2k —2) +2)p1 + (2(k — 4) + 4)p2 + (2(k — 6) + 6)ps
SEA;NA; =1 0'=1

+ -4+ (2(k — 2p) + 2p)pp + - - - + (2(k — 2m) + 2m) pp, ]
Alk +2(k —1)p1 + 2(k — 2)p2 + 2(k — 3)p3 + (2(k — 2p) + 2p)py

Ainsi, en combinant les équations (18), (20), (21) et (24), on obtient que,

(W)?02Cov(9i,5ir) = KD peNgiw—kpr Y, (Tas + D)
—1 sEANA,

— kp2 Z (H%(i,s) +H3<y,s>)

.= kpm Z (]I:P(LI',S) + H:«?i’,s))
— Ak +2(p1 +2p2 +3p3 + - + mpy,)]
= k2 ZpeNf,i,i/ —kp1(2X — ¢(11,i,i') — kp2(2X — ¢21N" B (Z%’i’i,)
=1

- kﬂm(2>\ - ¢gl,i,i/ - Qﬁ,i,i' - d)g?i,i’)
— AE+2(p1 +2p2 +3p3 + -+ + mpp)]

m

m 14
= k2 prNg,i’i’ - k pr <2)\ - Z (bg,i,i/)
=1 p=1

{=1
— ME+2(p1 +2p2 +3p3 + -+ + mpp)]

= “AE+2(k+1)p1 +2(k+2)p2 +2(k+3)ps

m l
o2k m)pm] kD pe (Z oo+ kaw,) ,

=1 p=1

ce qu’il fallait démontrer.
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O

Le calcul de la variance est rigoureusement identique a celui de la covariance en posant A; = A; dans les

équations (18), (20), (21) et (24).

(\w)?o™2Var(5;)

ce qu’il fallait démontrer.

5.4 Preuve du lemme 3.7

Z[kQ_k_Q(pl+202+3P3‘|‘"'+mpm)
SEA;

= 2kpil g — 2kpall ) — - = ZhonlY )]

r(,s)
r[k? —k —2(p1 +2p2 + 3p3 + - + mpp,)]

= 21 Y T = 202 D T
SEA; SEA;

— o= 2kpm Z I o

SEA;
rlk(k —1) —2(p1 +2p2 + 3p3 + - - + mpp)]

— 2kpy(r — ¢é7i) — 2kpa(r — ¢<11,i - Qﬁ,i)

= = 2k (r = G4 — a — o — Oi)
rlk(k —1) = 2(p1 +2p2 +3p3 + -+ + mpp,)]
— 2rkpy — 2rkps — - -+ — 2rkpp,

+ 2kp1oy; + 2kp2(dy,; + 034)

+ o 2k (P B+ O

1)~ 200+ ) — 200+ 2)pn — 20+ 3
m ¢

— = 2(k 4+ m)pm] +2k2pz2¢>§,w

=1 p=1

Sik =3,V e [3,m] dapres les (i) et (iv) dulemme 3.4 ona Nj, ; = 0 et ¢, ,, = 0. Ainsi, en procédant

comme dans la preuve du lemme 3.6, nous obtenons,

Z peer = p1Ng i+ paNG ;o (25)
SGAiﬂA,i/
Sis ¢ A;alors D = 0.
3
Z Z pee = Z (1+D)= Z (14 p1+ p2 + (p1 — p2)li,5)=2), (26)
SEAi/ﬁAi =1 SEAi/ﬂAi SEAi/ﬂAi

D=> pp#{b € [1,3] : |r(i,s) — b = p}.

De méme, pour le terme

3
S D = (1+0)= > (I+pi+p2+ (o1 —p2)ls—2), 27)

sEA;NA; £=1 SEA;NA;

SEA; ﬂAi/
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2
C=> pp#{a € [1.3] : |a—r(,s)| = p}. (28)

p=1

Nous obtenons, pour le dernier membre de (17),

3 3
Z Z Z peer = A3+ 4p1 + 2p2). (29)

SEA;NA, 4=1 =1

En combinant les identités (25), (26), (27) et (29), on obtient que

(A)?072Cov(§i,9r) = 91Ny + p2Ngis) — 3(p1 — p2) Z (I (5,8)=2 + Ln(ir,5)=2)
SEA;NA;

— AB+2p1 +4p2)
= g(plNdl,i,i’ + P2N3,i,i') —3(p1 — p2)(2A — Q%,i,z’)
~ B+ 21 + 4ps)

Pour achever la preuve on utilise les () et (v) du lemme 3.4, en posant N7 ; ;, = X — N, ., et 2\ — ¢}y ; =

N, ;. dans la derniére égalité. Ainsi,
(\)?0*Cov (i, 9i) = 9(p1N¢%,i,i’ + pa(A — Né,i,i’))
— 3(p1 — pZ)Nc},i,i’ —AB+2p1 +4p2)
= 9P1Nc},i,i' - 9p2Nd1,i,i/ - SplNdl,i,i’ + 3P2Nd1,i,i’
— A3 +2p1 +4p2 —9p2),

ce qu’il fallait démontrer.
O

Comme dans le calcul précédent de la variance, remplagcons A; = A5 dans les identités (25), (26), (27) et (29),
on obtient, alors, en les combinant,

(A\)20™2Var(%;) = 9r —7r(3+2p1 +4p2) — 6(p1 — p2) Z L(s,8)=2
SEA;

(6 — 2p1 — 4p2) — 6(p1 — p2)(r — ¢31,¢)
2r[(3 —4p1 + p2) + 3(p1 — 02)(15(11,@],

ce qu’il fallait démontrer.

5.5 Preuve du théoréme 3.9

Nous rappelons qu’une matrice compleétement symétrique a ses éléments diagonaux et extra-diagonaux égaux.

Supposons que la matrice D, définie dans le lemme 3.5 soit complement symétrique. A partir du lemme
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3.6 et de I’identité (9), pour un CBD dans le modele N Nm, nous avons

o 3(w)’Dy =
bv(v — 1) — 2(v + )p1 — 2(v +2)p2 — 2(v + 3)pg — -+ — 2(v + m)pr]L,
m )4 m
+ 20 pe Y diag(¢h) + 07 Y peNG = b+ 2(v + 1)p1 + 2(v + 2)pe
=1 p=1 =1
m 14
+ 20+ 3)ps 4+ 200+ m)pm](By = L)+ 0> pr > (@Z - 2diag(¢§))
(=1 p=1
= 0T =b[v+2(v + 1)p1 +2(v + 2)pa + 2(v + 3)p3 + - -+ + 2(v + ) p]E
m m J4
+ U2ZpgN5+UZp¢Z(I)Z. (30)
=1 /=1 p=1
Soit £ un vecteur orthonormé de R" tel que 1/ = 0 (i.e., Zle e; = 0), alors E,¢ = 0,. En supposant que
DL = ¢i1, + 1,0}, V L€ [1,m], 31)
avec (30) on obtient que
Var(g/ﬁ/) = EIDdE = Uzb_Z b+ P Z ZEiEi/Nﬁ,i,i’ . (32)
=1 i=1i'#i

Le fait que la matrice D soit completement symétrique implique 1’égalité de la variance pour tous les contrastes

de traitements normalisés. Ainsi pour tout vecteur £ € RV tel que Y, & = 0et Y ;_, £2 = 1, nous avons

m

SToe (DD NG =D > &GEu N | =0 33)

=1 i=1 i/ i i=1 i/ i

Pour les couples (4,4) et (4, j) tels que ¢ # ¢’ et j # j’, avec un choix approprié des vecteurs ¢ et &, 1’identité
(33) est équivalente a

Y pe(Njsw = Nij ) =0V (i) i#d etV (54,5 #5 (34)
=1
Pour m = ¢ = 1, nous avons donc puisque p; # 0

Niiw=Nagp ¥ @i)i#d (5.5).5#7 (35)
Pour m = 2, d’apres les identités (34) et (35), impliquent
p2(Nj ;i —Nj; ;) =0, d’ol, comme psy # 0,

Ng,i,i’ = N;,j,j’ vV o(i#d), (1#7),

et ainsi de suite, V £ € [1,m] toutes les quantités N f ,.ir» de 'identité (32) sont identiques, ce qu’il fallait

démontrer.
O
Montrons maintenant la symétrie compléte de la matrice D,.
Nous savons que pour un CBD, V £ € [1,m],
Fair = i+ O (36)
A partir des quantités 3, _; N, ﬁ,m, = 2r — 2221 1, ;> définies dans le lemme 3.3(i), nous pouvons voir

que I’égalité des termes IV f ;.. implique I’égalité des termes ¢fl_i - Ainsi, la matrice Dy est complétement
symétrique, ce qu’il fallait démontrer.
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5.6 Preuve du théoréme 3.8

D’aprés la conséquence des lemmes 3.6 et 3.7 (voir paragraphe 2.2) tous les plans compétiteurs possdent la
méme trace. Ainsi, par la proposition 3.2, I’optimalité universelle faible des BIBD pour le modele N Nm est
celle pour laquelle la matrice de variances-covariances D, est complétement symétrique. Cela signifie que

m L
1. les éléments diagonaux Z pe Z ¢" ; sont indépendantes de i.
/=1 p=1

m L
2. les éléments extra-diagonaux Z pe (Z o+ ka,m/) sont indépendantes de 7, 4', (i # i').

(=1 p=1

La condition 2 implique la condition 1 puisque la somme en ligne ou en colonne de Dy est nulle, et elle est
équivalente a, V (i,4'),i £, (4,7),5 # 7',

m 0 m 0
Z pPe <Z G+ kNﬁ,i,i’) - Z pe (Z Pt kaJ,j') =0
=1 p=1 =1 p=1

m

? Y/
S (z BN =S o kw) _
p=1 p=1

=1
En utilisant le méme raisonnement que la preuve du théoréme 3.9 dans le paragraphe ci-dessus, nous obtenons
le résultat énoncé. Pour k = 3, par le lemme 3.4(3), (iv) et (i), nous avons respectivement, Ng’m-, = qbfl)m, =
0V (e[3,m],et¢?,,, =N, . Dans ce cas les valeurs des quantités facteurs de p; dans

vt pe (Zizl ¢Z7i,i, + kNﬁ,“»,) sont respectivement,
¢(11,7:,1:/ + kNdlm’ = 22+ (k- 1)N5,i,i’v
¢<11,i,i' + Qﬁ,i,i/ + kNg,i,i’ = (k+2)A - kN;,i,i'-

Le résultat découle du lemme 3.7. O

5.7 Preuve de la proposition 3.11
Posons

14
F(i,i'6,p) =Y b, 0+ kNG, 0. (37)

p=1
Nous avons, alors
F(/l’7 Zl) = plF(Z’ Il:l? 17p) + pQF(Z7Z/7 27p) + e + pTYLF(II:7i/’ m’p)

Pour que chaque F(i,4’, £, p) soit indépendante de 4,3’ (i # '), il est nécessaire (mais pas suffisant) que la
sommation ' =}, 37, ; F'(i,1") sur chacune d’elle divisée par le nombre v(v—1) de peF(i, i', £, p) sommés
dans F soit un entier indépendant de ,7’.

Fixons ¢ € [1,m]. Le facteur F; de p, dans F est

1

i il i i'#i Lp=1
’
= Z Z Z ¢Z,i,i’ + Z Z kNﬁ,i,i’v
i i'#ip=1 i il
4 v v v 4
= > [(k—2)2¢>§7i+22r +kY l?r—z¢g,i‘| :
p=1 i=1 i=1 i=1 p=1
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d’apres les (7) et (i) du lemme 3.3. Et puisque Z qbfl’i = 2b, d’apres le (i44) du lemme 3.3, nous avons:

3

Fy=> " F(i,i',t,p) = 20b(k —2)+ 20rv + 2rvk — 2(bk
)
= 2our(k+4¢)—4bt
= 2b[k(k+0) — 20
= 2b[(k —1)(k+20) — k(£ —1)]

_ 2ol = D420 = k(= D] s Fidentité (7) en (6),

k
o 22w(v = D[(k = 1)(k+20) — k(£ —1)]
N k(k—1) '
Ainsi
Fy 20k +20) 2X(0—-1)
v(v—1) k k-1

B AN 200 —1)
= 2\ + = T Ro1 (38)

Par ailleurs, si I’hypothese de la proposition 3.11 est satisfaite alors, d’apres le théoreme 3.8 les valeurs
F(i,i',¢,p) sont indépendantes de 7,4’ (i # i'). Par conséquent

o Fy AN 20— 1)
! F(i.i L SE— A
Vi,Vi #£4,F(i,i,¢,p) o=1) A+ k e 1

est une quantité entiere pour tout £ € [1, m]. En posant ¢ = 1, pour que

. Fy 4N
F(i,i’' 1,p)= ———— =2\ 4+ =
(Z7Z7 7p) U(U_l) + k

soit une valeur entiere, il est nécessaire que k|4, et par conséquent

4\l
Pour m > 1, et £ = 2, pour que
. F 8A 2\
F(i,i,2,p) = —2— =2\ + = - 2

soit une valeur entiere, par la condition (39), il est nécessaire que (k — 1)|2\. Par conséquent

AN 2M(0 1)

2
At k k-1

eNV/e[l,m].

Puisque que p.g.c.d(k,k — 1) = 1, les conditions nécessaires k|4 et (k — 1)|2A impliquent k(k — 1)|4\. Si,
de plus, kK Z 0 (mod 4), alors
ElAX = k12X = k(k — 1)|2),

ce qu’il fallait démontrer.
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Preuve du corollaire 3.12 On utilise le théoreme 3.9 et la méthode énoncée ci-dessus dans la cas des BIBD.

Soit G(i,4") = Z peG(i,i', €), ou G(i, ', 0) = Nj , ;. Le facteur Gy de p; dans G est
=1

Ge=> > G(i,i,0) = 2b(k — 1).
i=1i'#i
Ainsi
Ge  2b(k—0)

viv—1) ww-1)"

Par ailleurs, si I’hypothese de la proposition 3.2 est satisfaite alors, d’apres le théoréme 3.9 les valeurs G(i, 4, £)

sont indépendantes de i, ', (i # i'). Par conséquent

S oy G 2b(k — ¢
Vi, Vi #4,G(i,7,0) = U(U_Zl) - v((v—l))

est une quantité entiere pour tout £ € [1, m]. Pour que G(i,4’, £) soit une valeur entiere, il est nécessaire que

v(v — 1)|2b, ce qu’il fallait démontrer.
O
Remarque 10 Dans la démonstration de la proposition 3.11 et du corollaire 3.12, nous retrouvons les con-

ditions d’existence des plans N N1, N N2-optimaux respectivement de Kiefer et Wynn (1981), et Morgan et
Chakravarti (1988).

5.8 Preuve du théoréme 4.1

N

On commence par identifier le nombre b de patients a W Nous rappelons que les conditions nécessaires
pour I’existence d’un BIBD sont,

bk = rv
Av—-1) = rk-1). (40)
Les équations (40) impliquent,
_bk(k—1)  k(k—1) bk l(v—-1)k
A= v(v—1) 2 == 2

On a aussi (voir le lemme 3.3(7)),

4
S Nijw=2r=> ¢h, V1<i#i <v,VLe][l,m]pour mfixé,
i’ #i p=1

v v
par le fait que Z(b}“ =2b etpour k>3 V £€[2,m], Z ¢fm = 20b, (voir le lemme 3.3(#4)), =

i=1 =1

y obS 1k — O)v(v —
ZZNf,i,y:%v—qusigﬂ:?( );(v 1).

i=1i'#i p=11i=1

D’autre part (voir le lemme 3.3(44)), on a

> by = (k—2)¢5,+2r, V L€ [1,m] pourm fixé, 1<i#i <w.
i
2(k—2)v(v — 1 2v(v — 1)k  4l(k—1)v(v—1
:>Zi2i’¢i¢fl,i,y:(k_2)2¢¢fl,i+27"”:( )2( )+ (2 ): ( )2( )
On a donc,

Niiw=1Uk—10), et =21(k—1),V € [1,m], et (1 <i#i <w),

et comme I’optimalité des BIBD pour le modele N Nm requiert I’égalité de chacune des quantités facteur de
pe des F(i,4"), alors on a bien le résultats indiqué. a
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Preuve du corollaire 4.2 11 suffit de calculer la valeur % et de voir la condition pour qu’elle soit entier.

Fy

C2ME—0)  4X
v(v—1) B

= 2h(k — ) + 4tb(k — 1) = = o
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