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Résumé. Apres avoir défini la représentativité dans un ensemble de données re-
lationnelles, nous utilisons cette notion pour construire un graphe des représen-
tants. Ce graphe permet de faire émerger des structures arborescentes et des re-
groupements possibles des données en partitions. Le calcul de la représentativité
et la construction du graphe ne requierent qu’une relation entre les paires d’ob-
jets. Notre concept est particulierement adaptée aux données complexes pour
lesquelles on ne dispose pas d’hypothese a priori. Nous proposons une applica-
tion directe de notre outil en classification automatique de données complexes.

1 Introduction

Dans la démocratie athénienne, le peuple est réuni sur I’agora et la participation au débat est
directe. Le développement des réseaux sociaux et des applications sur internet conduit a réunir
sur une agora virtuelle un grand nombre de participants a une activité. Un débat nécessite alors
le regroupement a la volée des opinions exprimées, les plus semblables ou similaires sont dif-
fusées par I'intermédiaire d’un représentant. Ces représentants sont fugaces, ils changent et
sont désignés a chaque mouvement d’opinion. IIs participent directement au débat mais ne re-
présentent qu’un regroupement d’opinion a un instant donné.

Le travail présenté dans ce papier est une contribution a la détermination de ces représen-
tants dans un flot de données complexes ou d’opinions exprimées. Pour exposer ce travail, nous
avons repris le schéma classique de la classification des données.

Nous n’avons pas trouvé, dans la littérature, de définition formelle de la représentativité. Si
les statisticiens emploient ce terme lorsqu’ils évoquent la représentativité d’un échantillon, le
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sens est toutefois trés éloigné de celui que nous évoquions plus haut. En théorie des catégories,
la notion de typicalité se rapproche de celle que nous proposons. Le degré de typicalité (voir
Lesot (2006) ainsi que Lesot et al. (2007) et Rifqi (1996)) est défini sur le principe suivant :
«un objet est d’autant plus typique qu’il ressemble beaucoup aux membres de sa classe et
qu’il est trés différent des membres des autres classes ». La différence majeure avec la notion
que nous mettons en place est que dans cette approche, le partitionnement en classe doit pré-
céder le calcul du degré de typicalité. Le degré de typicalité est donc completement lié a la
classification. Dans notre concept, aucune hypothese n’est faite sur I’ensemble des données, ni
sur I’éventuel espace contenant ces données. Le degré de représentativité dont nous proposons
la définition n’est calculé qu’a partir des relations entre les données. Elle est completement
indépendante du probleme de classification. Elle ne requiert, pour étre mise en place, qu’une
relation entre les objets pris deux a deux. Notre définition est donc particulierement adaptée a
I’analyse des données complexes, pour lesquelles on ne dispose généralement pas de métrique
simple.

Notre définition repose dans son interprétation sur des idées empruntées a la théorie du
choix social ce qui permet de la rendre plus « expressive » (nous avions dans un précédent tra-
vail (voir Blanchard et al. (2010)), proposé une définition de la représentativité, pour des don-
nées numériques, reposant la théorie des ensembles flous, mais dont I’interprétabilité n’était
pas aisée). Formellement, elle utilise des outils mathématiques simples et robustes. On peut
décomposer son calcul en trois étapes :

1. Expression des préférences individuelles des objets : les objets & étudier sont présentés
a travers les relations valuées entre les objets, deux a deux.

2. Transformation des préférences individuelles : les relations sont transformées en rangs,
et les rangs en scores de rangs (scores de rangs de Borda, voir Chamberlin et Courant
(1983)).

3. Calcul du degré de représentativité par agrégation des préférences individuelles : les
scores de rangs obtenus par chaque objet sont agrégés.

La deuxiéme partie de notre contribution consiste a exploiter ce degré de représentativité
pour faire émerger une structuration des objets étudiés. Nous définissons sur ces objets un
graphe des représentants de la maniere suivante :

1. Les degrés de représentativité de tous les objets sont calculés.

2. On détermine les voisinages des objets au sens des k-plus proches voisins (en utilisant

la relation pour définir les proximités).

3. On associe a chaque objet, celui, dans son voisinage, dont le degré de représentativité est
le plus élevé. Ce deuxieme objet est en quelque sorte le « représentant local » du premier.

On obtient ainsi un graphe dont chaque composante connexe est un arbre et posseéde un unique
meilleur représentant (le sommet qui n’a pas de successeur).

Nous proposons enfin, comme conséquence immédiate, une application a la classification
automatique de données. En effet, le partitionnement de 1I’ensemble des objets induit par celui
en composantes connexes du graphe des représentants, constitue une classification de 1’en-
semble initial.
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Dans la suite de ce document, nous décrivons toutes les étapes qui permettent de construire
le degré de représentativité, puis le graphe des représentants. Nous proposons ensuite une appli-
cation a la classification automatique. Enfin, nous terminons par les traditionnelles conclusions
et perspectives.

2 Degré de représentativité

La premiére étape de notre méthode consiste a définir la représentativité de chaque donnée
dans son ensemble initial, et de calculer son degré de représentativité. D’un point de vue
mathématique, ce calcul repose sur la transformation en rangs des dissimilarités entre les objets
(données) considérés, puis sur une agrégation de ces rangs pour produire un indice quantifiant
« combien » chaque objet est représentatif de son ensemble.

2.1 Les données relationnelles

Comme nous 1’avons déja expliqué, nous nous intéressons dans ce travail a I’analyse des
données relationnelles. On suppose ainsi que 1’on dispose d’un ensemble O = {01, Oa,...,0,}
de n objets a étudier. Contrairement au cas classique ou ces objets sont décrits par des vecteurs
numériques (caractérisant les « mesures » observées des différentes variables sur ces objets),
les données relationnelles sont constituées de valeurs numériques quantifiant la relation entre
les objets pris deux a deux. On représente ainsi ces données sous la forme d’une matrice n xn :

3

Rl 1 Rl,n
Ro=| + .
Rn,l e Rnn

ol R; ; quantifie la relation entre 1’objet O; et I’objet O;.

Nous supposerons, dans la suite de ce document, que la relation quantifie un éloignement,
une différence, entre les objets. Les mesures de dissimilarité et de distance sont les exemples
les plus typiques de ce genre de relation.

2.2 Scores de rangs

La premiere étape consiste a transformer cette matrice de dissimilarité en matrice de rangs.
La transformation en rang est une technique de prétraitement des données qui confere au pro-
cessus qui I'utilise une robustesse et qui permet d’échapper aux hypotheses sur la distribution
des données (voir Friedman (1937)) et de limiter I’impact d’éventuelles données aberrantes.
Pratiquement, cette opération consiste 2 transformer chaque colonne R? de la matrice Rp en
remplacant chaque valeur de cette colonne par son rang dans 1’ensemble trié des valeurs. On
obtient ainsi une matrice n X n :

RGl,l to RGl,n
RGo = :
RGn,l T RGn,n

RNTI - X -
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n
RGij =1+ N_sir, ;((Rij)
k=1

En empruntant le langage de la théorie du choix social, I’opération précédente peut sem-
bler plus intuitive. Considérons un objet quelconque O; de O. On peut voir la colonne RG?
comme étant le classement effectué par O, sur I’ensemble des objets de O, en fonction de ses
préférences, ou de sa ressemblance avec les autres objets. Ainsi RG; ; = k signifie que O; est
le ki*me objet préféré par O;. Naturellement, O; est I’objet préféré de O;.

A TI'issue de cette étape, chaque objet classe tous les autres en fonction de ses préférences,
et par conséquent, chaque objet se voit classé par les n objets de O. Ainsi, chaque objet peut-
étre caractérisé par I’ensemble des rangs qu’il obtient dans les n classements. Pour un objet O;
ces rangs sont contenus dans la i*™ ligne de RGo.

L’ étape suivante consiste ensuite a agréger les scores correspondant aux rangs obtenus afin
d’obtenir un score global pour chaque objet, que nous appellerons degré de représentativité.

2.3 Degré de représentativité

Pour agréger les « préférences » des objets nous avons choisi d’utiliser la méthode de
Borda. Cette méthode consiste a transformer chaque rang en un score puis a les agréger en
les sommant. Un objet classé 1°F par un autre recoit n points. Il regoit n — 1 points lorsqu’il
est classé 28me, n — k + 1 lorsqu’il est classé k™, et 1 seul point lorsqu’il est dernier. Chaque
objet O; regoit ainsi n scores de rangs. En sommant ces scores on obtient un score global qui,
divisé par n, définit ce que nous appelons I’indice de représentativité de 1’objet O; dans O
(remarque : diviser par n n’est pas toujours utile ; on préferera, par exemple pour mieux discri-
miner les objets, conserver la somme sans effectuer cette normalisation).

On a donc :
DR(0;) = — Z(n —RG,; +1)
=1
et donc :
1 n n
DR(Ol) =n— ﬁ 1]—oo;Ri,j[(Rk,j)
J=1k=1

Cette notion, comme son nom I’indique, quantifie combien un objet représentatif de son
ensemble. En observant la facon dont elle a été construite, on peut facilement vérifier que
plus un objet est « préféré » par les autres, plus son indice de représentativité est élevé (et
inversement).

2.4 Exemple

Pour illustrer le processus de calcul de I’indice de représentativité, nous allons 1’ utiliser sur
un exemple simple.
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On considere les points de R? suivants :

A=(1.00,2.00)
B =(1.00,3.00)
C=(2.00,2.00)
D =(3.00,4.00)
E=(1.00,0.00)
F=(3.00,1.00)

dont les relations deux a deux sont induites par la distance euclidienne et représentées dans la
matrice de dissimilarité suivante :

A B C D E F
0.00 1.00 1.00 283 200 224
1.00 0.00 1.41 224 3.00 2.83
1.00 141 0.00 224 224 141
2.83 224 224 0.00 447 3.00
2.00 3.00 224 447 0.00 224
224 283 141 3.00 224 0.00

TmI QW > ®

La transformation des relations en rangs, puis en scores de rangs donnent :

RG|A|B|C|D|E|F|Sco.|A|B|C|D|E]|F
Al 122|423 Al 655|354
B 2|1]3|2]5]5 B S|6|4|5]|2]2
C|l2|3]1|2]|3]2 C||S5|4|6|5]4]5
D| 6|4|5| 1|66 D13 ]2]6|1]|1
E|| 465|613 E||3|1|2]1|6]|4
F|5]5]3]|]5]3]|1 F|l2|2|4|2|4]6

Enfin, les scores sont agrégés (en lignes) pour former les degrés de représentativité (sans
normalisation) :

DR
28
24
29
14
17
20

mTmOQ® >

En représentant graphiquement les points dans le plan et en affectant un niveau de gris
d’autant plus sombre que le point est représentatif, on obtient la figure 1.

3 Graphe de représentativité

Dans cette partie, nous allons exploiter le degré de représentativité pour construire, sur
I’ensemble des objets étudiés, un graphe que nous appelons graphe des représentants.

RNTI - X -
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DR(D)=14
< 7 [©]
D
DR(B)=24
™ 4 @
B
DR(A)=28 DR(C)=29
o~ ® ®
A C
DR(F)=20
7 o
=
DR(E)=17
o (e}
E
T T T T T
0 1 2 3 4

FIG. 1 — Calcul de la représentativité sur un ensemble de six points de R2.

3.1 Construction du graphe

Le principe est d’associer, a chaque objet, son voisin le plus représentatif. Le voisinage
d’un objet est déterminé par les k objets qu’il préfere. Autrement dit, le voisinage considéré
est un voisinage au sens des k plus proches voisins (k-ppv), dans lequel la notion de proximité
est définie grace a la relation initiale entre les objets.

On obtient ainsi un graphe orienté G, = (X, U) (avec k € [[1,n]) dont :
— I’ensemble des sommets X est I’ensemble des objets étudiés (O) ;
— I’ensemble des arcs U est défini de la maniere suivante :

Y(i,7) € [[1,n]]2, (0;,0;) e U & O; = argmax (DR(Oy))
Op€Vi(0y)

ot V4, (O;) est ’ensemble des k-ppv de O; : Vi, (0;) = {0, € O/RG,,; < k}
Cette définition permet a un objet d’étre son propre représentant, lorsqu’il est le plus re-
présentatif parmi son propre entourage. D’autre part, le graphe obtenu est une forét. En effet,
il n’est pas nécessairement connexe, mais ne peut contenir ni cycle ni circuit.

La construction de ce graphe entraine une autre propriété intéressante : chaque composante
connexe du graphe contient un et un seul puits (un puits est un sommet ne possédant aucun suc-
cesseur). Ces sommets jouent un rdle particulier dans le graphe. Il ont en effet la particularité
d’étre leur propre meilleur représentant et d’étre, par transitivité, les meilleurs représentants de
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leurs composantes connexes respectives.

3.2 Composantes connexes

Le nombre de composantes connexes est directement li€¢ au parametre k utilisé pour déter-
miner les voisinages des objets. Plus k est élevé et plus le nombre de composantes connexes
diminue. Lorsque k = n (avec n = Card(0Q)), le graphe et connexe. Lorsque k = 1, chaque
objet est son propre meilleur représentant, et le graphe posséde n composantes connexes.

Cette relation est illustrée dans I’exemple de la partie suivante (figure 4).

3.3 Exemple

Nous appliquons maintenant notre méthode a un exemple simple pour en illustrer les prin-
cipaux points.

Considérons un ensemble O = {O1, O,, ..., O} constitué de 20 points de R?. Cet en-
semble est constitué de deux classes C; = {O1,03,...,010} et C2 = {O11,012,...,09}.
La figure 2 représente I’ensemble des points dans le plan. Chaque objet est représenté par un
disque dont le niveau de gris est d’autant plus foncé que le degré de représentativité est élevé.

™~ A
Al2
20
© — A
16
17 i
18
o -
A
19
A
. 14 A
Y e 9 11

FIG. 2 — Points en 2D : les données et leur degré de représentativité (le niveau de gris est
d’autant plus sombre que le degré de représentativité est élevé)

Enfin, la figure 3 illustre le graphe des représentants sur I’ensemble de points.
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IST
| /
© 4 P
17\ 13
18
w
19
14
11
T T T T T
1 2 3 4 5 6 7

FIG. 3 — Points en 2D : les données et le graphe des représentants

Evolution du nombre de composantes connexes
en fonction de la taille du voisinnage

20

15
I

Nombre de composantes connexes

1N

FI1G. 4 — Nombre de composantes connexes Vs. k
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4 Application a la classification automatique

4.1 Partitionnement

Le calcul de la représentativité et du graphe des représentants associé présente deux intéréts
immédiats en classification automatique. Tout d’abord la partition du graphe de représentants
permet de facon évidente de partitionner 1’ensemble des objets étudiés en classes. En faisant
varier le parametre k (la « taille » du voisinage), on obtient un partitionnement plus ou moins
fin. Une conséquence triviale de ce qui a été dit avant est que plus k est petit et plus le parti-
tionnement est fin (i.e. plus le nombre de classe est élevé).

La classification effectuée ainsi posséde un certain nombre d’avantages hérités des mé-
thodes impliquées dans le calcul de la représentativité.

Le premier avantage est lié a la nature des données traitées. Les données relationnelles sont
un cas plus général que celui ol I’on dispose de descriptions vectorielles des objets a étudier,
et qui est généralement le pré-requis des algorithmes classiques.

Ensuite, la transformation préalable des dissimilarités en rangs est un outil souvent utilisé
par les statisticiens pour obtenir des méthodes non paramétriques. Dans notre contexte, elle
permet d’effectuer une classification sans faire d’hypothese sur la distribution des données.
Par ailleurs aucune hypothese n’est -méme implicitement- faite sur la forme des classes. La
transformation par rangs offre aussi une robustesse vise a vis des valeurs aberrantes.

Enfin, la simplicité des outils théoriques impliqués ainsi que les champs sémantiques des
domaines auxquels ils sont empruntés, offrent des possibilités de compréhension, d’interpréta-
tion et d’explication que ne permettent pas la plupart des algorithmes.

Remarque : Le choix de la meilleure valeur du parametre k pour la classification n’est pas
aisée. Empiriquement, nous avons déterminé que le choix optimal du parametre se situait apres
le « coude », lorsque 1’on observe la courbe du nombre de composantes connexes en fonction
de k. Cette plage correspond aux valeurs de k pour lesquelles on atteint le premier plateau de
stabilisation du nombre de composantes connexes.

4.2 «Meilleurs » représentants

Contrairement aux méthodes de classification comme celles de la famille des k-means,
notre méthode de classification ne calcule pas des centres de classes « virtuels » (obtenus par
moyenne par exemple), mais extraits, parmi les objets initiaux, des représentants « réels ».
La encore, les calculs sont effectués directement sur les données, a partir de leurs relations
deux a deux, et pas dans un hypothétique espace sous-jacent. Cet aspect présente un intérét
non négligeable, notamment dans les situations ou I’on souhaite analyser plus précisément les
classes a travers leurs représentants.

RNTI - X -



Représentativité et graphe de représentants d’un ensemble de données relationnelles

4.3 Exemple sur des données synthétiques

Nous illustrons maintenant ce processus sur deux jeux de données synthétiques simulées.
Les résultats sont illustrés sur la figure 5.

1.0

05

0.0
I

-1.0
I

-15
I

FIG. 5 — Application a la classification automatique

5 Conclusion et perspectives

Nous avons proposé, dans ce papier, une définition de la représentativité sur un ensemble de
données relationnelles. Cette notion permet de quantifier « combien » un objet est représentatif
de son ensemble. Le calcul du degré de représentativité s’effectue a partir des relations valuées
entre les objets, deux a deux. Cet indice est robuste et permet facilement d’étre interprété grace
a I'utilisation de la sémantique de la théorie du choix social a laquelle nous empruntons des
outils pour effectuer le calcul. Par ailleurs, son calcul ne nécessite aucun a priori sur la distri-
bution des données ou sur I’espace qui les contient.

Nous avons utilisé le degré de représentativité pour construire un graphe des représentants. Ce
graphe permet de faire émerger une structuration des objets, en associant a chacun d’entre eux,
« celui qui le représente le mieux » parmi « ceux qu’il préfere ».

L’ utilisation de ces deux concepts en classification est immédiat et assez intuitif. Nous avions
par ailleurs déja utilisé le concept de représentativité, dans une version préliminaire, pour I’ex-
traction d’éléments représentatifs en archéologie, (de Runz et al., 2008).

L utilisation de ce travail pour I’analyse des réseaux sociaux nous semble particulierement
opportune et nous envisageons donc d’orienter les applications dans ce domaine. Sur le plan
théorique, nous pensons pouvoir exploiter 1’aspect hiérarchique du graphe des représentants
et I’utiliser pour développer une méthode hybride de classification que nous comparerons aux
approches classiques.
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Summary

As complex objects are often modeled as relational data, we propose a (complex) data
mining approach using relations between objects. After defining data representativeness in a
relational dataset, we use it to build a graph of representatives (delegates). This graph makes
possible the emergence of tree structures and of data groups forming partitions. Finally, our
approach is illustrated with a clustering application.
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